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C. F. ROOS* 


A general invariant criterion of fit for lines and planes 
^vhere all variates are subject to error 


I. Introduction . — When it is desired to fit a straight line, 
y = a L x + , to m > 2 observed points, ( Xi , y») , the method 

usually employed is that of choosing and b x so that they mini¬ 
mize the sum of the squares of the residuals of the y’s, i.e . 
S {a L %i — y t ) 2 is a minimum. It is well known that, unless 
all observed points lie on a line, there are two such lines of « best, 
fit » (1), one obtained by choosing x as the independent variable, 
the other obtained by choosing y as the independent variable. 

A more difficult problem arises if both variates are subject 
to error. Here there is no reason to prefer one of the above described 
lines to the other. As an example, the problem of deriving the law 
of demand for sugar requires that we find the equation of the 
« best fitting)) straight line (2), an instance in which we are faced 
with the dilemma of deciding whether the price of sugar or the 
quantity consumed is the independent variable ; there are two 
lines of « best fit », one for each of the two possible choices we can 
make. We know, however, that both the statistics of sugar con¬ 
sumption and of sugar prices are subject to error, and there is, 
therefore, no reason why we should choose one line to the exclu- 


* The present paper develops an idea presented by the author and 
Alexander Oppenheim to the American Mathematical Society at its meet¬ 
ings in Nashville, Tenn., December 1927. For an abstract of the paper 
presented there see the « Bulletin of the American Mathematical Society 
Vol. 34, 1928, pp. 140-141. 

(1) See any elementary text in statistics, for instance, Davis and 
Nelson, « Elements of Statistics », 1935, PP* 271-275. 

(2) Henry Schultz, The Statistical Law of Demand , « Journal of 
Political Economy», Vol. 33, No. 6, Dec. 1925, p. 578. 
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sion of the other. Moreover, as we shall see neither line is the 
« best» to represent the demand for sugar. A more general problem 
arises when it is desired to determine the demand for gasoline as 
a function of price, purchasing power, road mileage, and taxes (i). 
Here the last two are practically free of error, but the three- 
demand, price, and purchasing power - all involve errors of com¬ 
parable magnitude. In fact, in this instance the errors in these 
three quantities would be correlated due to the omission of 
factors affecting all three. 

From the two examples cited here it seems to be quite clear, 
therefore, that we should seek some other criterion of fit. We could 
with R. J. Adcock ( 2 ) minimize the sum of the squares of the normals 
from the m points to the required line of «best fit ». Thus in a 
more recent paper on the same subject L. J. Reed ( 3 ) has written : 

* in practically all cases of observed data x is as subject to varia¬ 
tion as y and it, therefore, appears a priori that a better fitting 
straight line would be obtained if we define the word residual as 
the normal deviation of an observed point from the line ( 2 ). This 
definition assumes that an observed point fails to fall on the line 
due to an error in both x and y ». Starting from {he normal form 
of the equation of a line, x cos 0 + y sin 0 — p = 0 , Reed then 
obtained simple equations to determine the 0 and p which mini¬ 
mize the sum of the squares of the normal deviates ; that is, which 
minimize 2 r? = 2 (xi cos 0 -f- y, sin 0 — p) 1 2 3 . But there is a 
difficulty which Reed apparently did not appreciate. 

Let the line obtained by Reed's method be x cos 0 + 
y sin 0 — /> = 0 . If we change the scale of x, i.e. write x = X X , 
where X is a constant, the line obtained will be X cos O' + y sin 0' — 

— p' = 0 or returning to our original scale x cos 0' -f y X sin 0' — 

— X p* = 0 , and it is not in general true that this lino is the 

(1) See C. F. Roos, Dynamic Economics, 1934, Chapter III, for demand 
of gasoline. 

(2) R. J. Adcock, « Analyst », Vol. 4, 1877, p. 183, and Adcock, A 
Problem in Least Squares, « Analyst », Vol. 5, 1878, pp. 53-54. The formula 
for a given by Adcock on page 54 is incorrect because of an error made in 
eliminating b. For another early attempt to solve this problem sec Karl 
Pearson, On lines and planes of closest fit , to systems of points in space, 

«Phil. Mag.», 6 Ser., Vol. 2, Nov. 1901. It seems that Pearson was 
ignorant of the existence of Adcock’s paper. 

(3) L. J. Reed, Fitting Straight Lines, « Metron », Vol. 1, (3), 1921, 
pp. 54-61. 
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same as the first one. It seems necessary, therefore, to attach 
from the start weights to the observations x and y, which will 
naturally vary with the scale. 

In considering the same problem of minimizing normal de¬ 
viates as applied to the fitting of a line to the link relatives, 

Y = y (t)/y (t — i) and X = a; (t)/x (t — i) , where y (t) is the 
annual consumption of sugar at the time t and p (t) its price, 
Henry Schultz has remarked : 

« Indeed, if the method is to be applied by direct processes, 
the further assumption has to be made that the errors of X and Y 
have a constant ratio. When this ratio is equated to unity that 
is to say when the observations inX are given the same weight as the 
observations in Y .. this method has a simple geome¬ 

trical interpretation »(i), a minimization of distances of the nor¬ 
mals from the observed points to the line of fit. 

In appraising this remark in the light which will be shed by 
the analysis about to be presented, the reader should bear in mind 
that the link relatives Y and A' are independent of the initial 
scales and that when variates not possessing this property are used 
the normal line need not be the one for which the weights are equal. 
Moreover, in Schultz’ problem the standard deviations of these 
ratios are nearly equal, and as we shall see in Section 6 , this con¬ 
dition is implicitly required when normal deviates are minimized ; 
in his problem it is the ratio of the errors of the link relatives A' 
and Y and not of the raw variables x and y that is equal to unity. 

From the preceeding remarks it appears, therefore, that as 
advocated years ago by Kummell ( 2 ), it would be better to minimize 
the weighted sum, 2 pi (8 Xi) 1 2 -f qi (8 y ,) 2 , where 8 x % and 8 y, 
are the respective errors in Xi and y» and pi and q% are the weights 
of x and y which enter the same observation equation. To ob¬ 
tain a direct solution some assumption with regard to the weights 
of the observed quantities must be made. Kummell found it 
most convenient to suppose that the weights of x and y which 

(1) Henry Schultz, The Statistical Law of Demand, loc. cit., p. 581. 

(2) C. H. Kummell. Reduction of observation equations which contain 
more than one observed quantity, << Analyst », Vol. 6, No. 4, July 1879, pp. 97- 
105. See also M. Merriman, The determination, by the method of least 
squares , of the relation between two variables connected by the equation 

Y »= AX -f B, both variables being liable to errors of observation , « Report of 
U. S. Coast and Geodetic Survey », 1890, p. 687. 
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enter the same observation equation have a constant ratio, i.e. 
q { = k pi, (i = x, . . . , m). Then obviously, as he pointed out, 
for the special case pi = p a — . . . = p m = i and k = i , this 
problem reduces to the earlier one proposed by Adcock. Kum- 
mell, it may be noted further, considered not merely this problem 
of fitting a straight line, but also that of fitting any curve, and 
his work, although his mathematical arguments are loose or even 
in some instances fallacious, contains practically all the results 
obtained by later writers. 

In a more recent paper, presumably written in ignorance of 
this author’s work, H. S. Uhler (i) shows that if v<) is the point 
on the line of best fit ax -f- by + i =0 corresponding to the ob¬ 
served point (xi, yi ), and p and q are constant weights, then the 
ratio of the errors (v,- — y*)/(«> — %>) is equal to (b/a) (p/q) which 
is independent of i ; that is to say, the lines joining the observed 
points to the corresponding points on the line are parallel. This 
result is obtained by minimizing 

(i) W = p (Ui — Xi ) 1 2 3 -f q (Vi — y ,) 2 

with respect to m and Vi subject to the condition am + bvi 4- i =0. 
After Uhler has minimized W with respect to m and Vi he has a 
sufficient number of equations to enable him to eliminate m and 
Vi from W. Upon performing the elimination he obtains an expres¬ 
sion of the form W m = ((^?)/(?« 2 + pb 2 )) (axi + fry, -f- i) a which 
he minimizes with respect to a and b. In order that the lines of 
correction be normal to the curve it is sufficient, that p — q con¬ 
stant. But since Uhler has taken the pi and qi to be constants 
so that necessarily pi/qi = constant all these results are contained 
implicitly in Kummell’s formulas (2). 

In 1921 Corrado Gini (3) attacked the special case of the general 
problem, for which (1) the errors 8 y< and 8 Xi in y and x are un¬ 
correlated, that is, SS yi 8 Xi — 0 , and (2) the ratio of the variances 
of the errors is constant or K — 2 8 x , 2 /2 8 y<*. Briefly, Gini’s 

(1) H. S. Uhler. Method of Least Squares and Curve Fitting. « Journal 
Amer. Opt. Society*, Vol. 7, 1923, pp. 1043-1066. 

(2) Kummell, l. c. p. 99, (5), {<*) and p. 101, (e). 

(3) Corrado Gini, Suit’interpolazione di una retta quando i valori della 
variabile indipendente sono affetti da errori accidentali, « Metron », Vol. 1, 
No. 3, 1921, pp. 63-82. 
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important method consists in modifying the ordinary least squares’ 
solution by a suitable correction as a function of the error of the 
independent variable. For the first assumption he shows that 
if x is taken as the independent variable, the slope of the line of 
best fit p' is < p , where (J is the value obtained by supposing * 
exact, and if y is taken as the independent variable, the slope of 

the line of best fit is —< -i- . Then using the second, he 

obtains values of p involving k, a covariance, and several va¬ 
riances. In particular, for k — 1 , Gini’s general solution reduces 
to that of Kummell and the later rediscovery of Pearson. 

In two subsequent papers G. Pietra has extended Gini’s 
methodology to parabolic functions and more general types 
defined by Taylor’s series (1). For instance, assuming for large 
numbers of observations, 2 8 #, 2 /£ 8 y? — K a constant, S^i m =0 
and 2 8 yi m — 0 for m odd, and 2 8 x, 8 y, — 0, he shows that, 
for the parabola y—a. J \-$x-\-'kx 3 , the parameters are given 
by the equations. 


2 Xi 2 y, 


2 Xi y, 


X= 


2 x^ — 28 x? 


2*i 3 


2*, 4 — 


(2 x , 2 ) 2 


n 


— 2 28 x , 3 (2 2 *, 2 — 2 8 at , 2 


(2 x ?) 3 

2 x, 2 — 2 8 Xi 3 


p = 


(2) 


a = 


2 Xi y, — y 2 x \ 3 

'2 *i 2 — 2 8 Xi 3 

2 *, 2 — 2 8 x 3 


where Xi and y« refer to the observed values of x and y as measu¬ 
red from their respective means. 

It should be recognized, however, that there are various 
practical cases involving relatively small numbers of observa¬ 
tions for which the assumptions of Gini and Pietra do not hold. 
For instance if the first n of the observed points (w, Vi) lie below 
the line of fit and the last n lie above, as might well happen for 


(1) G. Pietra, Interpolating Plane Curves, « Metron », Vol. 3, No. 3-4, 
1924, pp. 311-328. See also, G. Pietra, Dell'interpolations parabolica 
nel caso in cui entrarnbi i valori delle variabili sono affetti da errori acciden- 
tali. * Metron », Vol. 9, Nos. 3-4, I 93 2 . PP- 77 - 86 - 
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small numbers of observation, E x % 8 y, is the sum of positive 
terms and cannot vanish unless the origin is at the centroid, and 
similarly for E y* 8 . These remarks apply to the papers by 

both Gini and Pietra. In the latter's paper there is the additional 
assumption : 

E 8 xi m = 0 for m odd 

(3) 

2 8 y, m = 0 and n large 

Since we may take any number of equations (3), we may in par¬ 
ticular choose m = n — 1 . We may then order our observations 
so that 8 x n is not zero and divide by it in the first set. We will 
then be able to solve for the ratios 8 x t /8 % n once and for all for 
any set of data unless 8 Xij 8 x n = 8 xJ 8 x n , since otherwise the 
functional determinant, which happens to be of the Vandermonde 
type, will not vanish. Therefore, the exception must hold and 
consequently Pietra's assumption is valid only for a symmetrical 
distribution of the errors about the line of fit. 

The problem has been attacked from a different point of 
view by E. C. Rhodes (1), who takes the equation of the fitting line, 
or more generally the fitting plane, to be of the form m l x/ui + 

-f m 2 y/u 2 4-.+ m n z/u„ - p = 0 , where m x 2 4- m 2 2 4- ■ • • + 

4- m n 2 = 1 and u x . . . u n are quantities measured in the same units 
as x , y ,. .. z , respectively, and which reduce the last to a common 
base. He then introduces (n — 1) parameters t x , . . . t n ^. l deter¬ 
mining the x , y , z by the equations 

xjIt 1 = P nil -f' a \ \ h 4' • • • 4~ &in-i tn~l 


zjItn = P n^n 4- a m 1 l\ 4“ • • • - 1 tm - l 

where the a's ' are unknown functions of the m's such that 
nil an 4- a 2 i d- . . . xn n a n \ = 0 


111i d\ n -i + ?n 2 4 ~ * • • 4 “ Wr/i (Inn- 1 — 0 . 


(i) E. C. Rhodes. On lines and planes of closest fit. « Phil. Mag. 

7 Ser., Vol. 3, (1927), pp. 357-364. See also, H. Glauert. Best linear 
relationship connecting any number of variables. « Phil. Mag. », (1925), p. 205. 
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He next supposes that the most likely t's will be those which max¬ 
imize the chance of the measurement made lying between the 
limits x , x dx , ... z , z + dz . This chance is 

F = (i/( 27 t ) n/2 si ,..., s H ) (exponential) {— 1/2 E (d x/u x ) ... (d zju n ) j 
where E = (*///, — p w, -- a u / x — . . . — *„-i) a /si 2 + . . . + 

“f~ {z/?hi p Win C 1 n 1 t\ . . * $;/ w - 1 tfi - 

and where the quantities , . . . , s n are defined to be the standard 
deviations of the errors involved in measuring the x/u L , . . . , z/u n , 
respectively. 

The equations resulting from differentiating F with respect 
to ti , , t n — i respectively, enabled Rhodes to eliminate the 

t’s and discover an expression which involves only the m’s and p’s 
as variables. He then differentiated the expression so obtained 
with respect to p and found that the best fitting « plane >1 goes 
thru the centroid x x , y x , . . . , z x . He then transfered his origin 
to the centroid and introduced the notation o 2 x — S (x — x x ) 2 , rxy = 
= 2 (x — Xi) (y — yi)/N GxCSy of the correlational calculus and sub¬ 
stituted these symbols in F. By minimizing the resulting expres¬ 
sion with respect to wi v , . . . , m n he deduced the equations for 
the determination of , . . . , m n . These equations, of course, 
involve the standard deviations , . . . , s„ and the quantities 
«i , . . . , u n which reduce the x , y , . . . , z to a common base. In 
particular, if we choose all of the u’s and the s's to be equal, Rhodes 1 
equations reduce to those obtained by Pearson (1) for minimizing 
normal distances. 

It is thus seen that there exist various methods for fitting lines 
and planes in cases where all variables are subject to error, and 
that each scheme depends upon the choice of a particular coordi¬ 
nate system. In general, we may obtain satisfactory lines (or 
planes) of fit by any one of a half dozen or more methods and 
yet if we should change our system of coordinates, we w'ould ob¬ 
tain different lines. It would seem, therefore, that something 
is obviously lacking, for the problem should be capable of a uni¬ 
que solution regardless of the coordinate system chosen. It is 
this phase of the problem that we consider in the present paper. 

(1) Karl Pearson. On Lines and Planes of Closest Fit to Systems of 
points in Space, loc. cit. 
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2. The form of the expression to be minimized. — In seeking 
for an invariant criterion of fit it is quite important that we choose 
the proper function to be minimized, since as we have already 
pointed out this function must be independent of the choice of 
axes. It is certain that this function must have as arguments the 
observed quantities (%,, y>) and the coordinates a, b, and c of the 
line of fit, and we may assume with enough generality that the 
expression is of the form U =11 pi f (Xi , y,-, a , b , c) where Pi are 
for the present merely numbers — later to be identified as the 
weights belong to observations (xi , y<) — and a , b , and c are the 
coordinates of the line of fit, ax + by -f- c = 0 . As wc shall 
now see the condition that U be invariant for all changes of axes 
is sufficient to determine sufficiently completely its form. 

Let us first apply homogeneous strain, i.e. write x =\X ,y = p Y 
where X and p are arbitrary parameters. Then the observations 
(xj , y t ) become Xi , Y, and the line of fit 

(4) ax + by + c = 0 

becomes AX + B Y + C = 0 where A = \a , B = n b , C = c . 
Since by hypothesis the line of fit in one coordinate system must 
transform into the line of fit in a second, if U is to be invariant, 
we must have 

Hp t f(kXi,nYi,-h-'A, [ i-'B > C)=i:pif(Xi,Yi,A,B,C) 

for all choices of the numbers pi ; and hence 

/ (X X , |i Y .X- 1 A , p.-« B , C) = f (X , Y , A , B, C) 

for all X and all p . If we now follow a well-known procedure 
of differentiating partially with respect to X and then putting 
X = (a = 1 , we obtain 

( 5 ) X(df/dX)-A (bf/dA) = 0, 

where for convenience in notation we have suppressed the sub¬ 
script i. Similarly by differentiating with respect to p and set¬ 
ting X = p = 1 we obtain 

(6) Y (d fjb Y) — B (b ffb B) = 0 . 

The general solution of these partial differential equations (5) 
and (6) is 

( 7 ) 


f = 9 \AX + BY + F (C)j 
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where F (C) is arbitrary (i). The equation (7) is merely a necessary 
condition but as may readily be verified, (7) is actually invariant 
for the transformation in question, namely homogenous strain. 

Let us next make use of the condition that / be invariant for 
translation. For this write X — x + at,, Y = y -|- p, and then if 
/= 9 is to be invariant, we must obviously have 

(8) 9 \ax + by + F (c-f a at. + 6p)j = <p|a* + &y + «a + 6 ( 3 -f.F (c)[ 

for all a and all p. If we differentiate the whole expression (8) 
partially with respect to a and then put a = p = 0, we obtain the 
condition (S y/d F) F' — 9' = 0 where primes denote derivatives. 
Now since, for a = p= 0,Fisa function of c alone, this condition 
can be written (5 9/5 c ) — 9' = 0 . In order that this last partial 
differential equation be satisfied it is necessary and sufficient that 
F (c ) = c. We can, therefore, say that f (xt y, a , b, c) must be 
of the form 

(9) / = 9 (a xt + b y, + c) 

where 9 is an arbitrary function ; and we verify by direct substi¬ 
tution that this expression is invariant for both homogenous 
strain and translation. 

We know, moreover, that 9 must be homogenous in a, b, and 
c, since the line X ax + <f by -f- tic — 0 is the same as the line (4), 
a condition which requires that (9) assume the form 

(10) / = (a xt + b yi + c)“ 

where n is arbitrary. Thus we have found for the set of points 
(Xi , yi ), the associated numbers pi and the line (4), the most ge¬ 
neral function S pi f (xi , y,-, a , b , c) which remains invariant under 
translation and homogenous strain. In addition the expression (10) 
is actually invariant for rotation when the a, b, and c are parameters 
defined by the fitting line ax + by + c = 0. 

3. Condition that U be a function of distances. — At this stage 
our problem of fitting a line requires the finding of a line (4) asso¬ 
ciated with points (x t yi) and numbers pi such that U — Hp>f 
= Z pi {axi + byt + c) n is a minimum. Now, clearly if U is to 


(1) E. Goursat. Cours d’analyse mathemaixque, Vol. i, p. 559. 
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have a minimum, there must be some relation between a, b and c, 
for, as matters stand, there would be three normal equations to 
-determine the two ratios ajc and b/c . In choosing this relation 
we observe that, at least in practical cases, it seems desirable for 
axi + byi -f- c to be proportional to the distance between (%i y») 
and the associated point (m, Vi) on the line (4), the factor of pro¬ 
portionality being independent of a, b, c and i. Such a relation 
must, of course, be invariant for all changes of axes and, there¬ 
fore, can not be of the form 0 {a , b , c) = constant as may readily 
be verified ; the function 0 must also involve some parameter 
and preferably one associated with the accuracy of the data. 

We could at this point make various assumptions, among 
which would be the hypothesis K — E 8 y, 2 /Z 8 x? of Gini. Simi¬ 
larly we could choose still different metrics which reconcile other 
methods of fitting with the results so far obtained. In the fol¬ 
lowing discussion we prefer to assume that the line joining {Xi , y») 
to ( Ui , Vi) makes an angle a independent of i with the axis of x } 
i.e .8 yi !8 Xi — tana ~k, a constant. Then, the condition that 
axi -f byi + c be proportional to the distance n - | (Ui — x t ) 2 + 

i_ 

+ (v 4 — y t ) 2 J 2 , the factor of proportionality being independent of 
a, b, c and /, requires only that a cos a + b sin a be independent 
of a , b, c and i ; for u 4 — x { + r t cos a, v t = y t + r i sin a and 
4 U 4 -f bvi + c == 0 , so that (ax t + by { + c) + (a cos a + b sin a) — 0, 

whence it follows that 

(11) a cos a + b sin a must be independent of a , b , c and i . 
We may for definiteness take 

(12) a cos a + b sin a = 1, 
although all that we really require is that 

(13) cos a 8 a + sin a 8 b — 0 , 

where S a and 8 b are respectively the variations of a and b . It 
should be noticed, however, that in a different coordinate system 
{12) will assume some such form as A cos a' + B sin a' = / (a') , 
where again A cos a' + B sin a' is independent of A , B , C and i , 
which is the essential condition. For example, if we assume (12) 
in the coordinate system [ x , y j then ax 4 + by { + c actually repre¬ 
sents the distance r i , but in any other coordinate system j X, Y [ 
the corresponding expression AX t + BY t -f C represents the 
distance R { corresponding to r 4 multiplied by a function which 



is independent of A , B , C and i . Consequently the line of fit 
4 X-f 2 ?Y + C= 0 does actually correspond to ax + by + c = 0 ; 
i.e. we can get (4) by changing to the axes x,y ,in AX + BY + C = 0 . 

We will assume the condition to be in the form (n) in the 
work which follows. 

4. The Problem of Fitting a Straight Line. — If we assume the 
condition (11) then we will necessarily want U to be the sum of 
positive terms in order to be assured of a good fit. We, therefore, 
define U by the formula 

(14) U = 2 pi | a x t -f- byi + c |" 

since by hypothesis the weights pi are all positive, and / = (ax { + 
+ byi + c) n by (5). We are at liberty to take n as we please ; thus 
in particular if we take it as 2, the quantity U defined by (14) 
becomes some function independent of a , b , c, and /, times the 
weighted sum of the squares of the distances n between the ob¬ 
served point ( Xi , y*) and the corrected point (w,-, Vi) on the line (1). 
It is usually undesirable to take n >> 2 since this gives emphesis to 
large errors, and for distributions that commonly occur this, to 
say the least, is questionable procedure. If we minimize U with 
respect to a , b and c which satisfy (12) or the equivalent (13) we 
obtain values of a , b and c which minimize the weighted sum of 
the squares of the r i . 

Our problem now is to reduce 

(15) U = S pi {a Xi + b y t + c ) 2 

to a minimum when a , b , and c are subject to the condition (13). 
The conditions for a minimum are 

2 pi [(<a x t + b y» + c) Xi 8 a + (a Xi + b y» + c) y/ 8 b + 

+ (a x t -f b y, -j- c) 8 c] = 0 , 

cos a 8 a + sin a 8 b = 0 . 

These equations of variation lead to the conditions 

(16) s pi Xi (axi + b Vi + c) sill a = E />,• y» (a Xi + b y, + c) cos x 

(17) 2 Pi (a Xi + b y, + c) — 0 

In as much as the ratios a/c and b/c determine uniquely the 
line (i), equations (16) and (17) are sufficient in number. In 
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particular, (17) shows us that the line of fit passes through the 
weighted mean center. 

Let us by analogy call the equations (16) and (17) the general 
normal equations since when a = n/2 , or a = 0 they reduce to 
the equations usually called normal equations. 

Simplifying notations we use 

[P x 3 ] — ^Pi *, 2 , [p x y] = 2 pi Xi yi, [p y 2 ] = 2 pi y? 

[/>*] = 2 pi Xi , [p y] = 2 pi yi , and [; p ] = 2 />, , 

and then write equations (16) and (17) as 

l (sin a [ p * 2 ] — cos a [p x v]) a + (sin a [p x v] — cos a [p v 2 ]) b + 

(18) 

| -f- (sin a [p x] — cos a [p y]) c = 0 

(19) [p x] a + [p y] b + [p~\c = 0 . 

By using tan a == k we may put (18) in the simplified form 
(ao) (k [p x 2 ] — [p x y]) a + (k [p x y] — [p y*]) b + (k [p x] — [p y]) c = 0 


5. Solution of normal equations: Equations (18) and (19) 
are sufficiently simple to be used readily in computation as they 
stand, but it will be interesting and instructive actually to find 
a solution for the ratios afc and bfc for the general case. Solving 
(19) for afc and substituting the value so obtained in (18) we may 
write 

tens 6 ([/> * y] — & [ft * 2 3) [£3 — (O yj — & [ft *]) [P *] 

K } 0 (k [P x 2 ] ~[p X y]) [P y] - (k IP X y] - [p y 2 ]) [p *] 

and again if we solve (19) for b/c and substitute this value in (18), 

we obtain 

/ 22 \ a _ (HP *y]-IP y*J) W ~ (k [P *] -1 ± y]) [p y] 

' ; c {k [p x 2 ] — [px y]) [p y] — (k[px y] — [p y 2 ]) [p x] 

Let (X , Y) be the running coordinates of the line of best fit. Then 
the equation of the line of best fit is 

j(A [p x y] - [p y 2 ]) [p] - (k [p x ] - [p y]) [p y]| X + 

(23) +\{[pxy]-k[p x 2 ]) [p] - ([/> y] — k[p x]) [px}\ Y + 

+ (k iP * 2 3 ~[px y]) [p y] — {k[pxy]~ [p y 2 ]) [px]=* 0 
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We have seen that for our problem we may choose any point 
as the origin of coordinates ; but it happens that the choice of 
the weighted mean centre materially simplifies calculations. 
When such a choice is made, [ px\ and [py] are both zero, and equa¬ 
tion (19) becomes 

(24) — ([j p y 2 ] — k [p x y]) X + {[p xy] — k [p x 2 ]) Y = 0 

This is a form which is sufficiently simple to appeal to any 
calculator. 

6. Important special cases. — There are several important 
special cases of our general problem which are worthy of indivi¬ 
dual mention. For example if the x's are perfect, tan a = 00, or 
the equivalent sin a = 1 , cos a — 0 . From (8) we see then that 
the conditions are 

L P x 2 ] a + [p x y] 6 + [p x] c —. 0 

[p x ] a + [p y] & + [/>] c = 0 

which are the equations usually obtained by minimizing the sum 
of the squares of the residuals of the y's. Again if the y's are sup¬ 
posed perfect, tan a = 0 , or the equivalent sin a = 0 , cos a = 1. 
For this case equations (18) and (19) reduce to 

[p x y]a + [p y 2 ] 6 + [p y] c = 0 

[p .rj a + [p y] b + [/>] c = 0 

and again these are the usual equations for this criterion. 

If we take tan a = b/a , w r e see without difficulty that equa¬ 
ls 

tion (12) becomes (a 3 -f- b 3 ) 2 =1. This is equivalent to saying 
that a = cos 0,6 = sin 0 and c — — p , where 0 is the angle the 
line a X bY -{-c =0 makes with the X axis and p is the dis¬ 
tance from the origin to the line. We are thus led to the special 
case discussed by Reed for which we minimize S [(x t cos 0 + y ( sin 0 
— p ) 3 . In view of these considerations, it seems to us that to 
say normal distances should be minimized is, in general, some¬ 
what equivalent to assuming in advance a solution of the problem. 
As an example suppose it is known that the precisions in x and y 
have a ratio of unity. Then a must be — 71/4 ; and for this case 
the minimizing of normal distances would be correct only if b/a was 
unity. Therefore, normal distances should be minimized only 
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in the very special case for which the x's and y's are both indepen¬ 
dent of scale factors and the precisions of, say, xfa x and yfa y are 
equal: it would in general, be artificial to say that whenever x 
and y are both subject to error, the ratio of their precisions is 
equal to the negative reciprocal of the slope of the line of best fit. 

In using Pearson’s method of fit, i . c . , the minimizing of 
normal deviates, the work is simplified if the hypothesis is made 
that each variate is reduced to units of its standard deviation, so 
that each has unit variance. But graphical curve-fitters have 
not always appreciated this special assumption ; for we find wor¬ 
kers in the U. S. Department of Agriculture and elsewhere merely 
expressing each variate as a ratio to its mean — which of course 
is something quite different — and fitting free-hand curves. In 
such latter instances any line of regression may be determined, 
the particular one obtained (i) depending upon what the stan¬ 
dard deviations of the series are. It is the effect of the scale fac¬ 
tor leading to different lines of fit that causes uncertainty and 
disagreement among graphical curve-fitters. 

Briefly if lines are to be fitted free-hand, each variate should 
be expressed in units of its standard deviation and then plotted 
on equal scales, or the worker should give definite reasons for 
chosing the scales or systems of weights. 

It is true that for the cases where the criterion of minimizing 
normal deviates has been used, the resulting line of «best fit» has 
seemed satisfactory and has been more gratifying than either the 
line for which the x’s are assumed perfect or the one for which 
the y’s are assumed perfect, but should w'e not expect this ? The 
point that we make is that, although the line obtained by mini¬ 
mizing the sum of the squares of the normal distances gives a 
better line than either of the other two lines referred to in the pre¬ 
ceding sentence, this line is not always the correct one to be used ; 
i . e . the hypothesis itself is at serious fault. 

7. Extension to the Fitting of Planes and Hyper-planes. — As 
we have already intimated, our analysis generalizes immediately 
to any number of dimensions. More precisely if we desire to fit a 
plane, we minimize the invariant expression (ax { -f- by t + cz t -}- d ) 2 

(2) See Herbert E. Jones. Some Geometrical Considerations in the Ge¬ 
neral Theory of Fitting Lines and Planes. «Metron», Vol. XIII, n. 1 Fe¬ 
bruary, 1937, p. 21-30. 
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subject to the condition am x + + cm 3 = <p independent of 

a , b , c , d and i , where m x , m 3 and m 3 are the direction cosines 
of the line joining the observed point (x t , y { , z { ) to the corrected 
point ( u t , v t , w t ) on the plane of fit ax + by -f cz + d = 0. Then, 
by the ordinary rules of the calculus of maxima and minima 
we have 

L pi {a x, + b yi + c z> + d) Xi/nh = S pi (a Xi + b yi + 

+ c, Zi + d) yi/m 3 = E pi (a Xi + b yi + c Zi + d) Zi/m 3 
(26) S pi (a Xi + b yi + c Zi + d) = 0 



Equation (26) shows that the plane passes through the weigh¬ 
ted mean point, which to simplify matters will be taken as the 
origin. If we adopt our previous notation, we may write : 


( 27 ) 

(28) 


j »h [Pxy\ — m 2 [p **]) a + jm, [p y 2 ] — m 2 [p y *]j b + 
+ |^i [p z y] — m 2 [p z x]J c = 0 
j m 2 [p x z] — m 3 [p x y]j a + j*» 2 [p y z\ — m 3 [p y 2 ]J b + 
m 2 [p ^ 2 ] — t>h [P z V] c = 0 


where the origin of coordinates is now at the weighted mean. These 
equations enable us to solve for the ratios a/c and bjc which 
completely determine the plane of best fit. We may, in fact, 
write the equation of this plane when the errors are defined 
by 8 x { /m f — 8 yjm 3 = 8 as the following : 


(29) 


2?i Ci 


A1 Ci 


A 1 B 1 


u — 


V + 


C 3 


A 2 C 2 


A 2 B 2 


where U , V and W are running coordinates referred to the mean 
as origin; Ai and A a are the coefficients of a in (27) and (28), 
respectively ; B x and B 2 are the coefficients of b and Cj and C 3 
are the coefficients of c. 

It is very simple to obtain equations corresponding to (27) 
and (28) for hyper-planes ; in fact to obtain additional terms cor¬ 
responding to those of (27) and (28), we need only permute the m’s 
in the order 1,...,« and the second letters of the symbols [ ] 

in the order X , Y , Z ,.. . 



8. The Choice of Other Metrics. — It has been said that other 
metrics can be chosen and different lines of « best» fit obtained. 
Obviously some discussion of these variants of the present theory 
is indicated here but since there is no end to such choices, we shall 
merely choose one important other metric to show how the theory 
must be modified. For this consider the metric employed by Gini. 
Here we have £ 8 y< 2 /£8 x? = K , or for the line ax + by + c = 0 , 
the condition 


K = s ( y * + X *' + x) /s {*' + X y,+ x) 

from which we readily deduce 

K = « 2 /6* 


corresponding to our relationship cos a8« + sin a 8 6 = 0. 
The conditions for a maximum are then : 

£ pi j(« Xi -f b yu + c) Xi 8 a + (a Xi + b Xi + c) y, 8 b + 
-f~ (a Xi -f- b Vt -f- c) 8 cj = 0 


and 


a 8 a = Kb 8 b 


From the last, we have 8 a — K 8 b or since a a lb 8 — K , we 

a 

obtain 

8fl = + 8 b . 

A substitution in the first equation of condition then leads 
quickly to the general normal equations. There are, it t will be 
observed, two lines of fit, one being the best and the other the 
worst. 


9. Some Applications. — The applications of the present 
theory are, of course, legion, and all we can hope to do here is to 
indicate briefly how they work out in practice. 

Obviously the first consideration is the a priori determina¬ 
tion of the relative errors in the variates. This, of course, usually 
involves some arbitrary assumption. In the linear two-dimensio¬ 
nal case mathematical curve-fitters generally assume the ratios 
to be zero or infinity and proceed to determine one or the other 
of the regression lines ; exponents of the graphical method, on 
the other hand, have been observed by the author to minimize 
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normal deviates (i). In view of these considerations we should 
not hesitate in the general case to determine our ratios from a 
priori considerations. There are, moreover, some cases in which 
the relative importance of the errors is known fairly well. Sup¬ 
pose, for instance, that we wish to determine a regression between 
wholesale prices of cotton goods and farm prices of cotton. We 
know that over such short intervals of time as given by Table i, y , 
the price of cotton goods, is equal to a weighted sum of X , the 
price of cotton at the farm, Z the average hourly earnings of labor 
used in cotton manufacturing, and E which is composed of fixed 
charges and profits or erratic elements ; thus 

V ^ Uq X -j- d\ Z -f- #2 E 

For the data of Table I the simple correlation between Y and Z 
is -{- .5195 and that between X and Z is + .7764. Both corre¬ 
lations are positive so that we may take 


$ (yhy) , (• 5195) _ 

*(*/<*) (• 7764) 2 - 


Table I. 

Cost and price in the cotton goods industry. 


D A T 15 

Wholesale Prices 

of Cotton Goods 

Semi-Annual 

Av. 

Farm Prices 
of Cotton Goods 
Semi-Annual 
Av. 

Av. Hourly 
Earnings of 
Labor 

Semi-Annual 

Av. 


y 

1 X 

X 

1028 ' J anuar y . 

153.7 

IOO.I 

42.5 

15 1 *° 

IOO.5 

43.2 

ih2o 1 J anuaf y . 

149.7 

140.0 

99-3 

97*7 

42.8 

42 .2 

1 January. 

119.3 

84.2 

90.7 

78.8 , 

4 1 -9 
41.2 

io2i 1 J amiar y . 

74.2 

5*-3 

71 .O 

6l .0 ' 

39.1 

38.0 

1022 ' J anuar y . 

44.5 1 

4 8 -3 

54.7 

53.6 

36.5 

33.3 

! jar?:::::::::::: 

53.3 
64.7 1 

54.2 

87.4 i 

32.9 

43.1 

« 3 *{jsr?:::::::::::: 

81.2 

96.5 

87-3 

86.0 

45-9 

47.0 

::::::::::: 

94- 8 

86.7 

p.i 

84.1 

46.8 

46.1 


(1) The reason for this tendency is, of course, psychological ; the 
eye seeks the shortest distance to the curve of fit and this is the normal. 
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We, therefore, transform X and Y so that 

k — — — ( mean °f jQ 
~ a* 

^ _ Y — (mean of Y) 

and substitute directly in the last formula of section 5. If all ob¬ 
servations are given the same weight, pi — 1, the line of best fit is 

— (£ y, 2 4- . 44 £ Xi y<) x 4- (E Xi y f + .44 E *< 2 ) y = 0 

or more specifically 

— 1 • 3953 x + x . 3384 y = 0 

If one of the correlation coefficients r y , or had been negative, 
the number k would have been positive. Similar considerations 
enable us to determine completely the signs of the direction cosi¬ 
nes in the more general case of fitting a hyperplane. 

Another particularly interesting and common case arises 
when we attempt to fit polynomials, for instance, 

y = a 0 + ai x a 3 x 2 

Suppose that the average 8 x t — — .3 , and the average 8 y ( — + .2 . 
The average 8 (x t s ) will be (— .3)* — + .09, so that the direction 
cosines are given by 

8 Xijm x = 8 y,/w 2 — 8 {x 2 )/nt 3 

nil + w 2 2 -f m 3 2 — 1 

and are determined uniquely, in absolute value and in sign. In 
fact, the method readily generalize to Taylor series or other 
expansions in which the coefficients appear linearly. 

10. The Errors. — There is no difficulty in obtaining the stan¬ 
dard errors of the coefficients or of the functions themselves, the 
classical methods of Pearson and others yielding them readily 
for the particular problem, k = tan a, under consideration. How¬ 
ever, the distributions of the regression coefficients in the sense 
of R. A. Fisher are not so easy to obtain. They remain at this 
stage a challenge to the mathematical statistician. 



HERBERT E. JONES 


Some Geometrical Considerations in the General 
Theory of Fitting Lines and Planes 


In a recent article Roos (i) has described the various methods 
for fitting lines and planes when all variables are subject to error 
and pointed out that these methods are not independent of the 
choice of the coordinate system. He has then unified the gen¬ 
eral theory of series expansions in a single expression, invariant 
to motion and homogeneous strain, which includes all the previous 
solutions of the pioblem as special cases. It is the purpose of 
the present paper to give a geometrical interpretation of Roos' 
general solution and some of the special cases. 

For this we note that Karl Pearson (2) has shown the geo¬ 
metrical relation between what he has called the plane of " best 
fit " and the correlation ellipsoid. This plane is obtained by 
minimizing the sum of the squares of the normal deviates, but 
is not invariant to homogeneous strain and has very little mean¬ 
ing unless the data are put in terms of their standard devia¬ 
tions. In the latter case Pearson's solution becomes that defined 


by Roos (3) when the errors 


a* 

Gx 


8 y A 8 z 
— and — are equal. 

Gy G» 


But Pear¬ 


son does not place this limitation in his equations (4) and his 


(1) C. F. Roos, A General Invariant Criterion of Fit for Lines and 
Planes, where all Variates are subject to Error . “ Metron” Vol. XIII, No. 1, 
pp. 3 - 1 2 3 4 °- 

(2) K. Pearson, On Lines and Planes of Closest Fit to Systems of 
Points in Space, “ Philosophical Magazine ” Vol. 2, 6th Series, 1901, 

PP. 559-572. 

(3) Op. cit., pp. 15-16. 

(4) Although a cursory reading of Pearson’s paper might seem to 
contradict this statement, his illustrative problems show that he does 
not define his data in terms of their standard deviations - see pp. 561 et 
seq„ especially pp. 569-572. 
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plane of " best fit " approaches the ordinary regressions Y on 
X or X on Y as the ratio o y /o x approaches zero or infinity; 
therefore, the title of “ best fit ” is rather ambiguous, especially 
in regard to the graphical applications currently being made. 
However, by extending Pearson’s geometrical analysis to Roos' (i) 
general solution we can readily visualize the various special cases 
and more fully comprehend the difficulties which arise when we 
attempt to determine the “ best fit 

For simplicity we shall take the problem of three variables 
though the formulae may be easily generalized for any number. 
In this case Roos (5) has defined the plane of fit as, 


Si C, 


A 1 Cj 


A\ B x 


u — 


v + 


C 2 


Aj C 2 




Where 

j — X (T, Gy r xy fl* G x " , 

— X Gy ^ [j- Gx Gy rxy , 

C j — X <Tj Gy - [1 G t G x rXX , 

(2) A 2 = (X Gx Gx y X x — V G x Gy r X y , 

B>2 ~ (X Gy Gx >'yx -V Gy 2 , 

C a — (A G, 2 -V Gx Gy r,y I 

the o's and r's have their usual meaning and X, (i., v , are the di¬ 
rection cosines of the lines joining the observed points 
and the associated points ( u { , v ( , w t ) on the plane ; the weight 
function, p, is assumed equal to unity. 

If we substitute the values given in Eq. (2) in Eq. (1), compute 
the determinants and simplify, we have 

( 3 ) («X + Afi + gv)« + (AX-Mp + /v)i>-f (gX-f/fi + cv)t» =0 


(1) Op. cit. p. 17. In equation (2) above the summations of Roos* 
equation (29) have been replaced by the wellknown statistical constants. 
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where 


( 4 ) 


n — 

I 

— *>i 

/ = 



0? ’ 

h — 

I 

— r*„ 

8 = 

V - 


Oy* ' 

C — 

I 

— r* X y 

h — 


o t * ’ 

rv - 


{?xy r x 


Oy G X 

{Yyx r yx Yxx) 

Ox Ox 

(Yxx Ygy Y X yf 

Ox Oy 


Equation (3) is immediately recognized as the equation in 
current coordinates ( u , v, w) of the diametral plane of the quadric 
surface 


(5) ax*-\-by*-\-cz*-\- 2 fyz-\- 2 gxz-\- 2 hxy — constant 

that bisects the system of parallel chords whose direction cosines 
are X , p , v . If we substitute for the values, a , b , c , etc., the more 
common notation involving Rpq, the co-factor of the />** row and 
the <f h column in the deteiminant 


R = 


x r lv r. 


r vz 1 r. 


)',x r.. 


equation (5) becomes 

jy 2 Ai 2 

(6) Ru -_ 3 + R22 — 2 + ^33 —, 4- 

Ux Uy U| 


. r> V Z X Z , X V x 

+ 2 Rm - +2 R 13 ——f 2 R l2 — -- — constant, 

Oy G X Gx Gx Ox Gy 

which is at once recognized as the correlation ellipsoid. 

We may say, therefore, that the plane of fit defined by equa¬ 
tion (1) is a diametral plane of the correlation ellipsoid that bi¬ 
sects chords whose direction cosines are the same as those of the 
lines joining the observed points with associated points on the 
plane. To extend this conception, we may say, in general, that 
the plane of fit is a polar plane of the point at infinity, in the di¬ 
rection X, p, v, with respect to the generalized correlation ellipsoid. 

The plane of fit most commonly used, is the ordinary least 
squares solution based on the assumption that the values of the 
independent variable are exact, all the errors appearing in the 
dependent variable. We can develop this notion quite easily 
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with the above concept. If we assume Z to be the dependent 
variable then we can quickly determine the diametral plane which 
bisects chords parallel to the Z axis by solving Eq. (6) as a quad¬ 
ratic in Z in terms of the other variables and letting the discrim¬ 
inant equal zero. We then have 


( 7 ) 


Z = 


Ris Gx jr Rn y 

Gx R$3 Gy 


which is the equation of the plane found by the ordinary least 
squares solution when Z is the dependent variable. Therefore, 
we may say in general that the planes determined by the ordi¬ 
nary method of least squares are diametral planes of the gene¬ 
ralized correlation ellipsoid bisecting chords parallel to the axis 
of the dependent variable. 

The direction cosines X , p , v , of Eq. (2) for the above simple 
case are, 1, o, o, when X is the dependent variable ; o, 1, o, when 
Y is the dependent variable ; and 0,0,1, when Z is the dependent 
variable and are the limiting values of X , p , v . These three 
planes form an acute trihedral angle whose vertex is at the center 
of the correlation ellipsoid and any plane defined by Eq. (1) will 
lie within this trihedral angle and pass through its vertex, 
approaching one of the boundary planes as a limit as the errors in 
any two of the variables become negligible. 

The most common special case, developed by Adcock and 
generalized by Pearson (1), is the case where the sum of the squares 
of the normal residuals is minimized. As we have seen this plane 
must be a diametral plane of the correlation ellipsoid and also 
be perpendicular to the chords it bisects. But this is the defi¬ 
nition of a principal plane of the correlation ellipsoid (2). On 
the other hand, an ellipsoid has three principal planes and the 
above analysis does not show which one is the plane of “ best fit ”. 
Since we are minimizing distances, we would be led to assume 
that the principal plane perpendicular to the least axis of the 
ellipsoid would be the plane in question. This could be shown 
by an analysis of Es. (1) and (6) and was proved by Pearson (3) 


(1) Op. cit., pp. 559-572. 

(2) See any good text in solid analytic geometry, such as, Snyder 
and Sisam, Analytic Geometry of Space, p. 79. 

(3) Op. cit., pp. 567-569. 
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in a slightly different manner. In passing it might be well to 
bring' out one other point concerning this “ normal ” plane. In 
Pearson’s analysis a serious difficulty arises when the correlation 
ellipsoid degenerates into a prolate spheroid, since in that case 
any plane through the major axis of the ellipsoid satisfies the 
conditions of minimization. But the diametral planes are uniquely 
defined by X, {*, v , which are independent of the correlation 
ellipsoid, and so equation (i) is not subject to this limitation. 



Fig. i. — Scatter Diagram and Correlation Ellipse for Annual Production 
of Wheat and Average Yield Per Acre in the United States, 1814-1930. 

We can best illustrate the above conceptions by a simple 
two dimensional case which is shown in Figure 1. This shows 
a correlation analysis between the annual production of wheat 
in the United States for the years 1894-1930, and the average 
yield per acre. The yield is in units of bushels per acre and to 
make the units comparable for graphical illustration, the pro¬ 
duction was taken in units of 50 millions of bushels. Deviations 
from the mean were used in the computations, the mean annual 
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production being 742.70 millions of bushels, the mean yield being 
14.13 bushels per acre. Other units could have been chosen and 
the effect of the scale factor will be discussed later. 


Letting y — yield and x — production, we have 
a y = 1.3950 , o* = 2.5286 , 
rxy = + 0.5870. 

The ellipse shown in Figure 1 is the correlation ellipse which 
should theoretically enclose 95 % of the points, its equation being, 


( 8 ) 


a , 2 o y 2 


2 *xy_xy 

f 5 x Gy 


x 2 (i-V) 


where x 2 is the frequency function which in this case — 5.9915. 
In the case of two dimensions equation (1) becomes, 

(9) (<J, Gy rxy - k Ox 2 ) y — (Gy 2 - k Ox Gy Yxy) X 

where k — tan a, a being the angle with the x axis made by the 
lines joining the observed points with the associated points on 
the line of fit (1). When a = n/ 2 , k = 00, we have the common 
case where y is the only variable subject to error and equation (9) 
becomes the familiar regression equation of Y on X , 


(10) 


y = r,y 



Substituting our values from above we have, 

(11) y = 0.3238 x 

which is line ^4^4' in Figure 1. When x is the only variable 
subject to error we have a = 0, k —0 and equation (9) becomes 
the familiar regression of X on Y 


(12) 


y = 


I Gy 
. __ ^ 

Tty Ox 


and substituting the above values. 


(13) y = 1.0642 x 

which is shown as line BB' in Figure 1. It follows from the con¬ 
ditions in equations (10) and (12) and from the concept of dia¬ 
meters, that the tangents at points A, A' and B, B' are parallel 


(1) C. F. Roos, op. cit., pp. 12-14. 
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to the Y axis and X axis respectively, forming a circumscribed 
rectangle about the correlation ellipse. An analysis of equa¬ 
tions (8), (io) and (12) shows that the dimensions of this rectangle 
are 2 or, in the x direction and 2 o y in the y direction, the coordi¬ 
nates of the points A and A ' being (<y* x , r*y G y x) a nd (— cr* X > — 
— r *y<*yX) respectively and the coordinates of B and B ' being 
( r *y GxX’ty X) and (~ r *y °*X*— <*y x) respectively (1). 

Therefore, we see that as r *y varies the shape of the ellipse 
changes but always remains inscribed in the rectangle whose 
dimensions are independent of r^. When r xy equals unity the ellipse 
degenerates into a straight line coincident with the diagonal of the 
rectangle ; as r ^ approaches zero, the ellipse broadens out and 
its axes rotate about the center, point A approaching F, and B 
approaching H, and when r xy =0, the axes of the ellipse coincide 
with the coordinate axes and the regression lines A A' and BB *. 

This concept is easily generalized and in the three dimen¬ 
sional case, the correlation ellipsoid is inscribed in a rectangular 
parallelopiped whose dimensions are 2 a x x , 2 a y x , 2 <7* x » the 
coordinates of the six points of tangency being, (±a,x>i 
+ (T y X^,±<T:X Y xz) , (± G x X Y *V > ± X i ± X V y>) 1 (± <** X Y ** i ± 

± GyX r yz , ± a z x). 

The special case obtained by minimizing the sum of the 
squares of the normal deviates was shown by Pearson (2) to be 
the major axis of the correlation ellipse. With the centroid of 
the system taken as the origin of coordinates this line is defined by 


(14) 


— (<j , 1 2 — V) + —(T, 2 ) 2 + 4 

2 Yxy G x Gy 


Substituting the above values in this equation we have, 

(15) y = 0.3934 x which is shown in the 

figure as line NN\ An analysis of equation (14) shows that the 
slope of this line will depend on the relative values of a x and Gy . 


(1) It is interesting to note that in his celebrated paper. Analyse ma- 
tkimatique sur les probabilitis des erreurs de situation d*un point , 11 M6moires 
de lTnstitut de France ” IX, 1846, pp. 255-332, Bravais found the 
equation of the line OB in his analysis of the normal frequency surface 
for two variables but had no idea it would ever become renowned as a 
" regression line ”. 

(2) Op. cit., pp. 565-566. 
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As the ratio <x,/cr y —► oo the line NN' will approach A A’ in the 
limit and as o,/<r y -*■ 0, NN' approaches BB'. If <r, = a y , or 
if the data are in terms of their standard deviations, the rec¬ 
tangle will become a square and NN' will be the diagonal. But 
when <r, > a y , NN' will lie below the diagonal while if a x < a y it 
will be above. To illustrate this let us choose i million bushels 
as the unit of annual production instead of 50 millions. We would 
then have <v = 126.4303 and equation (14) would become 

(16) y = 0.00648 x’. 

X* 

This is not equivalent to replacing x with —in equation (15) for in 
that case we could have. 

x ’ 

( 1 7) y = 0.3935 — = 0.00787 *' . 

On the other hand, if we chose the unit of production to be 500 
millions of bushels we have <7," = 0.25286 and substituting in 
equation (14), 

(18) y — 9.2004 x" 

Again this is not equivalent to substituting 10 x" in equation (15) 
for then we would have 

(19) y = 0.3935 x xo x" = 3.935 

Clearly, then, the title of “ best fit ” is misleading since this “ nor¬ 
mal ” line may have any slope between ^ 4 ^ 4 ' and BB' depending 
upon the scale factor. 

For Roos’ generalized case in two dimensions, defined by 
equation (9), we see that the slope of the line of fit depends upon 
k, the values of k being 00 when all the errors lie in y, and 0 when 
all the errors lie in x . Therefore, when it is assumed that both 
variables are subject to error A A' and BB' become the limiting 
cases, all other lines of fit lying within the angle BOA which also 
shows that the sign of k must be opposite that of r . As Roos 
shows (1), k must be some function of the errors. If the errors 
are assumed equal, k = 1 and according to our above analysis 
the line of fit must be a diameter of the correlation ellipse bisecting 
chords whose slope equals — 1. This line is shown as line EE' in 


(1) Op. cit., p. 12 and 19. 



figure i and bisects chords parallel to CD. Its equation is found 
by substituting our values in equation (9). Letting k — — 1, we 
then have, 

(20) y = 0.4745 

If we were to change the scale factor as was done above letting 
a'x — 126.4303 and substituting in equation (9) we would have 

(21) y — 0.00949 x' 

x' 

which is exactly what would be obtained by substituting — in 
equation (20), i. e., 

X* 

(22) y = 0.4745 — = 0.00949 *' 

Again if we let a x " = 0.25286 and substitute in equation (9) 
we have 

(23) y = 4745 *" 

which is the same as substituting 10 x" in equation (20), for then 
we get 

(24) y = 0.4745 • 10 x" = 4.745 *" 

It must be remembered that if the scale factor is changed k 
must change accordingly. For if we let 8* and 8 y indicate the 
errors in x and y respectively, 

r.\ A __ °y Tf -,1 J o i-i, 


(25) k = 


If one scale is multiplied by a factor (J and the 


primes denote the new values. 


8, = p 8,' and k' = -£• - p ■ 


(26) k' —$k 

A very interesting case arises when we have some reason 
to believe that the error in all the variables are of the same 
relative order. In that case we may make the assumption that 
the errors are proportional to their standard deviations, that is„ 


( 27 ) 
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In this case k will equal a y /o x . Substituting this value of k 
in Eq. (g), remembering that k must have the opposite sign , 
we have, for positive correlation. 


(28) 


a y 

— X , 
Cx 


which is indipendent of r xy . Geometrically this regression line 
is the diagonal of the rectangle circumscribing the correlation 
ellipse. This solution can be looked upon in another manner. 
If the errors were uncorrelated, then y is a function of x alone, 
and if there were no errors in x and y , the true relation would 
be given by 


( 29 ) 


y = 


E(cJ 


* , 


where E(a y ) and.E(<j,) are the mathematical expectations or "true” 
standard deviations of variables. If all the errors are in y we 
have Eq. (10) where <r y > E(p y ) due to the errors, and a x — E(a x ). 
Therefore, we multiply <r y by r ^ to reduce a y and get our estimate 
of E(a y ). The same reasoning applies to Eq. (12) when all errors 
lie in x. But when both variables are subject to error, we may 
make the assumption that the ratio a y ja x is our best estimate of 
E(a y )jE(a x ) and the resulting regression will be as given inEq. (28). 

It is now clear that Roos' general equation is independent 
of the scale factor. It depends on the assumption regarding er¬ 
rors in x and y, and this assumption becomes more and more 
important as the correlation coefficient becomes small. So we 
conclude that the “ goodness of fit ” will depend, in a large mea¬ 
sure, on the accuracy of the assumption concerning the errors 
in the variables. 



V. CASTELLANO 


Sugli indici relativi di variability 
e sulla concentrazione dei caratteri con segno 


Sommario : i) Indici di variability assoluti, ridotti e relativi. Deter- 
minazione della distribuzione massimante quando il carattere prcsenta 
liniiti non ben dctcrminati. Considerazioni che suggeriscono la opportu¬ 
nity dello studio della variability c della concentrazione dei caratteri con 
segno. Scopo del lavoro. — 2) Valori massimi di alcuni indici assoluti di 
variability nclla ipotesi della costanza della quantity complessiva del ca- 
rattcrc, ma di un campo di variability qualunque. — 3) Considerazioni 
nel caso in cui gli estremi del campo di variability sono discordi. — 4) La 
curva di concentrazione dei caratteri con segno. Estensione del concetto 
di concentrazione ai caratteri con segno. — 5) Concentrazione degli scarti 
della distribuzione binomiale. Valore della concentrazione fornito dalla 
curva binomiale. Avvertenze sull'uso delle distribuzioni teoriche illimi- 
tate. — 6) Esempi. 

1. — Ostacoli al confronto della variability di due seriazioni 
mediante gli indici assoluti di variabilita sono : la impossibility 
di paragonare fra loro quantity non omogenee, come lunghezze 
pesi, valori, durate, ecc. ; e la difficolty che oppone al confronto 
il fatto che gli indici assoluti presentano, in generale, campi di 
variabilita di di versa ampiezza. 

Il primo ostacolo si elimina ragguagliando l’indicc di varia¬ 
bility ad una media, entrambi ragguagliando l’indice di varia¬ 
bility al valore massimo che esso pub raggiungere. Si noti che i 
due ostacoli, hanno carattere tutt'affatto diverso. 

Il primo 6 intrinseco alia natura delle seriazioni che si consi- 
derano, si presenta solo quando si vogliono confrontare seriazioni 
di caratteri non omogenei, esisterebbe anche se non sipotessero 
pensare altre seriazioni dei due caratteri e si elimina, normal- 
mente, avendo riguardo esclusivamente alle distribuzioni in esame. 

Il secondo non h connesso alia natura dei due caratteri e si 
presenta solo quando le due distribuzioni da confrontare non si 




considerano ciascuna a sd, ma relativamente agli insiemi di tutte 
le distribuzioni dei due caratteri che si possono astrattamente 
pensare come ugualmente possibili. A differenza del primo, questo 
si presenta anche nel confronto di due distribuzioni di uno stesso 
carattere, quando si pensino appartenenti ad insiemi diversi, come 
nel caso di distribuzioni di reddito tassato, quando i limiti di tas- 
sazione sono diversi. 

L'indice che si ottiene ragguagliando un indice assoluto di 
variability ad una media, generalmente la media aritmetica, pud 
intendersi aneh'esso un indice assoluto di variability del carat¬ 
tere quando questo sia misurato col metro della media prescelta, 
anzi credo che questa sia la sola corretta interpretazione di tali 
indici, che potrebbero denominarsi «indici ridotti» (denominando 
«intensity ridotte» i rapporti delle quantity in esame ad una 
loro media, in generale alia media aritmetica), essendo preferi- 
bile riservare la denominazione di «indici relativi» alle quantity 
omogenee e variabili tra 0 e i che si ottengono ragguagliando gli 
indici assoluti al loro massimo (i). 


(i) II solo criterio possibile discelta tra indici assoluti, ridotti e relativi 
sta nello scopo che ci si propone col confronto della variability. Si adottera, a 
seconda dei casi, l'indice (ad es.: differenza media assoluta, per cento rispetto 
ad una media, per cento rispetto al massimo) che ha il significatoche interessa. 
V. le esemplificazioni che ne d& il Gini in Variability e Mutability , (« Studi 
cconomico-giuridici pubblicati a cura della Faculty di Giurisprudenza della 
R. Universita di Cagliari», Bologna, Cuppini, 1912, ristampata nel volume : 
Memorie di Metodologia Statistica , di imminente pubblicazione), alia quale 
mi pare che non sia nulla da aggiungere. Dovremmo anche menzionare, 
oltre a questi indici, quelli che si ottengono ragguagliando gli indici asso¬ 
luti al campo di variability del carattere, proposti dallo Czuber (Beitrag 
zur Theorie statistischer Reihen, «Versicherungswissenschaftlichen Mittei- 
lungen », Neue Folge, B. 9, H. 2, Wien, 1914). Questi indici sono da consi- 
derarsi indici relativi, in quanto il campo di variability pud considerarsi 
proporzionale, sc n non e troppo piccolo, ai massimi degli indici assoluti 
di variability (scostamenti semplice e quadratico medio dalla media arit¬ 
metica e dalla mediana, differenze semplice e quadratica media, ecc.), cal- 
colati rispetto a tutto l’insieme delle distribuzioni del carattere, nella sola 
ipotesi che questo sia limitato. Per tali massimi, che il Gini aveva giy con- 
sidcrati in Variability e Mutability , V. la memoria di questo stesso autore : 
Sul massimo degli indici di variability assoluta e sulle sue applicazioni agli 
indici di variability relativa e al rapporto di concentrazione, «Metron 
Vol. VIII, n. 3, 1930. Io non considero questi indici nel testo, ma per os- 
servazioni sul loro uso V. la ristampa di Variability e Mutability , nel vo¬ 
lume : Memorie di Metodologia statistica , giy cit. 
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Diciamo distribuzione massimante di un carattere la distri¬ 
buzione di massima disuguaglianza (i). 

II problema che ci si pone d questo : la quantity di carattere 
che si riferisce ad una determinata distribuzione si pud pensare 
ripartita in infinite maniere diverse tra gli elementi della distri¬ 
buzione stessa. Per quale ripartizione la disuguaglianza tra i dati 
diventa massima ? 

II male e che non si ha un metro assoluto per la misura della 
disuguaglianza tra n dati, e si formulano, della disuguaglianza, 
tanti giudizi quanti sono gli indici di variability ai quali si ri- 
corre per la misura (2), e quindi sorge Tinconveniente di dover 
definirc la distribuzione massimante in relazione ai vari indici 
particolari, e non avere, di conseguenza, un riferimento comune 
per tutti gli indici. Ma Tinconveniente e piu teorico che reale, in 
quanto la massa degli indici di variability piu usati (scostamenti 
medi e differenze medie dei vari ordini) assumono il loro mas- 
simo valore per la stessa distribuzione, e quindi inducono ad una 
unica definizione della distribuzione massimante : distribuzione 
di massima disuguaglianza e quella nella quale tutta la quantity del 
carattere e riunita nel numero minimo di elementi (3). 

Non tutti gli indici, pero, concordano inquesta definizione, 
come, ad es., la differenza interquartile e tutti gli indici simili, 
ad esclusione del campo di variazione, che, per tale distribu¬ 
zione, assumono un valore nullo, invece che massimo. Ma per 
quanto riguarda questi indici, il difetto non e davvero della de¬ 
finizione, ma degli indici, che non soddisfano neppure ad una 
condizione, quale quella di assumere il valore zero solo in corri- 
spondenza della distribuzione uniforme, che parrebbe essenziale 
per una misura della variability. 

Il caso della differenza interquartile e degli altri indici di 
posizione e ovvio e non mi sembra che l’uso di essi siadiffuso. 


(1) Cfr. C. Gini : Sul massimo degli indict di variability, assoluta, ecc., 
giy cit. 

(2) L’argomento d stato da me trattato di proposito in : JRecente let - 
teratura sugli indici di variability, «Metron », Vol. XII, n. 3, 1934-xm. 

(3) Non vedo come si potrebbe stabilire per via diversa una defini¬ 
zione, tfttt’altro che intuitiva, come qnesta. Si pensi che, se l’estremo su¬ 
perior dal carattere £ sufficientemente elevato, in tale distribuzione di 
« massima disuguaglianza », n — 1 quantity sono uguali fra loro. 
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n£ che essi si adoperino alia cieca, senza riguardo alia forma delle 
distribuzioni relative; ma l’aver potuto definire la «distribuzione 
massimante » in relazione ad un considerevole complesso di in- 
dici di preciso significato costituisce indubbiamente un vantaggio, 
dal punto di vista della critica degli indici di variability. 

La definizione data di distribuzione massimante riguarda i 
caratteri che ammettono un limite inferiore nullo, ma esistono 
caratteri che, per definizione, non possono presentare valori in¬ 
ferior! ad un dato limite, non nullo, come i patrimoni o i redditi 
soggetti a tassa, il numero dei vani per abitazione, il nurncro degli 
addetti per azienda, ecc., ed altri che non presentano inpratica 
valori inferiori a certi limiti, ma sono tali che, fissati per essi dei 
limiti inferiori effettivamente raggiunti, si pub sempre presen¬ 
tare qualche caso ncl quale il carattere prescnti un valore ancora 
minore, quali, per esempio, la statura e i caratteri antropometrici 
in generale ; i tempi impiegati dai corridori a coprire un deter¬ 
minate percorso in una gara di corsa, i salari, il costo di produ- 
zione, ecc. 

Analogamente, non sempre, anzi ancora menu frequentemente, 
e fissato il limite superiore dei valori che il carattere puo raggiun- 
gerc. Di fronte ad alcuni caratteri limitati per definizione, in ge- 
nere espressi da rapporti di composizione e di derivazione specifica, 
esistono caratteri i quali presentano un massimo naturalc non 
solo praticamente, ma anche teoricamente irraggiungibile, come 
i quozienti di nuzialita e di natalita, che presentano un limite 
superiore aritmetico I ; altri che non presentano nessun massimo 
naturale, ma che si pensano ordinariamente limitati, come la 
statura, il peso, e in genere i caratteri antropometrici, ladurata 
della vita, i salari, i prezzi, e cosl via ; altri, invece, che si consi- 
derano praticamente illimitati, pur non essendo tali, dome i red¬ 
diti e i patrimoni. Osserviamo pero, a questo proposito, che quando 
il limite superiore oltrepassa certamente la quantity comples- 
siva di carattere delle distribuzioni in esame, la sua determina- 
zionc precisa non ha nessun interesse ai fini della determinazione 
della distribuzione massimante. 

Notiamo che, nella generality dei casi, si tratta di una 
indeterminazione dei limiti reale, anzichb di una imperfetta no¬ 
stra conoscenza di limiti reali precisi. Tale indeterminazione co¬ 
stituisce un ostacolo alia determinazione dell’indice di variability 
relativo. 
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Questo ostacolo si pud superare : a) supponendo nullo il li- 
mite inferiore indeterminato e infinito il limite superiore inde¬ 
terminate), e, in questo caso, i risultati ai quali si perviene deb- 
bono essere esplicitamente vincolati a questa ipotesi; b) defi- 
nendo opportunamente il carattere in esame in maniera piu restrit- 
tiva, cioe sostituendo al dato carattere un altro, variabile tra 
estremi sicuramente determinati ; c) imponendo al carattere i 
limiti che suggerisce la curva analitica che ne rappresenta la di- 
stribuzione teorica. 

Questi metodi vanno naturalmente studiati caso per caso, con 
molta oculatezza. Il metodo c) non da, in pratica, maggior ga- 
ranzia di risultati, se non e applicato solo quando esista o si possa 
ammettere una distribuzione teorica di forma ben determinata 
e rigorosamente determinata agli estremi. 

Ouando si abbia riguardo a distribuzioni teoriche illimitate 
sia a sinistra che a destra, come la curva di Gauss, si presenta 
particolarmente importante, ai fini della determinazione degli in- 
dici di variability relativi, la considerazione dei caratteri con 
segno. Infatti e possibile, mediante translazione, renderc tuttc 
dello stesso segno le quantity di una distribuzione che abbia al- 
meno un limite finito (e la translazione non altera i valori d<?gli 
indici assoluti di variability) ; ma non e possibile fare altrettanto 
quando entrambi i limiti sieno infiniti. 

A parte questa considerazione, lo studio diretto della varia¬ 
bility dei caratteri con segno ha un interesse a se, trascurato, pro- 
babilmente, finora, per mancanza di mezzi idonei alio scopo. Ad 
esempio, il profitto e una variabile che puo assumere certamente 
valori negativi e positivi ; qual’e la concentrazione dei profitti 
nolle varie categorie di industrie ? Non mi consta che alcuno ab¬ 
bia cercato di rispondere finora a questa domanda (i). 


(i) Il Saibante (I profitti delle Societd per azioni e la conoentrazione dei 
capitali industriali, « Metron », Vol. IV, n. i, 1026) ha toccato indirettamente 
la questione, riprendendo, con pift adeguati mezzi, il problema della rela- 
zione tra ammontare del profitto e ammontare del capitale, gia intrapreso 
dal Dolia (I profitti delle Societd per azioni italiane dal 1882 al 1903 in 
rapporto al problema delle classi medie, « Studi economico-giuridici della 
P. University di Cagliari », Anno III, parte III, 1911). Egli ha misurato la 
concordanza tra i due fenomeni mediante l'indicc di cograduazione e il 
coefficiente della retta interpolatrice dei vari valori dei profitti, relativi a 
classi crescenti di capitali. Se la relazione tra profitto e capitale fosse pre- 
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Scopo del presente lavoro e la estensione delle formule che 
danno il valore massimo degli indici assoluti di variability piii co- 
muni e del concetto di «concentrazione » ai caratteri con segno; 
di mostrare gli inconvenienti che, airapplicazione del metodo c) 
importa Tadozione di curve tcorichc illimitate e di indicare come 
convenga eliminare tali inconvenienti nel caso della curva di 
Gauss. 

2. — II Gini ha determinate, nel 1930, nel caso di seriazioni 
discrete, i valori massimi che possono assumere alcuni indici di 
variability assoluti (scostamenti semplice e quadratico medio 
dalla media aritmetica e dalla mediana, differenza semplice me¬ 
dia con e senza ripetizione) nella ipotesi di caratteri (positivi) 
limitati solo superiormentc (1). Egli ha determinato pure, nel 
1931, Tespressione del massimo della differenza media anche 
quando il carattere ammette un valore minimo diverse da zero (2). 

Per gli altri indici si determinano facilmente con analogo 
procedimento le formule relative al caso di un carattere avente 
limite inferiore > 0, ma non £ neppure necessario ricorrere a tale 
via in quanto esse si ottengono immediatamente dalla formula 
determinata dal Gini nella ipotesi di un carattere limitato solo 
superiormente (con limite inferiore nullo) quando si abbia pre¬ 
sente : 1) che la distribuzione massimante (distribuzione che for- 
nisce i massimi valori degli indici di variability assoluta, fermo 
restando il numero degli elementi e Tammontare totale del ca¬ 
rattere della distribuzione data) e la stessa per tutti gli indici; 
2) che per la differenza media la distribuzione massimante £ quella 
che compete, nella ipotesi di limite inferiore nullo, alia distribu¬ 
zione che si ottiene dalla data togliendo a ciascun elementouna 
quantity di carattere pari al limite inferiore del carattere (che ha 
quindi la stessa curva di frequenza della data, ma translata verso 
sinistra, di una quantity uguale al limite inferiore del carattere). 


cisamente lineare, la concentrazioue dei primi sarebbe precisamente uguale a 
quella dei secondi, ove si fosse supposto il profitto un carattere non negativo, 
come il capitale. Poich£ tutti i profitti considerati erano in effetto positivi, 
il risultato sarebbe stato corretto, se esplicitamente riferito alle Society in 
attivo. Ma la relazione lineare, d, invece, solo largamente approssimativa. 

(1) C. Gini : Sul massimo degli indici di variabilitd assoluta> ecc. giycit. 

(2) C. Gini : Intorno alle curve di concentrazione , XX a Sessione dell’Isti- 
tuto Internazionale di Statistica, Madrid, 1931 e «Metron Vol. IX, 
n* 3 - 4 . * 932 . 
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Risulta quindi che tali formule si ricavano da quelle del Gini, 
sostituendo, al posto delle quantita che compaiono in esse, la 
differcnza tra dette quantity e il limite inferiore. Considerando 
distribuzioni discrete, il Gini ha dovuto distinguere, per il limite 
inferiore nullo, il caso in cui la quantita totale del carattere 6 un 
multiplo intero del limite superiore, dal caso che non d tale. Nelle 
distribuzioni continue, che noi qui consideriamo, non 6 lungo a 
prendere in esame il secondo caso, in quanto non si considera in 
esso il numero degli elementi ai quali la distribuzione massimante 
assegna la quantita di carattere massimo possibile, bensi la fra- 
zione che questi costituiscono sul totale degli elementi della di¬ 
stribuzione. 

Indicato con n il numero degli elementi della distribuzione, 
con A la media aritmetica, con M la mediana, con lei rispetti- 
vamente i limiti inferiore e superiore del carattere, i valori mas- 
simi dei suddetti indici di variability assoluta sono espressi dalle 
seguenti formule : 

2 (A—l) (L—A ) , r 1C T ~7 

Max r - -- Max 1 SM = s se L x 2 A 

L ~ l f L-A ^ 

,_i sJW^iVU^i) 

Max^ = \J{A —/) (L—. 4 ) Ma x*S M -l $eL/ 2 A 

i {L —/) (!) 

n —i L —l L—l 


£ appena utile ricordare che queste formule valgono nel 
caso in cui si attribuisca lo stesso peso a tutti i termini della se- 
riazione e per L<.n A — (n — i) /. Il caso Z. > nA — (n — i) l equi- 
vale al caso di un carattere non limitato nel quale la quantita di 
carattere eccedente quella minima compatibile col limite infe¬ 
riore l dei valori del carattere puo concentrarsi in un solo elemento, 
e quindi le espressioni dei massimi considerati assumono il valore 


delle (i) per L = n A — (n — i) /. £ facile vedere che 


A —l 

j— l rappre- 


senta, nel nostro caso, la frazione degli elementi della data di¬ 
stribuzione ai quali tutti la distribuzione massimante attribuisce 
la massima quantita di carattere L. 
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Poichd nessuna ipotesi sul segno di / 6 stato necessario intro- 
durre per la deduzione delle (i), esse sono valide anche per Z<0 ; 
esse sono valide anche comunque si translati la curva di frequenza 
della distribuzione data, solidalmente al campo di variability del 
carattere, poich& la distribuzione massimante della data subisce 
la medesima translazione : quindi Ie (i) valgono anche per le di- 
stribuzioni di caratteri negativi, o positivi e negativi insieme. 

£ noto che gli indici di variability assoluti sono invarianti 
per translazione delle curve di frequenza delle distribuzioni cui 
si riferiscono, perche dipendono solo dalla forma delle rispettive 
curve di frequenza e non dalla intensity del carattere. Simil- 
mente, gli indici di variabilitd rclativi , dcdotti dal rapporto degli 
indici assoluti di variabilitd al proprio massimo , sono invarianti per 
translazione della curva di frequenza delle distribuzioni cui si ri¬ 
feriscono. solidali col campo di variabilitd del carattere : cssi dipen¬ 
dono dalla forma della curva di frequenza e dalla distanza di questa 
dal polo (i), non dalla intensita del carattere. 

3. — Abbiamo illustrato, al numero precedente, i limiti di 
applicazione delle (1) quando si abbia riguardo ai soli caratteri 
positivi. Se si considerano i caratteri con segno, occorre aggiun- 
gere alia condizione ivi posta (L<LnA — (n — 1) l) solo quella di l 
finito. Quest’ultima condizione e ovvia, in quanto la transla¬ 
zione con la quale e stata ottenuta la precedente estensione, non 
pud essere che finita. 

Osserviamo anche che, poiche le frazioni del complesso degli de¬ 
menti della distribuzione data, che, nella distribuzione massimante* 
presentano le intensity del carattere minima e massima (che sono 
jr ^ A—l 

rispettivamente -j—j e ^— j ), dipendono esclusivamente da / el 

(A restando costante), la distribuzione massimante non conserva, 
di regola, anche Tammontare complessivo delle quantity negative 
e positive, quando l e L sono di segno discorde. Anzi, in questo 
caso, la distribuzione massimante consta sia di quantity positive 


(1) Uso la denominazione di « polo » nel significato di limite inferiore 
del carattere, da me definito in Suite relazioni fra curve di frequenza e curve 
di concentrazione, e sui rapporti di concentrazione corrispondenti a determi¬ 
nate distribuzioni. («Metron», Vol. X, 11. 4, 1933), anzich& in quello di 
«origine delle coordinate che non ba, nella teoria della concentrazione 
dei caratteri, nessun interesse. 



che di quantita negative, anche se la distribuzione data consta 
di solo quantity positive o negative. 

Dal confronto delle quantita di carattere di un dato segno 
spettanti alia distribuzione data e a quella massimante, risulta 
facilmente che a quest'ultima distribuzione competono quantity 
di carattere maggiori, in valore assoluto, che non all'altra (i). 

Se si impone la condizione della costanza delle quantita di 
carattere negativa c positiva della distribuzione data, si ottiene 
una distribuzione massimante meno disuguale, dal punto di vista 
degli indici da noi considerati, della precedente, e che necessa- 
riamente non gode, come quella, della propriety di essere inva- 
riante per translazione solidale della curva di frequenza della 
distribuzione che si considera, e del campo di variability del 
carattere. Cio significa che gli indici di variability relativi corri- 
spondenti dipendono, in questo caso, anche dalla intensity del- 
carattere. 

La determinazione di tali massimi e stata fatta recentemente, 
per caratteri non limitati, dal prof. M. de Vergottini (2). 

4. - In un precedente lavoro (3) ho gia mostrato come si 

deformi la curva di concentrazione per una translazione della 
corrispondente curva di frequenza. Ma, partendo allora da una 
distribuzione di polo zero e di distanza polare nulla, considerai 
translazioni verso destra, la mia attcnzione essendo allora limi- 
tata ai soli caratteri positivi. Vediamo ora quale forma assuma 
la curva di concentrazione quando alcuni, o tutti gli elementi di 
una distribuzione assumano valori negativi. 

Costruiamo la curva di concentrazione C fo relativa alia di¬ 
stribuzione y=f (x ), definita nel campo 0 portando sulle 


L —A 


(1) Infatti, dalla disuguaglianza ^ n i ^1 • i due membri della 

quale rapprescntano, ordinatainente. la qnant’ta di carattere negativa 
spettantc alia distribuzione massimante e a quella data, si ricava facil¬ 


mente l’altra : 1 zfz — ^ 4- , 

o n L A l 


nella quale il primo mcmbro £ ovvia- 


o 

mente maggiore del secondo. Sicche il segno ^ della disuguaglianza di 
partenza equivale a 

(2) M. de Vergottini : Relazioni tra gli indici di vartabilitd dei 
fenomeni collettivi composti e quelli dei fenomeni collettivi elementari , Tipo- 
grafia Failli, Roma, 1936-xiv. 

(3) Cfr. V. Castellano : Sulle relazioni fra curve di frequenza , ecc., 
gi 4 cit. 



ordinate, in corrispondenza a ogni vaiore di l’ammon- 

tare del carattere posseduto complessivamente dalla frazione p 
degii elementi meno forniti del carattere. Fissato un vaiore di 
p = p la corrispondente ordinata q della curva di concentrazione 
relativa alia distribuzione y = / (x + e) (che si ottiene translando 

di una quantita z verso sinistra 
la / ( x), si ottiene, sottraendo 
alia ordinata della C/ 0 la quan¬ 
tita z np, in quanto la stessa 
frazione p degii elementi della / 
possiede, nella /* una quantita di 
carattere zn~p meno che nella fo> 
e quindi q(p) = q(p) — n z p : n z p 
e anche la differenza tra le or¬ 
dinate dei punti delle rette di 
equidistribuzione della f 0 e della 
f e , a vent i la stessa ascissa p. Se 
immaginiamo l’area di concen¬ 
trazione della /o realizzata me- 
diante un gran numero di cilindri 
sottilissimi paralleli aH’asse delle 
y e scorrevoli lungo i propri assi, 
vincolati ciascuno alFestremo su- 
periore ad un anello scorrevole 
sulla retta di equidistribuzione e 
i cui estremi inferiori descrivano 
la Cf 9> la Cf e risulta descritta 
dagli stessi estremi, quando si 
faccia ruotare la retta di equidi¬ 
stribuzione della fo> fino a rag- 
giungerc la posizione della retta 
di equidistribuzione della /,. 
Finchd s < c, talche lo zero risulta interno al campo di de- 
finizione —e 1-1 c — e della / (x -f- s), la C ft si com pone di due 
rami, il i° decrescente, dal punto (o,o) al punto (p (s), q (e)) ; 
il 2° crescente, da questo al punto (i, m — ne), essendo m la quan¬ 
tity di carattere relativa alia distribuzione f 0 . B ramo crescente 
taglia l'asse delle p finch£ s < A ; per e — A, A essendo la media 
aritmetica della f 0 (talche la media aritmetica . 4 , della f, risulta 
nulla), esso incontra detto asse nel punto estremo (i,o) ; per e > A, 




talchd A, <0, la C t , si svolge tutta al di sotto dell’asse q — 0 ; 
per e2>c essa si riduce al solo i° ramo. 

Come la C ft> , la Cf, volge la sua concavita verso 1 ’alto. Nel 
punto p (A,) = p (A) la sua tangente 6 parallela alia retta di equi- 
distribuzione. Se la / 6 simmetrica, la C f , 6 simmetrica rispetto 

alia retta p — ^ : se e A, — 0 la simmetria 6 normale, se A, p. 0 , 

la simmetria 6 obliqua. 

La trasformazione che porta la C/ 0 in C/« porta ‘anche le 
tangenti della prima in quelle della seconda. Poiche essa fa scor- 
rere su se stessa le rette p —cost., il vertice del triangolo for- 
mato dalle tangenti esternc alia Cf, colla relativa retta di equi- 

c _^ 

distribuzione, si trova sulla stessa retta p = —-—, sulla quale 

si trova il vertice della distribuzione di massima concentrazione 
relativo alia /„ (supposto / = 0, L — c). 

Dal punto di vista formale, la curva di concentrazione resta 
definita dalle normali equazioni, 

P = £ f ( z ) dz, q = ~ j' zf (z) dz (2) 

per m f~. 0 . Nel caso di m — 0, si potra dividere l’integrale a se- 
condo membro della seconda equazione per 

tn' — zf ( z) dz — ^ \z\ f (z) dz . 

in maniera da tenere costante ( — i) 1’ordinata minima della 
curva; ma cio non 6 strettamente necessario. 

Anche 1 ’area di concentrazione resta espressa dalla formula 



Ragguagliando il valore di S, relativo alia distribuzione in 
esame, a quello relativo alia corrispondente distribuzione mas- 
simante, si ha il valore di 0 < R < i (i). 

(i) Al Wold (A study on the mean difference , concentration curves and 
concentration ratio , « Metron », Vol. XII, n. 2, 1935) clie P ure conside¬ 
rate il caso di variabili che possono assumere anche valori negativi, d sfug- 
gita la possibilita di estendere la validity delle (2) anche ai valori di z < 0 
mantenendo R nei limiti 0 e 1. Gli £ che l’A. ha considerato l*estensione 



4 * 


Dal punto di vista concettuale la estensione ai caratteri con 
segno non presenta difficolta. Infatti, continuiamo a dire col 
Gini (2) che il carattere e tanto phi concentrato, quanto mag- 
giori sono le disuguaglianze p^> q, essendo fi e q definiti dalle (1) ; 
che tanto piu forti in valore assoluto sono le disuguaglianze p^> q 
quanto maggiore d la differenza p — q, tanto piii forte in valore 
relativo quanto maggiore 6 il rapporto 

d P — 9 P — Q< 

- T-i °pp ,iro (1 - P ) l- n ■ 

3 ^ ~T~ 

a seconda che k p ^ - j. R (p) rapprcsenta il coefficiente per 

cui bisogna moltiplicare la massima differenza possibile tra p e q, 
compatibile con i limiti l e L c la costanza di A, per ottenere la 
differenza effettiva p — q. R (p) varia tra 0 (caso di equidistribu- 
zione e 1 (caso di massima concentrazione). 

Come misura della concentrazione, si assuma una media 

4 _ l 

ponderata degli R (p), assumendo come pesi lc quantita -— j— p 

e (1 — p) ~-—r~ , a seconda che p*r ~—^ . 

A JL — / 


Osservato che 


(p — q)dp = 


Ak 
4 A ’ 



lt L ' 

j P d P + 



(A -l) (L-A) 

2 A ( L—l) ' 


risulta : 

» (L-l) A 

R 2 (L — A) (A —/) ’ 

che d la formula alia quale si perviene per R mediante le (i). 


solo da un punto di vista astratto, ed e partito dalla definizione di R = 2 S, 
che non deve considcrarsi valida quando il limite inferiore dei valori del 
carattere d diverso da zero. Gik il Gini (Sul massimo degli indici di varia - 
bilitd, ecc., gi& cit.), perd, aveva introdotto nella espressione del rapporta 
di concentrazione un coefficiente di correzione nel caso di / > o. 

(1) Cfr. C. Gini : Sulla misura della concentrazione e della variability 
dei caratteri , « Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti 
Anno I 9 I 3 * I 4 * Tomo LXXII 1 , P. seconda, pagg. 4-5 dell’estratto. 
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Non e forse superfluo osservare che la definizione non cade 
in difetto per m — o, solo che si sostituisca alia seconda equa- 
zione ddle (2), la 

q = ~,f t *f (?) dz oppure 9 —zj (z) dz. 


Gli R p si ottengono ugualmente uguagliando lcdifferenze p — q 
ai loro massimi, c R come media ponderata degli Rp . 

5. — Consideriamo, a mo’ d’esempio, la distribuzione binomiale 


nel caso p = q. 


Nello schema di Bernoulli, 



q™j 


1 


e la frequenza teorica di uno scarto l tra il numero delle palline 
bianche estratte in n successive estrazioni da un’urna contenente 
palline bianche e nere nella proporzione p/q, quando si consideri 
un numero sufficientemente grande di serie di estrazioni. 

La curva di concentrazione consta dei segmenti che congiun- 
gono ordinatamente i punti : (o,o), (q n , — n p q n ), (q n + n p ^ n_1 , 
— n p q n — [n p — i] n p ^ n “ 1 ), ecc. (Nella Fig. 2 essa e disegnata 


nella ipotesi p — q 


1 

= - e 

2 


n — 10). 


Per 


P 



e noto che 


A R 


(2 11 — 1) ! 
2 2 ”- 1 [(n —1) !] 2 



(1) 


quando ft & sufficientemente grande. Ma gia per n = 8 l’errore che 
si commette sostituendo alia prima la seconda espressione e <^2 %. 


( i) La formula fu data, in Variabilitd e Mutabilitd, dal Gini che la 
determino empiricamente. Essa fu dimostrata quindi dal Cantelli (Sulla 
differenza media con ripetizione, « Giornale degli Economisti e Rivista di 


Statistica », febbraio, 1913). II valore e stato ricavato anche dal Gini, 

trasformando la espressione esatta con la formula di Stirling, supposto 
n grandissimo ed e quella che compete alia curva normale. Infatti per la 
curva normale si ha : 




/ X A* 


(x — z) e —* 2 dzdx 


-il 


c quindi 




A 


2 a 


Vtu 



Da questa, per p = q ~ 


1 

2 ’ 


si ha A = |/~ 



44 


Poiche in questo caso A =0,1 = -, L = -, & Max Ar 2 > 


• J . o (2 n) ! 
e quindi R = —=i - 


2 yjnx 



( 3 ) 

Tenuto conto delle unita di 
misura adottate l’area di con- 
centrazione S risulta : 

^ _ A* __ i | jn 
4 4 I ^ 

La ordinata minima della 
curva, che e uguale alia meta 
dello scostamento semplice me¬ 
dio relativo quando si assuma 
come unita di misura Taltezza 
del triangolo di massima con- 
centrazione, risulta 


min h 


:il/i 

2 f 2 Jl 


Se facciamo tendere n al- 
Tinfinito, il diagramma bino- 
miale si approssima indefiniti- 
vamente alia curva binomiale. 
La (3) fornisce per n = bo, R= 0. 
E appare utile osservare che si 
sarebbe pervenuti alio stesso ri- 
sultato anche considerando gli 
scarti relativo e ridotto. L'a- 
rea di concentrazione relativa 
alia distribuzione degli scarti as- 
soluti cresce proporzionalmente 
a \fn , mentre il corrispondente 
triangolo di massima concentra- 
Pig- 2 zione cresce proporzionalmente 

a n : I'area di concentrazione 
relativa alia distribuzione degli scarti ridotti e costante, mentre 
il corrispondente massimo cresce come ^n : l'area di concentra¬ 
zione relativa alia distribuzione degli scarti relativi decresce 

come -7= , mentre il corrispondente massimo resta costante. 
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Ma la curva binomiale non ha interesse come legge limite 
della distribuzione binomiale, bensi come legge approssimata di 
questa, per n finito. Sarebbe errato, in questo caso, affermare 
che la concentrazione e nulla perche la sua area di concentra- 
zione £ finita, mentre il corrispondente massimo e apparente- 
mente infinito, essendo la curva illimitata sia a sinistra che a 
destra. L’area del triangolo di massima concentrazione, data 
dalla curva approssimata, e infinita, mentre quella del triangolo 
relativo alia distribuzione esatta, e finita. La sostituzione non e 
quindi lccita, in questo caso, come e lccita invece la sostituzione 
della spezzata di concentrazione relativa al diagramma bino¬ 
miale con la curva di concentrazione fornita della curva bino¬ 
miale, perche questa costituisce, per n non troppo piccolo, una 
buona approssimazione di quella. 

In tale caso quindi come valore del rapporto di concentra¬ 
zione deve assumersi quello dato dalla (3), e non quello dato 
dalla curva binomiale. 

La curva binomiale si definisce anche indipendentemente 
dalla distribuzione binomiale, come legge normale della proba¬ 
bility. La variabile casuale, definita dalla legge normale, ha effet- 
tivamente concentrazione nulla e, in generale, variability rela¬ 
tiva nulla. 

Questo risultato non osta al fatto che la distribuzione defi¬ 
nita dalla legge normale non e la distribuzione uniforme, perche 
essa e una distribuzione teorioa, che verte su un numero infinito 
di casi e su quantity illimitate di carattere, e non e strano che 
propriety valide incondizionatamente al finito, non sieno valide 
quando si allarghi indefinitamente il campo nel quale si con- 
siderano. 

Appunto perche suppone un carattere illimitato nei due 
sensi e un numero infinito di osservazioni, la curva binomiale, 
nella sua accezione di «legge normale di probability» come in 
quella di «legge degli errori accidental! », al pari di ogni altra 
curva di distribuzione asintotica che pretenda il nome di legge, 
dovrebbe essere riguardata con alquanto sospetto dagli stati- 
stici, o almeno adoperata con estrema prudenza. 

Le distribuzioni statistiche constano di quantita finite in 
numero limitato. £ possibile verificare l’adattamento ai dati di 
una parte solamente, ben limitata, della distribuzione teorica. 
Nessun adattamento, per quanto buono, autorizza ad ammet- 
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tere che per un numero infinito di osservazioni la legge di distri- 
buzione del fenomeno sarebbe asintotica, quand’anche una legge 
asintotica non fosse, a priori, del tutto assurda. D’ordinario que- 
sta estrapolazione e assolutamente illecita, e pud portare a risul- 
tati aberranti, non solo nel campo teorico, ma anche in quello 
pratico, come nel caso della determinazione degli indici di varia¬ 
bility relativi. 

Credo quindi che sia conveniente attribuire un campo di 
variability limitato alia curva normale, in tutte le sue accezioni. 
Se essa si adopera come legge teorica di distribuzione di una serie 
di frequenze (ad es. rapporto di mascolinita delle nascite), e cia- 
scuna frequenza 6 determinata da un numero n di prove, allora 
i limiti del carattere sono — p e + q (i) e R d dato dalla (3) ; 
ma se la curva di Gauss si adopera come legge di distribuzione 
di un carattere cui non si possa dare il significato di una fre¬ 
quenza e che non ha dei limiti ben certi, determinabili a priori, 
come ad es. la statura, allora occorrera esaminare la questione 
caso pex caso. Per analogia col caso precedente, si potrebbe pen- 
sare di assumere ancora la (3) come espressione di R y determi- 
nando Yn che compare nella (3) uguagliando lo scarto teorico 

— che si otterrebbe, per p ~q — se si trattasse di una curva 
2 2 


di frequenza assoluta, alio scarto empirico o 



(*< — A f 

S 


ma occorre controllare che per il carattere in questione i limiti 
che ne derivano, / = — 2<j 1 2 , L = 2 a 2 , non risultino assurdi. 

Per la curva degli errori accidentali credo convenga senza 
altro assumere la (3) come valore teorico di R f invece di zero. 

6). — a) Consideriamo anzitutto una distribuzione teorica- 
mente del tipo binomiale. 

Ecco i risultati di 37 serie di 100 estrazioni da un'urna conte- 
nente un congruo numero di palle bianche e palle nere, fatte 
eseguire dallo Czuber ai suoi allievi (2) : 


(1) Naturalmente si assumed per p la frequenza media del carattere 
che si desume dalle s n osservazioni, se s £ il numero delle frequenze con¬ 
siderate. 

(2) G. Castelnuovo : Calcolo delle probabilitd , Zanichelli, Bologna, 
1933 , vol. I, pagg. 118-9. 



valore dello scarto 

— 8 —7 —6 —5 —4 —3 —2 —i —o i 2 3468 
numero delle serie (4) 

1 1 2 2 2 4 x 4 4241252 

I valori teorici di a e di A r sono rispettivamentc : 



mentre i corrispondenti valori empirici sono : 

a — 4,28 A 'r — 5,01. 

I limiti cffettivi degli scarti dal valore medio sono — l = L 
— 50. Se non conoscessimo il numero delle prove di ciascuna 

serie, calcoleremmo, in base al valore di a : — = 2 <r' 2 m 36,64 


ft x 

e, in base al valore A 'r : - = - w A'* 

2 2 * 
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II valore teorico di R (che si verificherebbe in un numero 
infinito di serie) e 

R = —- = 0,113 ; 

5 

mentre il valore effettivo e : 


R'= 


2 A'/e 
100 


0 , 100 . 


Se non conoscessimo il numero n delle prove di ciascuna serie, 

daremmo per R e R’ la stessa valutazione R = —— 0,132 in 

a’sJ-K 

2 

base al valore di£a' e R = — rr - = 0,127 in base al valore di A'. 

71 A R 

Questi valori sono entrambi superiori al valore teorico di R t in 
accordo colla teoria (v. es. c), essendo c' e A' entrambi risultati 
minori dei corrispondenti a e A. 

Come si vede risulta per R e R* un valore molto piccolo, 
ma non nullo ; la sola considerazione della (4) non avrebbe per- 
messo la determinazione di R , data la grande difficolt 4 della 
valutazione dei limiti / e L. 



b) Consideriamo la seguente distribuzione delle somme 
assicurate nella forma mista, per classi quinquennali di et£ degli 
assicurati, distribuzione interpolata dall’Elderton colla curva 
normale (i). 

Anno centrale di cia- 

scuna dasse di et£t 17 22 27 32 37 42 47 52 57 62 67 

Somme assicurate (in 

migliaia di sterline) 18 484 124 213 281 295 185 104 40 15 3 

Lo scarto quadratico medio della distribuzione e a = 8,87. 
Questo valore di a fornisce, per la differenza media, il valore 
Ar — 9,98 mentre il calcolo diretto fornisce A'r = 9,85. 

Non soddisfacente 6 in questo caso, il valore di n che fornisce 
la curva normale, nella ipotesi di una distribuzione binomiale. 

ft 

Infatti a fornisce : ~ = 2 a 2 = 157 e Ar fornisce parimenti 
fl x 

- = — 7tA *r = 157, valori entrambi che forniscono limiti assurdi 
22 

per la distribuzione del carattere, ai quali corrisponderebbero i 
valori di R =■ 0,064 in base a a e R — 0,063 in base a A'/e. 
Assumendo, in questo caso, l ~ 0, L == 2 A === 78,40 risulta 
Aj? 

i? = —j = 0,251, valore questo che deve ritenersi molto piu 
A 

plausibile del precedente. 

c) Consideriamo la curva degli errori accidentali. 

Supposti gli errori illimitati, questa fornisce, come abbiamo 
detto, R = 0. 

Supponendo la curva limitata, come la curva binomiale, si ha : 

I I '2 

R — —— = h y - , cioe la concentrazione crescc colla precisione 

ayre V 77 

della distribuzione. 

Determiniamo ora la concentrazione dei valori assoluti degli 
errori accidentali. 

Nella ipotesi L = 00, il valore di R per questa distribuzione 
si ottiene dalla formula: - dove A;? ha lo stesso valore 


(1) W. P. Elderton : Frequency curves and correlation , London, 1906. 
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che per l’intera distribuzione, essendo questa simmetrica, e, 
A — ct|/^ . Si ha quindi R =y/2— i (i). 

Se il carattere si considera limitato superiormente, con: 

L — ^, il precedente valore va diviso per — v ~ = i — 2 ^ 2 
2 K L a yJ n 


e quindi R — 


\J2 


2 \J2 

a y^7i 


4 A 
\/n 


(i) Cfr. E. J. Gumbel : Das Konzentrationsmass, «Allgemeines Sta- 
tistisches Archiv B. i8, H. 2, 1928 e V. Castellano : Sidle relazioni, ecc., 
gi& cit. 




PER OTTESTAD 


The exponential frequency function 
and frequency distributions 


Introduction 

The fundamental problem in mathematical statistics is that 
of finding the mathematical function which can be used as an 
approximate expression of the variation of a number of given ob¬ 
servations. This is a problem of finding the best function of equa¬ 
lization. Another problem is that of finding criteria by means of 
which it can be proved whether or not the variation of given ob¬ 
servations can be replaced by a given theoretical function. 

In biological investigations one is very often faced with fre¬ 
quency distributions which are arranged from measurement data, 
measurement of body length or body weight, length or weight of 
a certain organ, or with distributions which are arranged from 
data of the number of organs in the organisms. To find a mathe¬ 
matical expression for such distributions has been an important 
problem for a very long time. Quetelet who introduced the 
exact measurement methods in the Anthropometry, found that 
a great number of such distributions could be repalced by the 
frequency function which was introduced by Gauss. This func¬ 
tion which is now known as the exponential or typical frequency 
function, is given by the formula : 

i 

/(*) = -=* ■«* (i) 

y 2 ir m a 

wherein w s is the second middle moment. 

The investigations of Quetelet pointed out that the exponen¬ 
tial frequency function was a very good interpolation formula, but 
for a long time this function was taken as a natural law. Un- 
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questioning faith dominated over a long period and many investi¬ 
gators could not lay off the restraint which the exponential func¬ 
tion put upon the work. It was very often taken as a fact that 
frequency distributions arranged from measurement data had 
to take the form of this function, and very seldom the actual form 
of the distribution was investigated. 

In my opinion the problem should now be taken up again 
and discussed upon a new basis. In our time there is a tendency 
among scientists to suppose that any mathematical function is 
a priori as valuable as every other function. I clearly see that 
this is a valuable standpoint as far as the functions have only to 
be used for interpolation purposes. But it should not be forgotten 
that in this connection the exponential frequency function has 
some advantages over all other mathematical functions. It is 
proved that the distribution of a quantity which is the sum of 
a number of quantities, tends to take the form of the exponential 
frequency function. Most biological quantities may be taken 
as such a sum or at any rate as due to a great number of elementary 
causes. Whittaker and Robinson (*) say «Thus the deviation 
of the actual chest measure of an individual from the average may 
be regarded as the sum of a very great number of very small 
deviations (positive or negative) due to the separate factors in the 
heredity and environment of the individual ». In my opinion 
this philosophical hypothesis gives an excellent explanation of 
why frequency distributions can be so often replaced by the expo¬ 
nential frequency function. 

More fundamentally than this theoretical argumentation is, 
however, the evidence of experience. Skewness and irregulari¬ 
ties have, in my opinion, been ascribed a too great 'significance. 
Frequency distributions which are arranged from a material of 
measurement data which has not been carefully treated before¬ 
hand, very often show such irregularities. But very often these 
irregularities are only caused by lack in homogenity of the material. 
If, therefore, the material is arranged in groups according to some 
sign, the new distributions are as a rule more regular and very 
often exponential. 

I think that it will be a very fruitful work to investigate 

(*) E. T. Whittaker and G. Robinson. The Calculus of Observations. 
London, 1924. 
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the frequency distribution of measurement data along new lines. 
Experience will certainly show that skewness and irregularities 
with which the biologists are so often faced, depend upon the lack 
in homogenity of the material, and that these irregularities can 
be removed by a grouping of the material. The scientists have 
not been fully aware of the effect which the lack in homogenity 
has upon the distribution form. 

The aim for this paper is not to explain the agreement bet¬ 
ween frequency distributions and the exponential frequency 
function, but to introduce a new method by means of which we 
can investigate whether or not a distribution has exponential 
form. First I shall deal with the exponential function of one 
variable and later with the same function of two variables. 

The exponential frequency function of one variable. 

In the course of time there have been introduced several 
methods for investigating whether a distribution has a form gi¬ 
ven by a certain mathematical function. Here is not the place 
to give a description of all these methods. I shall only deal shortly 
with some methods which have been used for the purpose of in¬ 
vestigating if the distribution is exponential. Thiele (*) has 
proved that the semi-invariants of the exponential frequency func¬ 
tion are equal to zero with the exception of that of the second or¬ 
der (the square of the standard deviation). Steffensen (**) sup¬ 
poses that this can be used as a criterion that the distribution is 
exponential. Steffensen prefer, however, as far as I have seen, 
another method. He calculates the theoretical frequency values 
and compares these with those observed. In most cases the ob¬ 
served frequencies give the number of individuals falling within 
a number of class intervals. If h ( x) is the number of individuals 
falling within the class interval (x a — x b ), we have to compare this 
number with the theoretical number found by the formula : 

X b 

h* (x) = N f f (x) d x 


(*) Thiele. Theory of Observations . London, 1903. 

(♦♦) J. F. Steffensen. Matematisk lagttagelseslcere. Kobenhavn, 


1923. 
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We have to calculate such integrals for all class intervals. Of 
course these integrals can be calculated, but the calculations entail 
much difficult work. Some investigators satisfy themselves by 
inserting in the function the value of the variable laying in the 
middle of the class intervals. The values found in this way are 
in some cases nearly correct, but in most cases they deviate very 
much from the correct values. Later I shall show a more conve¬ 
nient method by means of which the theoretical frequency values 
can be calculated. 

Guldberg (*) who has worked with some discontinuous func¬ 
tions, has treated the problem in a different way. From the diffe¬ 
rence equation of the functions he has succeded in deriving cri¬ 
teria by means of which it is very easy to prove whether a given 
distribution can be replaced by a certain discontinuous function ; 
the binomial, the Poisson, the Pascal and the hypergeometrical 
frequency function. The binomial function 

/W = — 


has the difference equation 


/(* + !) = 


_P_ 

1 — P 


n — x 
x i 


/(*) 


From this equation Guldberg has deduced the function 




/<*+!) 

/<*) 


(*+!) + 


Wi — tn 2 

Mo 


X 


Mi 2 

m 2 


where and m 2 are the first and the second middle moment. 
If an observed distribution satisfies this equation or if 


a (x) = "5" ‘ + {x) 

with all values of the variable is equal to unity and nti > w 8 , 
the distribution can be replaced by the binomial frequency function. 

Guldberg calls this a (*) the approximation coefficient. This 
coefficient does not only give a total description of the agreement or 
disagreement between the distribution and the binomial function. 


(*) Alf Guldberg, On discontinuous frequency functions and stati¬ 
stical series. « Skandinavisk Aktuarietidskrift », Uppsala, 1931. 
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but it also gives a description of the agreement or disagreement 
for all values of the variable. In practice it is not only important 
to see if the observed distribution agrees or disagrees with the 
function, but also to see if there is agreement over the whole range 
of variation. 

If n in the binomial function increases to infinity, the function 
will take the form of the exponential frequency function. Guld- 
berg’s approximation coefficient of the binomial function can, 
therefore, be used when the problem is to find if a distribution 
can be replaced by the exponential function. This method has 
been used by the author in an earlier paper (*). This method 
has that disadvantage that it is based upon the assumption that 
the zero of the variable is known. The approximation coeffi¬ 
cient is given by : 


a (*) == 


m 2 

mi 


+ (*) = 


/( *+*) 

/(*) 


<* + I) 


m . 2 

m-l i 2 


+ 


m x — m 2 
m 2 


X 


If now x is substituted by (x + c), we find: 

. (r | ^ _ / (* + *) (r - r , T x . mi + c + m a 

“ {x + c) - 1W ( x + c + l ) ( mi + cf + {ml+cf {X + C) 

The problem is now to find those values of c which make 
a (x + c) = i. 

We find: 


a (x + c) = 


I fjx ± i) 

(»*i + c) 3 !A /(*) 

/(* + *) 


(* + x) + • W + 


+ J 


/(*) 


m 2 J mi 6 

c m 2 + c (x + w&i -f- c — m z) 


(mi 


y (^) ~ cm 3 + c (x + mi + c — m 2 ) 4- j 


We can now try to find those values of c which will make 
a (z + c) = i. 

We set, therefore, a (x -f c) = i, i. e. 


i 

(mi 


/(« + i) 
/(*) 


c + c (x + Mi + c — m 2 ) + 


i 


(*) Per Ottestad, A mathematical method for the study of growth . 
«Hvalr&dets Skr. Nr. 7. Det norske Videnskaps-Akademi i Oslo*, Oslo, 
1933 . 
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From this we find: 

f^T + x — nh — w, l c ~ c ‘ ? ( x ) = o 

From the difference equation will be found that 

/ (x + i) _ nii 2 — (>»! — m 2 ) x 
/ (*) w 2 '(* + i) 

If this is inserted into the formula of <p ( x ), we find : 


? (*) = 


— (2 mi — i) x + »h 2 — ni x — m 2 

. *~+~i ' 


From this it will be seen that <p (x) is different from o. Some va¬ 
lues of x will of course make <p (x) = o, but this does not matter 
in this connection. We have, therefore, that the only value of c 
which will make a (x + c) = i, is c = o. The approximation 
coefficient of the binomial frequency function is, therefore, a func¬ 
tion of the position of the zero of the variable. In many cases 
the zero of the variable is known and in thoss cases the approxi¬ 
mation coefficient found by Guldberg, can of course be used. 
But very often we will be faced with distributions where the zero 
of the variable is not known. This is for instance the case with 
distributions which are arranged from measurement data. In 
what follows I shall try to introduce an approximation coefficient 
of the exponential function which is independent of the value 
which is taken as the zero of the variable. 

If we substitute (x — k) and (x + k) for x in the formula of 
the exponential frequency function (i), we find : 



( 2 ) 
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This approximation coefficient is independent of the position of 


the zero of the variable. 

If a distribution is given in the form : 

x = X\ X\ l Xi -}~ 2 / Xi -j“ 3 l . %i w l 

h (x) — h (x,) h (x x + l) h (xi + 2 l) h (x t -f- 3 /). h {x 3 + nl) 


where (xi + i l) is the middle point in the class interval, we 
first calculate the values of the three middle moments of lowest 
order (m x , m 3 and m 3 ). If = o (approximately), the distribution 
is nearly symmetrical. Further the values of the approximation 
coefficient are calculated by (2) wherein f (x) has to be substituted 
by h (x). If these values are approximately equal to unity, we 
conclude that the distribution in question can be replaced by the 
exponential frequency function. 

The correctness of this conclusion is not directly obvious. 
We must also prove that no function other than the exponential 
frequency function satisfies the expression of the approximation 
coefficient (*). 

This expression (2) can be written thus : 

Z 2 (x) = f (x — k) • f {x + k) • e "* ( 3 ) 

By taking the logarithms we find 

2 • In. / (x) = In. / (x — k) + In. / (x + k) -f—-— 

We now introduce the function 

<p (x) = In. / (x) 

and we get 

k 2 

2 • 9 (*) ~ ? ( x — k) + 9 (% + k) H——— 

w 3 

x and k are here independent variables. If we now differentiate 
wit respect to k and later with respect to x, we get the two 
following equations: 

_ d<P (X H-| k ) b <p (X — k) 2 k 

b k b k m* 

„ btp (x) (X +| k) by (x — k) 

dx dX dx 

(*) The reader will observe that the following proof only deals with 
functions which can be differentiated two times at least. 
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We take the sum of these equations and, because 
9 (x — k) __ ^ 9 (* — A) 

d k t) X ' 


we 


find: 


d(p (x) ^ i) 9 (:V + £) 2 A 

2 d* 2 <> A W 2 


By differentiating with respect to A, ve get 

0 _ a »?«+.*> + 2 

o r~ m 2 


or 


f) 2 9 (* + A) 
rU 2 


I 

Wo 


We nov introduce z ~ x + k and because 

J) 9 (x + k) d 9 (2) 


ve have 


*) A: 


d 2 9 (2) 


m 2 


If we now integrate this, we find 

<p lz) = — l* — - + - n h + 2 d 

? ' ' 2 tn 2 2 

where c and <2 are integrating constants. Further we find: 


9 (*) (-1 — C 

f (z) = e — a - e 


where 


m,j + 9 d 


a = e 


We now introduce x again and find : 

(x + k — c 

f (x) — a • e 1 m * 

This is the mathematical formula of the exponential frequency 
function. 
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and 


we find 


3 h (x *f k — c m%) + ** 

f {x + k) = /(*)• e 2 *» 


A 3 — 3 A (* + A — c mj) 

f (x — k) — f (x) • e 2 ”3 


*3 

/ (a; — k) - f (x + k) • e — f (x) 


The constants c and d are independent of k, buth they are not 
independent of each other. 

It will be seen from this that the approximation coefficient 
a (x) given by (2) is a sufficient criterion to be used to prove whether 
or not a given distribution can be replaced by the exponential 
frequency function. 


* * * 

Guldberg (l. c.) uses the difference equation as a basis for 
the calculation of the theoretical frequency values. First he cal¬ 
culates the approximate probability of the most probable term. 
The probability of the other values of the variable are then cal¬ 
culated by means of the difference equation. The same method 
can also be used in the case of the exponential function. It is 
more simple, however, to calculate the theoretical frequencies 
in the following way. 

By means of the equation 

■1 k X — w 

f (x — k) — f (x) • e 2 “3 

we can first calculate the proportion between / (x — k) and / (x) 
for all values of x. If we now take / (x) — 1 for a certain value 
of x, we can calculate relative values of / (x). By taking the sum 
of these values and compare this sum with the actual number 
of observations, we find a factor which multiplied with these 
relative values, gives approximately correct values of / (x) for all 
values of x. Theoretically the sum of the relative values should 
be taken over the whole range of exponential variation, *. e . from 
x — — ootox = -f-oo. In practice it is satisfactory to take the 
sum over the range of variation extending from x — nix — 4 
to x = ntx -F 4 ^ tn s . 
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We cannot find by this or by any other method the correct 
values of the theoretical frequencies because we must always use 
the calculated values (not the true values) of the moments. 

In the following I shall consider some examples. Table I 
shows the distribution of Stature (in inches) for Adult Males born 
in England, Ireland, Scotland and Wales. (From the textbook 
of G. Udny Yule : An Introduction to the Theory of Statistics, 
p. 112. London 1912). 

Table i. 


X 

h (x) 

a ( x ) 

V (X) 

k = I 

k = 2 

k = 3 

57-58 

2 




0,8 

58-59 

4 

2,04 



2,4 

59-60 

M 

o,97 

i,55 


8,7 

60-61 

4i 

0,80 

o,74 

1,83 

27,1 

61-62 

83 


i,47 

i, 5 i 

72,7 

62-63 

169 

i,33 

1,76 

1,89 

167,4 

63-64 

394 

0 

00 

Ln 

o,97 

1,26 

33i,5 

64-65 

669 

1,01 

0,85 

0,96 

677.3 

65-66 

990 

o,97 

0,98 

0,83 

991,6 

66-67 

1223 

1,02 

1,01 

1,09 

1248,0 

67-68 

1329 

o,99 

1,09 

0,95 

1350,3 

68-69 

| 1230 

1,09 

0,96 

1,00 

1256,1 

69-70 

1063 

0,82 

0,84 

0,85 

1004,8 

70-71 

646 

1,16 

1,09 

0,98 

691,5 

71-72 

392 

0,99 

1,00 

1,00 

408,4 

72-73 

202 

0,88 

0.93 

1,62 

207,5 

73-74 

79 

1,20 

1,84 

2,02 

90,7 

74-75 

32 

i,44 

1,80 

2,98 

34.1 

' 75-76 

16 

o,73 

1,13 


n,o 

76-77 

5 

i,49 



3>* 

77-78 

2 




0,7 


The moments of this distribution are equal to (uncorrected) : 
nix — 67,5209 , m % = 6,6168 and m z = — 0,2088 
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As the third moment takes a very low value, the distribution is 
nearly symmetrical. The values of the approximation coeffi¬ 
cient a ( x) are calculated in the case of k = i , k = 2 and k = 3 
(see Table 1). It will be seen that these values are very nearly 
equal to unity, and we can conclude that the distribution can be 
replaced by the exponential frequency function. For the lowest 
and the highest values of x , the values of a (x) are rather high, 
especially in the case of k — 3 . Some investigations which I 
should like to come back to at a later occasion, seem to show 
that the standard deviation of a {x) increases with increasing k . 
The most important values of a ( x) are, therefore, those which 
are calculated with the lowest possible value of k, in this case 
with k = 1 . 

By means of the method described above, I have also calcu¬ 
lated the theoretical frequency values. These are given in Table 1 
under the head h' (x). It will be seen from these also that there is 
a very close agreement between the distribution and the exponen¬ 
tial function. 

In « Matematisk Iagttagelseslaere» (p. 126 Kobenhavn 1923) 
of J. F. Steffensen we find another distribution. This is here 
given in Table 2. x stands for the breadth (in millimetres) of the 
head of men, h (x) for the number of men. 


Table 2. 


X 

h (X) 

a (*) 

h '( x ) 

120-124 

1 



I25-129 

0 



130-134 

0 



I 35“ I 39 

2 


3 

140-144 

31 

0,77 

33 

I45-M9 

173 

I>25 

195 

150-154 

567 

0,81 ' 

535 

I55~i59 

701 

0,96 

688 

160-164 

390 

1 .17 

414 

165-169 

119 

0,65 

117 

170-174 

II 

5,82 

15 

175-179 

3 

2,61 

1 

180-184 

1 

6,41 

0 

185-189 

1 


0 


2000 
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The moments of this distribution are equal to (uncorrected) : 


m 1 = 156,16 , m t — 32,9527 and m a = + 20,4475 

As the third moment is comparatively large, the distribution is 
a little skew. We have calculated the approximation coefficient 
in the case of k = 5 and the values are given i Table 2. It will 
be seen that these values deviate very little from unity for those 
values of x which are represented in high numbers. We must 
conclude from this that the distribution can be replaced by the 
exponential function with good approximation. Steffensen has 
calculated the theoretical frequencies and these are given in our 
table under the head h'(x). These theoretical frequencies are cal¬ 
culated from the formula: 


h’(x) 


2000 _ <*— , "i> a 

■ e a«J 

y 2 n m t 


wherein the uncorrected moments are used. It will be seen that 
the observed and the calculated frequencies agree very well. 

In «Elemente der Exakten Erblichkeitslehre» (Jena 1913) 
of W. Johannsen we find a distribution which has been arranged 
by dr. C. G. Petersen. This distribution is given in Table 3. 
Here x stands for the number of finrays in the caudal fin of plaice 
and h ( x ) stands for the frequencies. 


Table 3. 


X 

h (X) 

«w 

*' w 

47 

5 


I.o 

48 

2 

20,26 

3>8 

49 

13 

o,34 

n,9 

50 

23 

1,78 

« 9>8 

51 

58 

0,82 

60,0 

96,8 

52 

96 

1,05 

53 

134 

0,85 

125,3 

54 

127 

i>*5 

130,1 
108, s 

55 

hi 

o.95 

56 

57 

74 

37 

o,93 

1,08 

72,5 

38*9 

58 

16 

0,72 

16,7 

59 

4 

2,50 

5*8 

60 

2 

i>2 5 

1,6 

61 

1 

0,4 


703 
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The moments of this distribution are: 

»h — 53.67 . m 2 = 4 . 539 2 and m i = — 0,7697 

As the third moment has a very low value, the distribution is 
nearly symmetrical. 

This distribution is discontinuous, and for that reason it 
may be argued that the distribution cannot be replaced by the 
continuous exponential function. In my opinion there is no great 
difference between a distribution like this and the continuous 
distributions. It is merely in the direct appearence we find the 
difference. This, however, is no place for a discussion of this 
question. 

We have calculated the values of the approximation coeffi¬ 
cient in the case of k — 1 (see Table 3). It will be seen that the 
values are approximately equal to unity. For x = 48 we find 
a very high value of the coefficient, but we see that this is only 
due to the relatively high value of h (47) and the low value of h (48). 

By means of the method described above, I have calculated 
the theoretical frequency values. These values are given in 
Table 3 under the head h' ( x ). It will be seen that there is a very 
close agreement between the observations and the exponential 
function. 

In the Introduction I mentioned that skewness and irregu¬ 
larities in the distribution of measurement data are very often 
caused by lack in homogenity of the material. If we have a di¬ 
stribution of measurement data which does not agree with the 
exponential frequency function, it will very often be advantageous 
to arrange the material in groups according to some sign and see 
if the new distributions are exponential. In the following I shall 
deal with an actual example of this kind. 

In Table 4 two distributions are given. The series headed 
(A 4- B + C) shows the distribution of the length in cm of Norwe¬ 
gian large herring of the year-class 1904 caught in 1909. The 

moments of this distribution are (uncorrected) 

« 

m x — 29,07 , wtj = 0,7770 and m t — — 0,2036 

The values of the approximation coefficient «( x ) are calculated 
(with k — 1), and given in Table 4. 

It will be seen that the values of a (x) do not deviate very 
much from unity, but they have a remarkable decreasing tendency. 
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We must, therefore, conclude that the distribution does not agree 
well with the exponential frequency function. 

The material at hand can now be arranged in three groups 
(A , B and C) according to signs which we shall not explain here (i). 

Table 4. 


A + B + C 

A 

X 

h ( x ) 

a ( x ) 

h' ( x ) 

X 

h (x) 

a (x) 

h' (X) 

26 

2 


0,5 

26 

O 


0,1 

27 

16 

2,69 

13,8 

27 

4 


3>7 

28 

95 

I. 3 8 

103 > 5 

28 

54 

1,03 

53>3 

29 

213 

I ,02 

214,8 

29 

155 

1,08 

T 57>7 

30 

135 

0,63 

123,1 

30 

99 

0,92 

96,5 

3 i 



i 9>5 

3 i 

12 


12,2 

32 

0 


0,9 

32 

0 


o >3 


476 




324 




The distribution of length of the A group is also given in Table 4 
(headed A). This distribution has the following moments 

mi = 29,19 , m 3 = 0,6343 and m 3 — — 0,0287 

The third moment of this distribution has a much lower value than 
that of the (A + B -f C) —distribution. The first distribution 
is, therefore, more symmetrical than the latter. The values of 
a (x) for the A — distribution are very nearly equal to unity. 
The A — distribution, therefore, agrees very well with the expo¬ 
nential frequency function. 

By means of the method described above, I have also calcu¬ 
lated the theoretical frequency values. These are given i Table 4 
under the head h' (x) . It # will be seen that the observed and the 
theoretical frequencies agree better in the case of the A — distri¬ 
bution than in the case of the {A + B -f C) — distribution. But 
it will also be seen that even in the case of the latter distribution 

(1) See about this : Per Ottestad. Statistical Analysis of the Norwegian 
Herring Population, « Rapp, et Proc. Verbaux », Copenhague, 1934. 
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there is no remarkable disagreement between the theoretical and 
the observed values. The approximation coefficient, however, 
shows very clearly that there are some disagreements between 
the distribution and the exponential function. The approxima¬ 
tion coefficient a (x) is a very suitable indicator of the agreement 
or disagreement between observed distributions and the expo¬ 
nential frequency function. 


The exponential frequency function of two variables. 


The exponential frequency function of two variables has 
the same importance as a description of two — dimensional di¬ 
stributions as that of one variable in the case of one — dimensional 
distributions. In just the same way as we above have found an 
approximation coefficient of the exponential function of one va¬ 
riable, we can find approximation coefficients by means of which 
it is very simple to prove whether or not a distribution can be 
replaced by the exponential frequency function of two variables. 
First I shall remind the reader of some well known characteristics 
of this function. 

Steffensen (/. c .) writes the mathematical expression of the 
exponential frequency function of two variables in the following 
way 


/ ( x > y) 


V 1 -p 2 

2 71 G T 



a p * v y 2 \ 


( 5 ) 


where the constants o, t and p are expressed by the moments 
in the formulae: 

_ i/w 2;c m 3y — muV 

F m., y 

m 2 x m gy — >»u a i y l 

m 3x 

m lx ly 
\J m 3 x • Way 1 

The latter constant (p) is called the coefficient of correlation. Very 
often it is used as a measure of the correlation between the two 
observed quantities upon which the correlation table (distribution) 
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is based. It should be remembered, however, that this constant 
can be calculated from every distribution of two variables by (6) 
were the theoretical moments are substituted by the moments 
calculated from the distribution in question. But it should not 
be used as a coefficient of correlation unless the distribution is 
exponential (i). It is therefore of the greatest importance to have 
a simple method by means of which it can be proved whether or 
not the distribution can be replaced by the exponential frequency 
function. 

It will be seen that the partial integrals are equal to 


+ oo 


,, , . f , , \ _ P <'-p*) v* 

F (y) = I f (x ,y) dx = «- rs 

i» V 2 T 


T T 


and 


F{x)=f f(x,y)dr ] = tl±£ 


0 - P*) X* 


\J2tz a 

or if or ,t and p are expressed by the moments: 




F(x) = 


y/ 2 7c m 2 x 


e' 2 m 2x and F (y) = 


\J 2 7T m 2y 


y* 

e 2 mjy 


If an observed distribution of x and y is exponential, the marginal 
distributions can be replaced by the exponential frequency func¬ 
tion of one variable. When the problem is to find whether or 
not a two — dimensional distribution is exponential, it is most 
practical first to investigate the marginal distributions and see 
if these are exponential. If these distributions do not agree well 
with the exponential function of one variable, there is no reason 
to go further and see if the correlation table is exponential. 

The first thing to do is, therefore, to calculate the values of 
the approximation coefficient a (x) and a (y) by (2) and see if these 
values are approximately equal to unity. 


(1) The coefficient of correlation can also be used as a measure of the 
correlation if the distribution has such a form that it can be replaced by 
some other frequency functions. See about this: A. A. Tschuprow. 
Grundbegriffe und Grundprobleme dev Korrelationstheorie. Berlin, 1925. 

Alf Guldberg : On discontinuous frequency functions of two variables . 
♦ Skandinavisk Aktuarietidskrift Uppsala, 1934. 
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If we cut the functional surface (5) with the plane 

y = a x -f- p 

we get an exponential frequency function of the form 


f (x) = K. e a 1 «• 
where 


2 p a a 3 

+ * ST 


* + 


(q « — p t) q P ] a 


T a — 2 pgT* + 0 »«* 






p a d-p a ) 


T 3 — 2 p(JT* + (J J a 1 


2 7T (TT 

The moments of this function are equal to 

(c <X — ? t) a P 




t 2 — 2poTa + ot s a* 
a 2 t 2 


^2 «> 1 2 2 

t - — 2 0 <t t a -f <r or 


In the special case a = 0, we find 

pa 


m x = 


m 2 — a 2 

Every frequency distribution of x according to every constant 
value of y has the same standard deviation equal to er. It we 
substitute y for p in the expression for m x , we get the equation of 
the first stright regression line: 


m u = 


pc 

-— v 

T 


We can also cut the functional surface (5) with the plane 

* = y + Pi 

and we get the following function of y: 


__L 

r«,» • P «1 1 1 r (t aj — p g) T P, 1 ! 

1" 

l 

S< 

II 

s 

[ «* * 5 * J L «J*- 2p gtti + T’V, 


where 


Ki 






c 8 — 2 p a r a, + t 3 a t 


2 7 t a t 


9 
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The moments are here: 

(t ft i ~pq)^ Pi 

rHl a* — 2 p <? t oil +| t 3 ai 3 
<r t 3 

~~ a 2 — 2 p cr t a! +1 a i 8 
In the special case a 1 = 0 , we find 

nix = - P 1 

c 

m<i — t 2 


Every frequency distribution of y corresponding to every constant 
value of x has the same standard deviation equal to t. If * is 
substituted for in the expression for m x , we get the equation of 
the second regression line : 


Every verical plane-cut in the functional surface is an expo¬ 
nential frequency function of one variable. This fact points out 
how to find a method for proving whether or not a given distri¬ 
bution can be replaced by the exponential frequency function 
of two variables. There can thus be found more approximation 
coefficients of the function. The following four coefficients are 
certainly of greatest importance. 


*3 


U£=l^Ll£±lLi$ .. t , 




R (, , y) — I<*±*. I+A , e V- 4 t-' * V 

f 9 {x, y ) 


= I 


S (x ,y) = 


_ /( * — k,y + l) . f(x + k,y — l) -$r + L fr‘ i + -J- 

/ 2 (*, y) 


a t 
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As mentioned we can also form some other coefficients. We can 
also take the proportion between two directly found coefficients. 
We have for instance: 

P(x ,y) _ f (* — k , y) . / (* + k , y) 

Q(%,y) f(x,y — l).f(x,y + l)' 

It will be seen that if a distribution satisfies P (x, y) — i and 
Q (x , y) — i for all values of x and y , the proportion between 



P (x , y) and Q (x , y) must be equal to unity. In cases, however, 
where there is some tendency in the disagreement between the di¬ 
stribution and the function, this tendency may be more remarkably 
expressed by the proportion between some of the approximation 
coefficients mentioned above. It is very difficult to present a 
definite rule for the actual work. The approximation coefficients 
which are most suited for the purpose in an actual case, will de¬ 
pend on the distribution itself. I will not go further into these 
questions, but will confine myself to one example to show how 
these approximation coefficients can be used. 



7 ° 


The following example is taken from W. Johannsen (l . c . 
p. 357). In Table 5 stands for the height (in inches) of the full- 
grown children and y stands for the mean height of the parants 
(Galton's material). 

Table 5. 


y 

1 x 1 


60,7 

62,7 

&4>7 

66,7 

68,71 

7°>7 

7 2 >7 

74»7 

64 

2 

7 

10 

14 

4 




37 

66 

1 

*5 

19 

56 

4 i 

11 

1 


144 

68 

1 

15 

56 

130 

148 

69 

11 


430 

70 

1 

2 

21 

48 

83 

66 

22 

8 , 

25 1 

72 



1 

7 

11 

17 

20 

6 

62 

74 







4 


4 


S 

39 

107 

255 

287 

163 

58 

14 

928 


The moments of this distribution have the following values: 
m u = 68,0858 tn ly — 68,3642 

= 6,6702 tn iy = 3,4321 

m 3x — — 0,2279 — — 0,2208 

ffiwv = 2,1461 

We will now first try whether the marginal distributions can be 
replaced by the exponential frequency function of one variable, 
and we calculate the values of the approximation coefficient 
a (x) and a. (y). These values are given in Table 6. It will be 
seen that the third moment of both distribution has a very low 
value. Both distributions are, therefore, very nearly symmetrical. 


Table 6 . 


X 

h ( x) 

a (*) 

y 

h (y) 

« O') 

60,7 

5 


64 

37 


62,7 

39 

0,64 

66 

144 

2,46 

64,7 

107 

1,58 

68 

430 

0,63 

66,7 

2 55 

0,86 

70 

2 5 x 

1,36 

68,7 

287 

0,91 

7 2 

62 

0,84 

70.7 

163 

1 j 14 

74 

4 


72,7 

58 

1,24 




74-7 

x 4 
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For the x — distribution the values of the approximation 
coefficient are nearly equal to unity. This distribution can there¬ 
fore be replaced by the exponential function. For the y — distri¬ 
bution also the values of the approximation coefficient are nearly 
equal to unity, but it will be seen that a (y) for y — 66, is rather 
high. This latter fact depends upon that h ( y ) = 144 is a little 
too low as we shall see later. The y — distribution does not 
deviate, however, very much from the exponential frequency 
function. 

By inserting the calculated moments in formulae (6) we find 
the following values of the constants of the exponential function : 

0 = 2,3083,7 = 1,6558 and p = + 0,4485 

We have now calculated the values of P (x , y) , Q (x , y) , R (x , y) 
and S (x ,y). The values of P (x , y) are given in Table 7. 


Table 7. P (x , y). 


y 

X 

60,7 

62,7 

64.7 

66,7 

68,7 

7°>7 

7 2 >7 

74>7 

64 


0,86 

2,08 

°>43 





66 


0,18 

4>93 

°>53 

0,78 

0,72 



68 


°>53 

1,32 

1,04 

0,87 

0,72 | 

1 i 


70 


11,12 

0,46 

1,60 

0,9 7 

0,89 

2,31 


72 




0,48 

2,08 i 

I,6l 

°>54 



It will be seen that the value of P (x , y) deviates considera¬ 
bly from unity for x — 64,7 and y — 66 and for x =62,7 and y — 
70. The latter disagreement does not matter so much. But 
the first shows that either h (x , y) is too high for x — 62,7 and 
y = 66 and for x — 66,7 and y — 66 or h (x , y) is too low for 
x = 64,7 and y = 66. The latter statement is the most probable, 
and we shalT come back to this question later. The remaining 
values of P (x , y) do not deviate very much from unity. 

The values of Q (x , y) are given in Table 8. 
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Table 8 . Q (x, y). 



It will be seen that all values of Q (x , y) for y = 66 are greater 
than unity and that all values of Q (x , y) for y = 68 are lower 
than unity except Q (60,7,68). This shows that either the va¬ 
lues of h {x, y) for y = 64 and y = 68 are too high or the values 
of h (x, y) for y = 66 are too low. The same was found in the 
case of the marginal distribution of y. The remaining values 
of Q {x, y) are approximately equal to unity. The high values 
of Q (x , y) for x — 60,7 do not matter so much because the values 
of h (x , y) are very low. 

The values of R (x , y) are given in Table 9. 


Table 9. R (x , y). 



! -_ ... 

y 

60,7 

j 62,7 

64.7 

66,7 

68,7 

70,7 

72.7 i 

74>7 

64 




| 


. 

1 


66 

. 

1,76 

8,90 

1.67 

2,03 




68 


0.33 

0,81 

0.33 

0,60 

0,67 

*»57 

1 


70 


0,88 

0,84 

0,94 


2 >4 o 

3*02 | 


72 



1 



4»°5 

1 



We also see that the values of R (x, y) are very high for 
y = 66. The value for x — 64,7 and y = 66 is remarkably high. 
The remaining values of R (x , y) are satisfactory. 
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The values of S (x , y) are given in Table io. 


Table io. (S#,y). 



Here also we find a very high value for x = 64,7 and y = 66. 
The remaining values are approximately equal to unity. 

From the values of the four approximation coefficients we 
can conclude that the exponential frequency function of two 
variables can be used as a good total discription of the distribution. 
There are some irregularities. But the only considerable deviation 
from the function that we find is for x = 64,7 and y = 66. The 
value of h (x , y) for these values of x and y is too low. In this 
case it should be remembered that the total number of observa¬ 
tions is not very high. There are, therefore, no reasons for be¬ 
lieving that the deviations from the exponential function depend 
on factors other than those which are caused by the low number 
observations. 

We can now also investigate the form of the regression cur¬ 
ves. The straight regression lines of the exponential function are 
given by the formulae : 

X = m lz = — r ~ y = 0,63 v 

T 

Y = m iy = —x = 0,32 x 

G 


These lines are drawn in Fig. 1. Here the means of y according 
to the various values of x and the means of x according to the va¬ 
rious values of y are plotted. It will be seen that there is no remar- 
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kable disagreement between the theoretical and the empirical 
regression curves. 

In the case of exponential distribution the standard devia¬ 
tions of the individual ditribution of x have the same value 
equal to a , and the standard deviations of the individual distri¬ 
butions of y have the same value equal to t . The standard 
deviations of the individual distributions of x and those of the 
individual distributions of y are given in Table n. 


Table ii. 


* 

< 7 y 

y 

a x 

60,7 

1,60 

64 

2,12 

62,7 

1,68 

66 

2,24 

64.7 

1 >75 

68 

2,21 

66,7 

J >75 

70 

2,48 

68,7 

J >55 

72 

2,27 

70.7 

i >54 



72»7 

1,80 


! 

t = 1,66 

0 = 2,31 


It will be seen that the various values of a„ are approximately 
the same and very nearly equal to a, and the various values of 
a y are nearly the same and nearly equal to t. 

To show that the conclusion that this distribution is very 
nearly exponential, is correct I have calculated the theoretical 
frequencies by means of the method described above. The theo¬ 
retical frequencies which are given in Table 12, are always given 
to the nearest whole number. If this table is compared with 
Table 5, it will be seen that there is a close agreement between 
the theoretical and the observed frequencies. From this it can 
also be seen that the greatest disagreement is found for x = 64,7 
and y = 66. For these values of * and y the observed frequency 
is too low as we also found by means of the approximations coef¬ 
ficients. 
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Table 12. Theoretical frequency values. 


y 

1 x 


60,7 

62,7 

64.7 

66,7 

68,7 

70.7 

72»7 

74>7 

64 

1 

5 

10 

9 

4 

1 



30 

66 

2 

13 

42 

66 

49 

17 

3 


192 

68 

1 

12 

53 

117 

122 

60 

M 

2 

381 

70 


2 


49 

80 

61 

1 

22 

4 

232 

72 



1 

5 * 

15 

23 

16 

5 

65 

74 





2 

6 

11 

5 ; 

24 


4 

32 

120 

246 

272 

168 

1 

66 

14 

924 


Here I have used the calculated regression curves. It would 
perhaps be better to use the theoretical regression lines. It does 
not, however, make any great difference. 
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Director of School Research, Cincinnati, 
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Mrs. LUCILE MACK VAN NORTWICK 

The influence of restrictive routes upon the center 
of minimum aggregate travel 


The median of a two-way population distribution has re¬ 
ceived attention in the last few years (i) as the center around 
which the weighted deviations of the population locations total 
to a minimum (2). In this respect the median took over the 
property formerly (and erroneously) attributed to the mean (3), 
which is correctly the center around which the sum of the squared 
deviations is a minimum. This two-dimensional (4) median how¬ 
ever is not ordinarily given by the intersection of two orthogonal 
median lines , and its determination has proved somewhat dif¬ 
ficult. A practical approximation method has been suggested 


(1) See the summarizing note by Frank Alexander Ross, Editor's 
Note on the Center of Population and Point of Minimum Travel, * ‘Journal 
of the American Statistical Association”, Vol. XXV (N. S.), p. 447-452, 
December, 1930. 

(2) C. Gini e L. Galvani, Di talune estensioni dei concetti di media ai 
caratteri qualitativi (On Some Extensions of the Conceptions of Average 
to Qualitative Characters), “Metron”, Vol. VIII, p. 3-209, July, 1929. 

(3) Walter Crosby Eells, A Mistaken Conception of the Center of 
Population , “ Journal of the American Statistical Association M , Vol. XXV 
(N. S.), p. 33-40, March., 1930. 

(4) This terminology refers to the surface over which the population 
is distributed. In a strictly mathematical sense the varying population 
constitutes a third dimension. 
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by the writer and applied to the population of the United States (i). 
Another method has been used by Luigi Galvani to locate the 
median of the population of Italy (2). 

Since this center of minimum aggregate travel is a point of 
practical interest, perhaps more than of theoretical interest, it 
seems desirable to derive techniques of calculating its location 
which will not depend upon assumptions that are clearly con¬ 
trary to fact. The center, in its pure mathematical conception, 
assumes that travel will be in straight lines directly from the 
population locations to the center. In actual situations this 
condition can scarcely be approximated, except in ocean or air 
travel— or perhaps on unbroken plains. Such conditions do not 
obtain in the majority of the real problems, and the assumption 
is particularly untrue in cities. 

It is the purpose of this paper to present methods of calcu¬ 
lation which do not disregard actualities, and which are appli¬ 
cable to conditions where the routes of possible (or probable) 
travel are restricted in various ways. Two of these methods 
are illustrated and tested by application to a particular city— 
Cincinnati. 

Four types of practical limitation upon travel will be dis¬ 
cussed. The first, and perhaps the simplest, restricted situation 
is that where all travel must be along a line - - straight, curved, 
or broken— which connects the various population locations. This 
would be the case where people were to be brought together from 
a number of points along a seacoast, or alongside of a principal 
traffic route. The situation is not altered if the locations are 
off of the principal connecting route, and feed into it with branch 
routes, so long as the central meeting place is located on the 


(1) Douglas E. Scates, Locating the Median of the Population in 
the United States, “ Metron ”, Vol. XI, p. 49*65, June, 1933. Also pub¬ 
lished in “ Proceedings of the International Congress for Studies on Po¬ 
pulation ”, Vol. X, Section of Methodology, p. 167-183. Rome, Istituto 
Poligrafico dello Stato, Libreria, 1934. Edited by Corrado Gini. 

(2) Luigi Galvani, Sulla determinazione del centro di gravitd e del 
centro mediano di una popolazione, con applicazioni alia popolazione ita - 
liana censita il i° dicemhre 1921, " Metron”, |Vol. XI, |June, 1933. Also 
published in ” Proceedings of the International Congress for Studies on 
Population”, Vol. X, Section of Methodology, p. 121-152. Rome, Isti¬ 
tuto Poligrafico dello Stato, Libreria, 1934. Edited by Corrado Gini. 
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route of travel. The principal condition is that there be but 
one route which can, or will, be used by the people to come to¬ 
gether. 

The treatment of this first case is the same as that of a linear 
frequency distribution. Even though the population locations 
may occupy a plane, and the travel arteries be ever so curved, 
the single connecting route makes them amenable to the treat¬ 
ment of a one-dimensional distribution and the median is calcu¬ 
lated, along the route of travel, in the same manner as in an or¬ 
dinary frequency distribution. The population locations be¬ 
come the observed values along the scale, and the populations 
become the frequencies. If the population points are off the main 
route, they are counted at the points where their branch routes 
enter the main route. Interpolation will of course not be attemp¬ 
ted; the median either lies definitely at one of the population 
locations (or at the point where its branch route joins the main 
route), or it is indeterminate from one of these points to a second 
one (i). 

A second type of situation occurs when the principal travel 
route is connected at the extremes- -does not have any end. This 
situation is somewhat less likely than the first, but it may occur 
where travel is around a body of water, or untraversed land, or 
where travel will be principally along trunk railroad lines con¬ 
necting a number of major cities so as to form a closed figure. 

Again, the situation can be reduced to that of finding the median 
as in a linear series, but in this case there would be as many dif¬ 
ferent series as there are population locations, so that the solu¬ 
tion is ordinarily not immediately obvious. There are relation- 

(i) Griffin has published an interesting note dealing with cases in 
which the distribution of population is some mathematical function of 
the distance along which it is distributed. He includes seven cases of 
population located along a line where the median is to be on the line, in 
addition to an equal number of cases where the median is not specified 
as lying on the line, and also five cases of a population distributed over 
a plane. While the paper is primarily theoretical, the conditions assumed 
might in some cases be approximated. See F. L. Griffin, The Center 
of Population for Various Continuous Distributions of Population Over 
Areas of Various Shapes. In " Proceedings of the International Congress 
for Studies on Population ", Vol. X, Section of Methodology, p. 153-157. 
Rome, Istituto Poligrafico dello Stato, Libreria, 1934- Edited by Cor- 
rado Gini. 
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ships that will aid one in picking out the most likely points by in¬ 
spection, but there is no definite procedure available and the 
determination of the center of minimum travel will usually have 
to be based upon the summation of actual distances to several 
trial points. Cases of indeterminateness are likely (i). 

From these two highly restricted, fairly simple situations 
we may go to the case of locating the median of an area in which 
travel is along routes laid out in rectangular fashion, such as 
streets frequently are in a city. This situation is particularly 
interesting, first, because it represents the condition obtaining 
in many practical problems, and, second, because it simplifies 
in a gratifying manner. It will readily be seen that, under the 
circumstances of rectangular travel, the distance from one point 
to another is the same regardless of the many optional routes 
which one may take, so long as one does not deliberately go out 
of his way. For example, the travel east and west between two 
obliquely located points will total the same whether one takes 
it all at once, or intersperses it with travel in the other direction 
in stair-step fashion, and the same may be said for the travel 
north and south. 

This case may be handled simply and directly by two mar¬ 
ginal frequency distributions, paralleling the two travel directions 
and representing the two linear aspects of the population distri¬ 
buted over the area. The median of each marginal distribu¬ 
tion is then calculated, and the intersection of two median lines 
(projected from these median points, parallel to the lines of tra¬ 
vel) is the center of minimum aggregate distance. Indetermi¬ 
nate areas or lines can result, but with real population weigh¬ 
tings these are unlikely. 

It should be noted that this condition can be generalized. 
The travel routes (distances) do not have to be along rectangular 
lines; it is only necessary that they lie parallel to two axes, which 
may be rhombic. Since the distance around any two consecu¬ 
tive sides of a parallelogram is equal to that around the other 


(i) Gini has called “ cyclical “ this type of series (Variabilitd e Mu- 
tabilitd, Bologna, Cuppini, 1912), and he and Galvani have dealt tho¬ 
roughly with the problem of the determination of the median for this 
type of series. For their treatment, see the reference cited previously 
in footnote 2. 
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two sides, and a whole is equal to the sum of its parts, the travel 
involved breaks down immediately into two linear aspects re¬ 
presented by the marginal distributions parallel to the lines of 
travel (i). 

A fourth case arises when travel is likely to be along irre¬ 
gular arteries, with a number of interconnections, permitting 
many varied patterns of optional travel according as the point 
to be reached may shift slightly from one location to another. Even 
though oblique routes may be laid out systematically, as in the 
city of Washington, D. C., they must be considered irregular if 
they are not symmetrical around the real median. This condi¬ 
tion again is a common practical one. It is referred to here as 
a maze. There is apparently no immediate mathematical attack 
for this problem, but it may ordinarily be handled without undue 
difficulty or tediousness by direct measurements. The proce¬ 
dure for solving this case will be illustrated in connection with 
the study of Cincinnati which follows. As in other cases, the 
median center may be indeterminate with respect to several 
nearby connecting points. 

The actual conditions in a practical problem are frequently 
more complicated than in the single situations represented by 
any one of the foregoing cases.** To test these procedures in an 
actual situation, and to compare the effect of various assump¬ 
tions on the resulting location of the center, a study was made 
of the City of Cincinnati. This city was selected because of its 
marked irregularity in topography and in resultant travel routes. 
Further, data were available in terms of an excellent system of 
census tracts worked out by a number of civic bodies, especially 
the Department of Sociology at the University of Cincinnati, 
in conjunction with the United States Bureau of the Census. 
These 107 tracts afforded units of satisfactory size and number. 

Three preliminary centers were calculated in the usual man¬ 
ner : the geographical (territorial) mean of the city, the mean 
of the population, and the intersection of orthogonal median 

(1) Note that under the conditions given, the method of locating 
the median points by the intersection of two orthogonal median lines, 
discredited by recent literature, is actually valid. Under general con¬ 
ditions that method is valid only when the population is symmetrically 
distributed around the median in each direction, which means that the 
mean and median are the same in each of the directions used. 
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lines of population. For this purpose, the map was divided into 
small squares (about 200 of them for the city) and marginal fre¬ 
quency distributions made up through apportioning the area, 
or (1930) population of the census tracts, to these intervals as 



Figure i. Central Section of Cincinnati showing various centers 
and through travel routes. 

required. Area required estimates only at the boundary of the 
city, and this was done in tenths of a square; population of sepa¬ 
rate census tracts was considered as though concentrated at the 
geographical center of each tract except in the case of a few ter¬ 
ritorially large tracts which were halved or quartered in advance. 
The resulting centers are shown in Figure x. These centers af¬ 
ford a basis of comparison for the centers yet to be calculated. 










83 


For the purpose of locating the true median of the city's 
population, under theoretical conditions (i. e., the center from 
which the sum of the straight line distances to all of the popu- 



Figure 2. — Central business area permitting orthogonal travel, 
with marginal frequency distributions for calculating medians. 

This section is shown in Figure i enclosed in dashed lines. 

Figures in area show population (in thousands) at points where it is 
assumed to enter, or to originate within the area. 

Axes are taken parallel to the orthogonal lines of travel in the section 
which contains the median, shown at (6) 

Solid lines show boundaries of census tracts. 

lation locations is a minimum), units having equal population 
are most convenient. Population units of four thousand each 
were decided upon as affording a satisfactory number and size 
of units. The census tracts were therefore combined, or divided 
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and apportioned as required to make up these new units of equal 
population, it being assumed in all cases where the contrary was 
not known that the population was evenly distributed over each 
census tract. The net error in this assumption is likely to be 
small with as many as no units ; nevertheless, because the errors 
are of increasing significance as they occur nearer the center, 
the fifty units near where the median was estimated to fall were 
all divided, yielding about 160 units for the city. Two, or if neces¬ 
sary, three different weights of units can be handled without 
undue difficulty if they lie systematically. 

From these 160 units, or class intervals of population, the 
median for the city was calculated by a series of successive ap¬ 
proximations. The procedure involved in this method is ex¬ 
plained in detail in another place (i), and will not be repeated 
here. The resulting center is shown at I) in Figure i. While 
the assumption that travel will be in straight lines is, in Cincin¬ 
nati, highly gratuitous, the proximity of this point to the practi¬ 
cal median which is yet to be calculated, is interesting. It fur¬ 
nishes an example of how a distribution which is irregular in 
internal composition and travel routes may contain compensating 
elements which effectively neutralize each other. 

The purely theoretical approach was abandoned at this 
point, and an attempt made to recognize the existing restrictions 
upon travel. An inspection of the layout of the city makes it 
clear that no single technique is likely to prove adequate. The 
main traffic arteries spread out fan-like from the business district 
and run out the valleys, so that an assumption of orthogonal 
or any two-directional travel routes would be generally inappli¬ 
cable. The most heavily used routes are the most irregular ones. 
On the other hand, the area in and around the business centre 
is flat and is laid out in orthodox squares. The first attack on 
this problem was therefore to determine upon a central area (see 
Figures i and 2) within which travel was restricted only to the 
extent of being parallel to two axes, and apply to this area the 
technique described in connection with the third case. 

The population lying outside of this central area can be 
brought within the scope of this technique by regarding the peo- 

(1) Scates, op. cit. The writer will supply reprints to those wha 
indicate a desire for them. 
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pie from the outlying districts as situated along the perimeter 
of this central area at the points where they would normally 
enter it. That populations can thus be moved toward the center 
without affecting the determination of that center appears at 
first unreasonable, especially when the center is a function of 
distances. It will be recognized however that medians differ 
from moment measures in this very characteristic, and the out¬ 
lying portions of the distribution, whether it be linear or areal, 
can be moved inward so long as their position with respect to 
the median is not altered. In the theoretical case, where travel 
routes are assumed to be direct, this procedure is not available 
since one does not know in advance the direction in which the 
median lies, and moving the population points would ordinarily 
alter their angular relation to it and affect its determination. 
Where restrictive travel routes are known, however, the pop¬ 
ulation may be moved along the routes at will so long as the pop¬ 
ulation is not moved past optional interconnecting routes which 
would affect the determination of the point of minimum aggre¬ 
gate travel. This latter contingency is dealt with later. 

Determining the points of entrance into this area for the 
outlying population is primarily a matter of assigning the incom¬ 
ing traffic to the principal arteries. This can be done by se¬ 
veral methods. It can be assumed that people will use the ar¬ 
tery mearest to their residence, and the entire population outside 
the central area can be assigned on this basis. Or, figures on 
the street car and bus traffic on different streets can be obtained 
and used as a series of per cents for apportioning the entire popu¬ 
lation in the outlying districts. This is not satisfactory if there 
are heavy automobile arteries not paralleled by street car or bus 
lines; other assumptions also are involved. As a third basis, 
one may have traffic flow studies available- -actual counts of 
vehicles using the different arteries. 

In the present study the first and third bases were used. 
The entire outlying population was first assigned to the nearest 
arteries. The traffic flow maps (i) of the down-town area were 
then used to indicate how the traffic from any one of the large 


(i) Maps were available from the office of the Regional Planning 
Commission of Hamilton County, Ohio, based upon recent traffic counts 
by the Cincinnati City Planning Commission. 
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arteries divides up as it approaches the business section, by cross¬ 
ing over from one route to another. Thus an estimate of the 
population entering the central area at each particular point 
was possible, and figures (in thousands) were accordingly set 
down along the perimeter of the area. The population dwelling 
within the central area was considered concentrated at the mid¬ 
points of small sub-areas. These internal midpoint figures and 
the perimeter figures were then projected to orthogonal axes to 
form marginal frequency distributions in two directions. The 
median of each distribution was calculated and projected back 
into the area and the intersection of these two median lines gave 
the median for the city. A detailed illustration of this procedure 
is shown in Figure 2. 

This procedure is sound if several assumptions are sound. 
In the first place, the assumption is implicit that the real me¬ 
dian of the city lies within the area that is chosen, for the pro¬ 
cedure will produce a median whether or not the real median of 
the city is in the area. It should be noted however that if it 
be specified that a center must be found within the business area 
of the city, this technique is satisfactory regardless of the status 
of this assumption. Almost tantamount to the first assumption 
is the one that the central area is not so small as to cause the 
outlying traffic arbitrarily to be moved past interconnections 
that would permit a ready shifting of the traffic to reach a dif¬ 
ferent central objective. Again, there is the assumption that 
travel within the area is restricted to two (or four, if you prefer) 
directions. Finally, there is the assumption that the outlying 
population can be accurately assigned to definite travel routes. 

As it happens, none of these assumptions (with the possible 
exception of the last one, the status of which is unknown) is en¬ 
tirely met in the present instance. The danger of restricting 
the area too much was recognized, and the area was therefore 
made as large as possible, somewhat at the expense of the assump¬ 
tion concerning two directions of travel. The area was extended 
westward so as to include a large section which was properly 
laid out in squares, but which made a moderate angle with the 
streets of the main business section. This angle was almost 
entirely compensated for when the points were projected to the 
marginal distribution at the left, by making adjustments in the 
pr ojection. It was felt better to include this additional area 
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than to assume initially that the median did not lie in it. The 
northern boundary of the central area was also extended some¬ 
what on the basis of the same reasoning. 

Still, it was suspected that the first assumption might not 
be true- -the complex pattern of interconnecting arteries sur¬ 
rounding this area might place the median outside of the area 
if it were not artificially controlled when the area is limited to 
essentially orthogonal travel. The only remaining available 
technique was that mentioned in connection with the fourth 
case, referred to as the maze. This technique involves few as¬ 
sumptions; it requires only that travel be restricted to certain 
routes, that the population can be satisfactorily assigned to these 
routes, and that the research worker carry through his technique 
with reasonable judgment and persistence. In Cincinnati there 
is little doubt about the first condition, owing to the irregular 
topography, and the dominance of through streets. However 
if any side-streets would shorten the travel, they should be shown 
upon one's working map and used. The second condition is a 
purely technical one which probably involves no more error than 
the common grouping of data into class intervals. Some diffi¬ 
culty might however be encountered where automobile routes 
and street car or bus lines formed very different patterns. 

This technique therefore appears to be satisfactory as a court 
of last resort, and as the only appropriate technique for a very 
irregular situation. It involves picking out a number of likely 
locations for the median and calculating the number of person- 
miles (or other population-distance units) required to reach each 
of these trial locations, finally choosing as the median the one 
which affords the minimum aggregate. It is essentially a cut- 
and-try method. The procedure however is not unduly arduous 
when properly systematized, and it offers the very great satis¬ 
faction of not requiring arbitrary assumptions. It is as flexible 
as the conditions may require, and, in carrying through the work, 
one exercises the same right of choice that the people would in 
picking their routes in actual travel, thus using the most direct 
routes. 

As before, the outlying population is assigned to travel ar¬ 
teries, but it is not necessarily brought in so close to the center. 
It is recorded at the intersections farthest out which hold any 
likelihood at all of offering an advantageous change of routing 
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for any conceivable shift in the location of the median. The 
down-town population is regarded as concentrated at a few rea¬ 
sonable points- -not so many being required as in the previous 
case. Altogether 33 population locations were used in the pre¬ 
sent study. These are shown in Figure 1, the population being 
indicated in thousands. The distance from each of these con¬ 
centrated population locations to a selected trial point for the 
median is then stepped off with bow dividers set to represent 
some satisfactory unit, which may be entirely arbitrary. The 
number of such units of distance from the position ot the popu¬ 
lation figure to the trial median is then multiplied by the appro¬ 
priate population, giving the person-units from that location to 
the trial point. (It will be borne in mind that the distance w'hich 
the people come beyond the place where the population figure 
is set down on the working map is entirely immaterial, since the 
number of person-units is important only for relative purposes). 
The sum of these products for the various population locations 
gives the aggregate person-units for that trial median. This 
process is repeated for each trial median until all of the reasonable 
choices have been exhausted, the trial point yielding the smallest 
aggregate being the median. 

In stepping off the distances, a single count of the units of 
distance in a particular segment of route can serve all of the dif¬ 
ferent population groups that will traverse that same segment 
of the travel route, so that the actual work can be greatly reduced. 
A little experience will enable one to select likely centers and 
to eliminate impossible ones very quickly. The choice is not 
haphazard, since definite indications quickly appear. In the 
present case ten trial medians were used, which is several more 
than would ordinarily be required; they were calculated as a 
matter of local interest to show the relative aggregate distance 
to a number of points in the business district. This supplemen¬ 
tary information may, in many cases, be as valuable as is the lo¬ 
cation of the actual median itself. As a further matter of interest, 
the units converted were into miles; these are accurate for compa¬ 
rative purposes among themselves, but are not accurate in any 
sense as to absolute amounts. They cannot therefore be con¬ 
verted into per cents of the closest or farthest point tried. 

The ten trial median points which were used are shown in 
circles in Figure 1, and the aggregate distances are given in 
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Table I. The results of this technique confirm the suspicion 
stated earlier that the median might not lie within the area of 
orthogonal travel as assumed by the preceding technique. 


Table I. — Comparative distance to ten different 
in figure /). 

points. (Shown 

in circles 

T R I \ L MEDIAN 

j Aggregate 
! Person-Miles * ' 

1 

Average 

Miles • per 

Person 

i. Vine and McMillan. 

| 777-85 j 

'•7 2 3 

2. Vine and McMickeu. 

' 812.16 ' 

I ,8oi 

3. Clifton and McMillan. 

813.80 

1.804 

4. Vine and Liberty. 

; 821.09 : 

i .82r 

5. Harrison and McMillan. 

832. (>o 

1.840 

6. Central Pkwv. and Race. 

1 847.17 i 

1.878 

7. Central Pkwv. and Laurel. 

900.28 

1.90b 

8. Gilbert and McMillan. 

903.22 

2.007 

9. 5th and Walnut. 

i I,007.91 

2 • 2 35 

10. Freeman and Laurel. 

1,104.30 

2.449 


(*) These are miles principally from the perimeter of the working 
area which was outlined so as assuredly to include the center of mini¬ 
mum aggregate travel. The average miles from residences would pro¬ 
bably be two or three more. 

The median just found is the center of minimum aggregate 
distance when the actual existing travel routes are followed , the 
most advantageous routes being used. Very interestingly, this 
median happens to be close to both the orthogonal and the theo¬ 
retical medians (points C and D in figure i). This juxtaposi¬ 
tion is largely a matter of chance; if the cross street on which 
the practical median is located had been a mile or two farther 
out or closer into the city instead of where it is, this practical 
median would necessarily have moved considerably. The find¬ 
ing does, however, as an earlier comment stated, afford an inter¬ 
esting illustration of how a situation with considerable irregu¬ 
larity may contain compensating elements which cause it to 
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approximate perfect regularity. One would not, of course, ordi¬ 
narily proced on the assumption of such a condition, for the odds 
are greatly against it. 

In summary, the several techniques which have been dis¬ 
cussed in this paper are all designed to locate the median, or 
point of minimum aggregate travel, under practical conditions. 
Four types of cases were discussed, the first two where travel 
is along a single route, the third where travel is parallel to two 
axes, ctnd the fourth where travel is restricted to definite arteries 
which may present an entirely unsystematic pattern. Th£ third 
technique was applied to the City of Cincinnati, illustrating the 
dangers which may lie in some of its assumptions. The fourth 
technique was also applied to Cincinnati, and while it may be the 
least satisfying from the standpoint of directness, in many situa¬ 
tions it may be the only appropriate technique. These proce¬ 
dures locate, under the conditions given, the point at which all 
of the people in a certain territory could assemble with a min- 
inimum of travel. 

These techniques for locating practical medians recognize 
more restrictions than does a purely theoretical approach. It 
is true that some of them do not possess the degree of abstractness 
and generality that is so sought after by the pure mathematician, 
but it is also true that they do not necessitate assumptions which 
are not conceivably paralled by the facts. It may be observed 
in passing that the median never has been noted for a wealth of 
mathematical properties, and, while the median of an area may 
be defined in terms of central angles (i) when distances are ta¬ 
ken directly, even this mathematical characteristic disappears 
when travel routes are restricted, leaving the single mathema¬ 
tical property by which the median is defined, namely, that the 
sum of the weighted deviations shall be a minimum. 

This essential property of the median of an areal distribu¬ 
tion (when properly determined), has only recently been recog¬ 
nized, and the median has not yet come into wide use. It does 
however offer many practical advantages. It is now clear that, 
in terms of practical significance, the median is a much more 
important center of areal distributions than is the mean. Amount 


(i) This property was recently brought out by Gini and Galvani. 
See the references in footnotes i and 2. 
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of travel is at least one important factor in many decisions that 
are made. For example, in cities, techniques such as those here 
described would be serviceable in indicating the relative aggre¬ 
gate distance to various points that were being considered for 
the location of important civic or commercial centers. They 
should throw light on the need for improvement or creation of 
certain thoroughfares which may not at present be widely used, 
or existent. In cities where a particular school is to serve the 
entire city, or in rural regions where schools have to serve a con¬ 
siderable area, aggregate travel is important. In still larger 
areas manufacturers can utilize these techniques in deciding upon 
the location of large plants, using tons of raw material and of 
finished products for their weighting, in the place of population. 
In addition to the almost universal interest possessed by centers 
in general, the median has a peculiarly practical significance, 
and it should be widely utilized. 




NORA FEDERTCI 


Ulterior! ricerche sugli studenti 
dell’University di Roma 


Som mario : i) Considerazioni gencrali e ricerche precedent! in argo- 
mento. — 2)1 primi secoli di vita dcllo Studium e i laureati in Utroque 
Jute dal 1548 al 1729. — 3) (di studenti iscritti all'Atenco dal 1753 al 
1815. — 4) La vita dello Studio dal 1815 al 1870. — 5) Lo sviluppo della 
Universita dairannessione di Roma al Regno d’Italia fino ai nostri giorni. — 

6) La correlazione tra il numero degli studenti e la popolazione di Roma. — 

7) La distribuzione degli studenti secondo le Facolta. — 8) La distribuzione 
degli studenti italiani secondo la provenienza. — 9) La distribuzione degli 
studenti secondo la popolosita dei Comuni di provenienza. La cograduazione 
tra il numero degli studenti delle varie regioni e la distanza di queste da 
Roma. — 10) Gli studenti stranieri. — 11) La durata media degli studi per 
il complesso degli studenti e per gli studenti laziali. 

S indubbia Timportanza e Tinteressc di ricerche storiche che 
— documentate da materiale statistico — possano seguire lo svi¬ 
luppo nei secoli delle varie Universita italiane e che permettano, 
con Tausilio appunto di tali dati, di illustrare le diverse fasi della 
loro vita. Soltanto uno studio statistico dk la possibility di mettere 
in luce quale sia stata in realta questa vita, in quale misura cio£ 
le vicende storiche e gli ordinamenti degli studi abbiano influito 
sull’entita numerica della popolazione studentesca, sul suo orienta- 
mento scientifico e sulla sua composizione. 

Gia in questa stessa rivista sono stati pubblicati pregevoli 
studi in materia (1) ; in particolare uno studio sugli studenti del- 
TAteneo romano attraverso il tempo e stato compiuto da Giorgio 

(1) M. Saibante, C. Vivarini, G. Voghera. Gli stud-enti delV Univer- 
sitd di Padova dalla fine del 500 ai nostri giorni, in « Metron », vol. IV, n. 1. — 
C. Pinghini, La popolazione studentesca dell' Universitd di Ferrara dalle 
origini ai nostri tempi, in « Metron », vol. VII, n. 1. — G. Cagno, Gli studenti 
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Cagno (i), che si 6 proposto di esaminare i dati che egli ha potuto 
rintracciare sull’argomento, per seguire, sulla loro base, lo sviluppo 
dcH’Universita di Roma. 

In seguito, in occasione dell’inaugurazione della Citth degli 
Studi, altri dati sugli studenti del nostro Ateneo sono stati pubbli- 
cati da Nicola Spano, direttore amministrativo dell’Universita (2). 

L'Istituto di Statistica della R. Universita, che aveva gia 
promosso le ricerche del Cagno, ha fatto eseguire un’ulteriore 
ricerca nell’Archivio di Stato di Roma, con la speranza che potes- 
sero cosi essere colmate — almeno in parte — le lacune esistenti 
nel materiale finora pubblicato. II risultato dellc ricerche non £ 
stato cosl completo come era da augurarsi, ma queste non sono 
riuscite inutili, in quanto e stato possibile mettcre alia luce nuovo 
materiale, anche se non molto vasto. 

Questo studio si propone di integrare, per quanto possibile, 
le ricerche sull’Universita di Roma e, nello stesso tempo, di appro- 
fondirle mediante ulteriori elaborazioni, usufruendo a tal fine di 
tutti i dati disponibili, cioe anche di quelli pubblicati dal Cagno e, 
piu recentemente, dallo Spano. 

La rilevazione dei dati ancora inediti e parte delle elaborazioni 
sono dovute alio studente Luigi Farrace, che, come assegnatario di 
una borsa di Studio conferitagli dal predetto Istituto di Statistica, 
le ha compiute sotto la sorveglianza della scrivente, assistenie 
pressola Facolt& di Scienze Statistiche, Demografiche ed Attuariali. 

Per inquadrare il materiale nuovo, diremo anzitutto che quello 
pubblicato dal Cagno comprendeva : a) i laureati in Utroque Jure 
dal 1548 al 1729 ; b) gli iscritti alle varie facolti dal 1813a! 1870 ; 
c) gli iscritti (esclusi i fuori corso) e i laureati dal 1870 al 1930. 

Dalla pubblicazione dello Spano risulta (oltre i dati gi& pub¬ 
blicati dal Cagno : a) il numero complessivo degli iscritti dal 1789 


dell' Vniversitd di Roma attraverso il tempo dal XVI secolo ai giorni noslri, 
in « Metron », vol. IX, n. 3-4. Cfr. anche G. Lucatello, La popolazione studen- 
tesca deW Universitd di Grenoble, in « Metron », Vol. XI, n. 2. Questi studi intra- 
presi, come il presente, per suggerimento del Prof. Corrado Gini, come Diret¬ 
tore dell’Istituto di Statistica deirUniversita di Padova, prima, e di quello della 
Universitd di Roma, poi, costituiscono l’inizio di attuazione di una pid vasta 
scrie di ricerche sulla popolazione studentesca dei vari paesi del mondo. 

(1) G. Cagno, cit. 

(2) N. Spano, L* Universitd di Roma. Casa Editrice « Mediterranea », 
Roma, 1935. 
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al 1812 e dal 1930 al 1934 ; b) il numero complessivo dei lau- 
reati dal 1831 al 1869 e dal 1930 al 1933. 

I nostri dati comprendono : a) gli iscritti alle varie facolta 
dal 1753 al 1773 ; b) le matricole dal 1788 al 1792 ; c) le lauree 
e gli altri gradi accademici per le varie facolta : dal 1827 al 1840 
per la facolta giuridica e medica, dal 1832 al 1841 per la facolta 
filosofico-matematica, dal 1833 al 1841 per la facolta teologica. 

Diciamo subito che i dati relativi alle «matricole » hanno 
indubbiamente lo stesso carattere di quelli degli iscritti ; questo 
deduciamo dall'esame di tali dati che mostra un ammontare di 
studenti simile a quello del periodo precedente da noi considerato 
e di quello successive considerato dal Cagno. Non v'e quindi dub- 
bio che la dizione di « matricole » avesse il significato generico di 
«iscritti » (1). 

I dati relativi agli iscritti (compresi quelli delle matricole) 
possono utilmente venire inseriti in quelli del Cagno, poiche da 
essi risulta (come da quelli del Cagno) sia l’appartenenza alle varie 
facolta, sia la provenienza degli studenti. 

Per quanto riguarda, invece, i dati sui laureati, non crediamo 
opportuno inserirli in quelli gia pubblicati e ci limitiamo a riportarli 
(tav. XI), senza fame oggetto di considerazioni di sorta, in quanto 
essi non si riferiscono all'anno in cui fu conseguita la laurea, bensl 
all'anno in cui fu spedito il diploma. 

2. — Esula dai limiti imposti al nostro studio una sia pur som- 
maria trattazione delle vicende storiche dell'Ateneo romano (2). 
£ pero necessario ad esse continuamente richiamarci per illustrare 
lo sviluppo della popolazionc studentesca dello Studium Urbis 
e per ricercare in esse le cause delle sue variazioni. 

Per continuity di esposizione e per facilitare al lettore la visione 


(1) A pierui conferma della nostra intcrprctazionc. sta la notizia ri- 
portata dallo Spano, op. cit. pag. 52) di una disposizione del Rettore Mons. 
Luigi Costantini (1788), sccondo la quale tutti gli studenti dovevano venire 
iscritti in una « matricola * che altro non era se non un registro dal quale 
risultavano tuti gli alunni iscritti all*University e che poteva considerarsi 
come una specie di libretto di frequenza. 

(2) Si sono ampiamentc occupati della storia dello Studio romano il 
Carafa (De Gymnasia Romano , Romae, 1751), in seguito il Renazzi (Storia 
dell* Universitd degli Studi di Roma, Roma, 1803-1806) c, reccntcmento, lo Spano 
(op.*cit.). 



96 


comprensiva dell'andamento che presenta la popolazione studen- 
tesca del nostro Ateneo, comprenderemo nella nostra illustrazione 
tutto il materiale disponibile (v. grafico I). Ci atterremo, nel 
commento, all'esame obiettivo dei dati, ma tale esame limiteremo 
airandamento generale, evitando di soffermarci sulle eventuali 
variazioni accidentali, che possono facilmente trarre in inganno. 

Purtroppo, nulla ci e dato sapere sulla popolazione studafite- 
sca nei primi due secoli di vita dello Studio romano. Quando Bo¬ 
nifacio VIII lo fondo il 20 aprile 1303, la cultura era ancora, a Roma, 
retaggio quasi esclusivo degli ecclesiastici che studiavano le. di¬ 
scipline sacre e le lettere nella « Schola Palatina » o « Universitas 
Romanae Curiae » che Onorio III, agli inizi del sec. XIII, sembra 
avesse fondato o almcno riorganizzato. Con Tapertura dello « Stu¬ 
dio Generale » si inizia quindi una nuova era per la diffusione 
della cultura, sopratutto fra i laici, anch’essi ammessi a far parte 
dello Studio. La mancanza di dati non ci perinette perd di stabilire 
con quale favore fosse accolta Pilluminata iniziativa del grande 
Pontefice. Le penose vicende della Corte Pontificia in quel periodo 
dovettero pero indubbiamente favorire lo sviluppo dello Studio — 
sopratutto in vista del fatto che il trasferimento della Curia in 
Avignone privo Roma della « Schola Palatina » — se gia nel 1318’ 
Giovanni XXII concedeva ad esso la facolta di conferire gradi 
accademici in diritto canonico e civile. Ma non sempre gli avveni- 
menti politici dovevano beneficamente influire sullo sviluppo del* 
PUniversity : gli scismi e le lotte politiche obbligarpno i Pontefici 
a cure assai piu gravi e LArchiginnasio decadde fmo al punto da 
venir chiuso piu di una volta e per periodi anche lunghi. Ma l'Uma- 
nesimo e il Rinascimento non potevano mancare di farlo rifiorire. 
Infatti, lo Studio, riaperto nel 1406 da Innocenzo VII, dopo un 
altro breve periodo di decadenza, in seguito alle riforme di Euge¬ 
nio IV (1) risorge a nuova vita; vi sono maestri, illustri umanisti, 
da Poggio Bracciolini a Lorenzo Valla, da Flavio Biondo a Pom- 
ponio Leto e a Francesco Filelfo. 

(1) Sulla chiusura dell’Ateneo e sulla sua successiva riapertura da parte 
di Innocenzo VII c poi di Eugenio IV, sono d’accordo i piu ; questa opi- 
nione della maggior parte degli storici e pero confutata dal Valentini (R. 
Valenti ni, Studium Urbis, in « Archivio della R. Deputazione Romana 
di Storia Patria », vol. II, nuova serie, 1936), il quale giustifica lc sue asser. 
zioni con documenti degni di considcrazione. * 




gr.ifico It' ordinate sotio proporzionali ai logaritmi dei numcri anziche ;d numeri degli studenti 
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Se lo Studio fiorl durante tutto il secolo, il periodo di massimo 
splendore fu sotto il pontificato di Leone X. Seppure nessuna no- 
tizia ci 6 dato conoscere circa Tentita numerica della popolazione 
studentesca di questo periodo, e certo pero che essa aveva dovuto 
sublre un notevole aumento se, in una costituzione pubblicata nel 
1514, Leone X, con coscienza ed orgoglio profondamente romani, 
dice : «perch& l’Urbe cosi nelle lettere come nelle altre cose fosse 
capitale di tutto il mondo, e avvenuto che, nell'anno precedente, 
primo del nostro Pontificato, affluisse nella nostra citta un numero 
cosl grande di studenti che gia sembra il Ginnasio romano dover 
facilmente ottenere il primato su tutti gli altri d'ltalia » (1). Le 
molteplici benemerenze del Pontefice umanista e il suo illuminato 
mecenatismo anche nei riguardi dello Studio romano furono tali 
che questo fu da alcuni chiamato TArchiginnasio Leoniano. 

Ma le previsioni di Leone X non dovevano avverarsi, che 
la poca cura dei suoi successori e gli avvenimenti politici fecero 
decadere la « Sapienza » (e a quest'epoca che risale la denomi- 
nazione ancor oggi familiare alia nostra Universita) e, col Sacco 
di Roma, l'Ateneo fu addirittura chiuso. 

Kiaperto da Paolo III, che ne nomino « protettore » il nipote 
Alessandro Farnese, lo Studio rifiori : particolare impulso fu dato 
alle scienze sperimentali, e delle provvidenze del Pontefice si av- 
vantaggio in special modo la Scuola medica, sopratutto per Tim- 
portanza data ai nascenti studi di anatomia. 

A questo punto cominciano i primi dati : quelli dei laureati 
in Utroque Jure , pubblicati dal Cagno (2). 

Il numero dei laureati si aggira, seppure con notevoli oscilla- 
zioni tra i 40 e i 50 ogni anno, fino al 1572-73. In seguito, si verifica 
un sensibile aumento, dovuto, presumibilmente, alle cure che al- 
TAteneo prodigo Gregorio XIII ; si deve infatti a questo Ponte¬ 
fice Tistituzione della cattedra di diritto criminale, il permesso 
dato ai neo-dottori di dare relazione dei loro studi personali, come 
pure il diritto loro riconosciuto di insegnare pubblicamente con 
la rimunerazione di 25 scudi alLanno, previa autorizzazione del 
Collegio dei Cardinali protettori e del Rettore. 

L'incremento nel numero dei laureati si mantiene per tutto il 
secolo, salvo forti flessioni in qualche anno, come — ad esempio — 

(1) Cfr. N. Spano, op. cit., pag. 18. 

(2) Cfr. G. Cagno, eit., tav. I, pag. 168. 
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nel 1594-95 e nel 1597-98, in cui i laureati scendono rispettivamente 
a 32 e a 51. Queste cifre sono pero con probability inesatte o per 
lo meno dubbie in quanto il Cagno le ha messe tra parentesi, senza 
pero spiegare il significato della parentesi che noi — in mancanza 
di una spiegazione e in vista del sintomatico basso valore delle 
cifre — interpretiamo come indicazione di poca sicurezza dei dati. 

I dati disponibili, riferendosi ai soli laureati in Utroque Jure , 
non permettono conclusioni definitive, ma pur tuttavia lo svi- 
luppo deirUniversita neirultimo trentennio del sec. XVI sembra 
indubbio (1). 

Ne poteva tale sviluppo mancare se si pensi da un lato alle 
cure prodigate airAteneo dai Pontefici, dall'altro alia presenza 
di illustri maestri quali Paolo Giovio, Tommaso Inghirami, Pom- 
peo Ugonio e Aldo Manuzio, e, nel campo delle scienze, Tommaso 
Giannozzi, Girolamo Fracastoro, Bartolomeo Eustachio, Andrea 
Cesalpino e Nicolo Copernico. 

Nella prima meta del sec. XVII, il numero dei laureati si 
mantiene alto, salvo in qualche anno, in cui la diminuzione va pro- 
babilmente attribuita a condizioni particolari e contingenti, che 
non alterano pero la regolarita generale delPandamento. Una di¬ 
minuzione sensibile si comincia a notare, invece, intorno al 1644-45 
e persiste, seppure con una relativa ripresa negli anni 1645-46 e 
1646-47, fino al 1650 ; il Cagno spiega la cifra di 76, relativa al- 
l’anno 1648-49, con la possibility di una pestilenza importata dai 
profughi siciliani e napoletani in seguito aU’insurrezione di Masa- 
niello, ma il fatto che la diminuzione si fosse iniziata gi<i quattro 
anni prima fa pensare che essa sia piuttosto dovuta — almeno 
in parte — a cause preesistenti, probabilmente in rapporto con le 
vicende politiche : la diminuzione e infatti conseguenza princi- 
palmente del minor numero di studenti provenienti dallTtalia 
Meridionale (2). Questa minore affluenza di studenti meridionali 
pud forse essere attribuita alio stato di depressione economica e 
spirituale in cui si trovavano quelle popolazioni soggette alia Spa- 
gna, e che diede poi luogo alle insurrezioni di Napoli e di Messina. 


(1) Di versa sembra l’opinione del Cagno, a quanto si puo cledurre da 
qualche sua vaga osservazionc in proposito ; ma l’osservazione appare rica- 
vata piu daU’esame singolo di qualche anno che da una visione complessiva 
del fenomeno. Cfr. G. Cagno, cit., pag. 157. 

(2) Cfr. G. Cagno, cit., tav. II, pagg, 173-4. 
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Dopo un quinquennio di ripresa, il numero dei laureati scende 
a 8 nel 1655-56, in conseguenza di una gravissima pestilenza che, 
come lo stesso Segretario dello Studium avverte in una nota che 
il Cagno riporta, costrinse alia chiusura deirAteneo. Le conseguenze 
deirepidemia dovettero farsi risen tire a lungo, perche, anche nei 
due anni successivi, i laureati sono relativamente pochi (rispetti- 
vamente 64 e 89) e solo nel 1658-59 il loro numero torna al livello 
normale e si mantiene tale per tutto il resto del secolo ; sensibili 
diminuzioni si notano sporadicamente in qualche anno (1673-74 ; 
1675-76 ; 1683-84), diminuzioni che potrebbero essere del tutto 
accidentali, ma che potrebbero anche essere collegate a particolari 
condizioni politiche, giacche esse generalmente risultano da una 
diminuzione nella percentuale sia — talvolta — di studenti esteri, 
sia — tal altra — di studenti nazionali extra-laziali e in particolare 
provenienti dairitalia Settentrionale. 

Particolare attenzionc richiama invece la fortissima diminu¬ 
zione del 1688-89, anno in cui il numero dei laureati scende a 68, 
da 135 che era ncll'anno precedente ; dopo questo anno c’e una 
lacuna nei dati, che mancano per un decennio, fino, cioe, alia fine 
del secolo. Siamo all’epoca del Pontificato di Innocenzo XII che 
trov6 l’Ateneo romano in fase di decadenza, nonostante che nel 
1660 la nuova sede della « Sapienza » — solo allora ultimata dopo 
un secolo e mezzo di lavori — fosse stata solennemente inaugu- 
rata da Alessandro VII. Ma, neirintervallo, le cure dei Pontefici 
per PAteneo si erano sempre piu affievolite, tanto che questo 
decadeva lentamente ma progressivamente, ad eccezione forse 
della Scuola Medica, illustrata da docenti quali Marcello Malpighi 
e Giovanni Maria Lancisi. Verso la fine del secolo, la decadenza si 
accentua e, come si e visto, nel 1688 comincia a risentirne forte- 
mente anche il numero dei laureati. Ne la mancanza di dati per gli 
anni successivi crediamo sia da attribuirsi con certezza alio smarri- 
mento dei registri : grande doveva essere la disorganizzazione del 
servizio di segreteria e minimo il numero dei laureati, ne e da esclu- 
dersi che questi siano perfino, in qualche anno, venuti a mancare, 
che lo Studio era giunto a tale decadenza che Innocenzo XII fu 
sul punto di cederlo agli Scolopi, perch& ne facessero una scuola 
elementare gratuita per i figli del popolo. Fortunatamente questo 
malaugurato proposito non fu attuato, in grazia delle giustificate 
e vigorose proteste mosse contro di esso, che valsero a dissuadere 
il Pontefice. Ouesti, anzi, mutato disegno, si preoccupo di riformare 
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Tordinamento universitario e di ovviare a He cause della decadenza 
deirArchiginnasio. Le riforme furono progettate dal Cardinal 
Spinola, nominato Camerlengo, il quale le attuo energicamente. 
Tali riforme non dovrebbero aver mancato il loro effetto, almeno 
da quanto si pud dedurre da una Memoria deirepoca dove £ detto 
che lo Studio « nel breve spazio di cinque anni erasi rimesso in 
prestigio, veggendosi le centinaia e centinaia di scolari non solo 
delle citta circonvicine, ma ancora degli Studi piu rinomati dTtalia 
e di fuori, frequentarlo giornalmente » (i). Se pero ci riferiamo ai 
dati dei laureati in Utroque Jure, essi non sembrano confermare 
Tasserzione deiranonimo autore della Memoria. Se, infatti, nei pri- 
missimi anni del secolo si nota una ripresa nel numero dei laureati, 
questo presto diminuisce nuovamente e, fino al 1728-29, anno in 
cui si arrestano i dati, solo eccezionalmentc supera i 100. 

Cio e probabilmente da attribuirsi a cause di vario ordine. 
Innanzi tutto e probabile che «le centinaia e centinaia di scolari », 
ai quali allude TAnonimo, fossero in gran parte studenti che abbiano 
frequentato lo Studio romano senza poi avervi conseguito la laurea. 
In secondo luogo non e improbabile che la Scuola legale — quell a 
appunto alia quale si riferiscono i dati dei laureati — avesse 
meno risentito del beneficio della tanto lodata riforma dello Spi¬ 
nola. Questa seconda supposizione non parrebbe a prima vista 
accettabile, che Clemente XI, al quale si deve di aver compiuto, 
sempre con Tausilio dello Spinola, le riforme iniziate da Innocenzo 
XII, euro sopratutto la facolta di giurisprudenza. Bisogna pero 
tener presente un altro fatto : i Gesuiti avevano istituito una cat- 
tedra di diritto canonico, tanto frequentata da far si che — ap¬ 
punto in quegli anni — sorgesse una controversia tra il Collegio 
Romano e TUniversit^, la quale ultima sosteneva di avere essa 
esclusivamente il diritto di tenere tale insegnamento, diritto che le 
fu effettivamente riconosciuto dal tribunale della Camera Aposto- 
lica e della Sacra Rota. La concorrenza che i Gesuiti facevano 
alio Studio pud forse dunque aver bilanciato — per quanto si ri- 
ferisce alia Scuola legale — gli effetti della riforma. 

Poichd, pero, gli studenti di giurisprudenza costituivano la 
percentuale maggiore, se questi, anzichd aumentare, mostrano 
piuttosto in questo periodo tendenza alia diminuzione (sia o meno 


(1) Memoria e memoriale a Clemente XI intorno alio stato antico e moderno 
dello Studio dellaSapienza di Roma, riportata anche dallo Spano, op.cit., pag. 42. 
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questa da attribuirsi alia concorrenza dci Gesuiti) non rimane 
altro che concludere che l'aumentata frequenza di allievi dello 
Studio fosse in massima parte dovuta a studenti che non si siano 
poi presso di esso addottorati. Questo — s'intende — qualora si 
accettino senza riserve le asserzioni deirAnonimo. 

3. — A questo punto, come si e detto, cessano i dati del Cagno. 

Per il ventennio 1753-1773 abbiamo i nostri dati (tav. I), 
dai quali risultano gli iscritti alle cinque Scuole : legale, medica, 
teologica, filosofico-matematica e di lingue. 

Siamo nel periodo che va dalla fine del pontificato di Benedetto 
XIV alia fine di quello di Clemente XIV : l'Universita dovrebbe 
dunque essere in pieno fiorire, dopo le nuove riforme del Cardinal 
Lambertini. Non e possibile fare confronti con periodi precedenti 
per i quali non abbiamo dati sugli iscritti, ma, se si consideri che 
in questo ventennio il loro numero si aggira intorno ad una media 
di 185, con un minimo di 90 nel 1754-55 ed un massimo di 244 nel 
1760-61, dobbiamo concludere che la popolazione studentesca 
dell’Ateneo non doveva certo essere aumentata di molto. Infatti, 
nel primo trentennio del secolo, nel quale — abbiamo visto — ■ il 
numero dei laureati era pure sensibilmente diminuito rispetto 
al secolo precedente, questo non e mai sceso al disotto dei 50 ed ha 
in qualche anno superato i 100, aggirandosi intorno ad una media 
di 80. Ora, pare certo alquanto strano che i laureati di una sola 
facolta, seppure la piu frequentata, possano raggiungere 1/3 del 
totale degli iscritti. Il numero medio di iscritti di questo ventennio 
e dunque presumibilmente inferiore a quello che lo Studio doveva 
contare nel primo trentennio del secolo. Si dovrebbe quindi con¬ 
cludere — con tutte le riserve che, in argomento di statistica sto- 
rica, non sono mai troppe — che, nonostante le lodevoli e ripetute 
riforme, PAteneo non si fosse di molto avvantaggiato per quello 
che si riferisce all’entita numerica della massa studentesca. 

Ulteriori dati sulla popolazione studentesca di questo periodo 
sono i nostri sulle «matricole», i quali vanno dal 1788-89 al 
1792-93 (tav. II). Anche lo Spano riporta i dati della popolazione 
studentesca a partire dal 1789-90 (1) ; nei quattro anni comuni 
ai dati dello Spano e ai nostri si nota una qualche differenza nei 
valori, differenza perd di poca entita. Continuando Tesame sui dati 

(1) Ofr. X. Si’axo. op. cit.. pag. 31 3. segg. 
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da noi raccolti e, in seguito, su quelli dello Spano, notiamo come, 
in complesso, F ultimo decennio del secolo ci mostri un numero di 
studenti piu elevato di quello dei periodi precedentemente consi- 
derati : delle vicende politiche cosl poco favorevoli alia Corte Pon- 
tificia non ha dunque risentito l’andamento deirAteneo. Soltanto 
nel 1797 si comincia a notare un decremento nel numero degli 
studenti : questo continua nelFanno seguente e si accentua nel 
3:798-99 ; la diminuzione, che s’inizia, dunque, Fanno della procla- 
mazione della Repubblica Cisalpina, diviene piu sensibile quando 
anche Roma, occupata dai Francesi, viene proclamata Repubblica, 
e il Papa esiliato. La vita della Repubblica e breve ; i successivi 
rapidi sconvolgimenti politici obbligano alia chiusura dell'Ateneo, 
che viene poi riaperto da Pio VII il 26 novembre 1801 e riprende 
rapidamente vita. Le successive vicende di Roma e la sua annes- 
sione alFImpero Francese si fanno si risentire sul numero degli 
iscritti all’Universita, ma non in misura note vole, forse perche 
Fincertezza politica era bilanciata dagli opportuni provvedimenti 
presi dal Governo repubblicano per uniformare Fordinamento 
delFAteneo romano a quello delle altre Universita dell'Impero. 

Quando, nel 1814, tramonta Fastro napoleonico, la popola- 
zione studentesca delFArchiginnasio ammonta a 226 iscritti (1). 

4. — Da questo momento si inizia un nuovo periodo storico 
per FItalia e quindi anche la vita dello Studio romano muta il suo 
ritmo. D’ora innanzi, il numero degli studenti inizia un'ascesa 
che puo considerarsi costante, se si eccettuino brevissimi periodi 
di arresto o di rallentamento in conseguenza di contingenti condi- 
zioni politiche ; tale ascesa, assai lenta in un primo tempo, inter- 
rotta negli anni immediatamente precedenti alia costituzionc del 
Regno d*Italia, riprende poi, dopo il 1870, e continua fino ai nostri 
giorni con ritmo sempre piu accelerato. 

Ma torniamo a seguire i dati nel loro ordine cronologico. 

Pio VII, oltre alFistituzione della Scuola degli Ingegneri, 
aumentb le cattedre portandole a 46 e, successivamente, provvide 
ad un riordinamento generale degli studi, proposto ed attuato 
dal Cardinal Consalvi. Seppure il nuovo ordinamento risentisse 
delFinevitabile spirito reazionario, che in tutto lo Stato Pontificio 
si diffuse dopo il primo afflusso di idee liberali importate nel pe- 


(1) Cfr. C». Caono, taw IV, pag. 186; N. Spano, op. cit., pag. 313. 
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riodo napoleonico, non puo certo dirsi che il Consalvi mancasse 
di comprendere le nuove necessita didattiche determinate dall'evo- 
luzione dei tempi, almeno per quel tanto che esse potevano armoniz- 
zarsi colla riaffermazione della supremazia della religione cattolica 
romana. E —in effetti —il numero degli iscritti mostra, nonostante 
qualche oscillazione, tendenza airaumento dal 1814 al 1824, 
anno in cui raggiunge i 300. 

Ma applicazione piena la riforma del Consalvi trovo soltanto 
sotto Leone XII, il quale, deciso a combattere con ogni severita 
il pericolo che le nuove idee poco ortodosse presentavano per lo 
Stato della Chiesa pose tutte le Universita Pontificie (1), oltre 
che le altre scuole pubbliche e private, sotto l’assoluto e diretto 
controllo della Congregazione degli Studi. Forse a questo accen- 
tuato rigore reazionario e dovuta la note vole diminuzione che si 
nota nel numero degli studenti nel 1824-25 (235 contro 300 del- 
l’anno precedente). Ma poco duro Teffetto sfavorevole della ri¬ 
forma Leoniana — la quale, del resto, aveva anche molto di buono 
— se gia nel 182O-27 gli iscritti sono risaliti a 319 e il loro numero 
continua negli anni seguenti a crescere con sensibile regolariti. 
Ne turbano l'asccsa i provvedimenti severissimi di Gregorio XVI, 
che vedeva neirUniversita uno dei piu pericolosi centri di diffu- 
sione delle nuove idee che ormai cominciavano sempre piu sensi- 
bilmente a farsi strada in Italia. 

Con 1 ’elezione di Pio IX, cessa il periodo reazionario e gli stu¬ 
denti entrano palesemente nella lotta politica : la diminuzione che 
si verifiea nel loro numero in questo periodo 6 facilmente spiegabile 
con le gloriose lotte del nostro Risorgimento, alle quali i giovani 
parteciparono con un ardore che non ha bisogno di illustrazioni, 
e in particolare col fatto che le battaglie per Tlndipendenza, che 
si combattevano in tutta Italia, diminuirono Taffluenza a Roma dei 
giovani di altre regioni, piu preoccupati di contribute col loro 
sacrificio alia grande Causa che di affollare le aule universitarie. 
Intanto, Pio IX, pentitosi della sua primitiva politica, torna alia 
reazione e il numero degli studenti diminuisce ancora, fino a ri- 

(1) Le Universita Pontificie erano allora sette. due primarie : Roma 
c Bologna (la cui fondazionc risalc al see. XI) e cinque secondarie : Ferrara 
(fondata nel 1391). Canunno (fondata nel 1727), Perugia (fondata nel 
1308), Macerata (fondata nel 15.40), Fermo e infine Urbino (fondata nel 
1671 e ricostituita nel 182O). 
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dursi a 363 nel 1852-53, livello pari a quello di un ventennio prima. 
Ma breve 4 la sosta, che lo sviluppo dell'Ateneo riprende subito 
e questo, raggiunti nuovamente i 500 iscritti nel 1857, giunge a 
contarne il doppio dopo soli died anni. 

5. — Siamo ormai al 1870 (1) : i primi anni dopo l’annessione 
di Roma al Regno d’Italia sono anni di assestamento n& deve 
destar meraviglia se gli studenti diminuiscono. Chiusa la Facolta 
di Teologia, per « sdopero » dei professori, venuta — almeno in 
gran parte — a mancare al nostro Ateneo tutta la massa degli 
ecdesiastid, che aveva costituito, sot to il dominio dei Papi, una 
percentuale certo non trascurabile della popolazione studentesca, 
inevitabilmente doveva — in un primo tempo — verificarsi una 
diminuzione. 

Ma la diminuzione fu di breve durata e ben presto gli studenti 
crebbero in una proporzione sempre maggiore : 1043 gia nel 1882-83 
2210 dopo soli dodici anni, essi hanno toccato cifre sempre piu 
alte e, con una evidente regolarita nel ritmo di accrescimcnto, 
solo turbata dagli sbalzi dovuti all’influenza esercitata dalla guerra 
mondiale, hanno raggiunto nel 1934-35 il ragguardevole numero 
di 7488, mentre le cifre provvisorie per il 1935-36 danno un am- 
montare di iscritti di 7743 (2). 

Concludendo, possiamo affermare che il glorioso Ateneo ro- 
mano, nonostante che periodi di oscurita si siano alternati a pe- 
riodi di splendore. ha sempre resistito anche alle piu avverse vi- 
cende politiche e si e rapidamente risollevato dopo i brevi momenti 
di decadenza ; esso, rinato a nuova vita con Roma capitale d’ltalia, 
ha ormai conquistato un indiscusso primato sulle altre Universita 
italiane. 


(1) Cfr. G. Caono, cit., tav. VIII, pag. 196. 

(2) Giacch£ il Cagno aveva sempre cscluso dal totale degli studenti 
quelli appartenenti alia Scuola di Ingegneria, all’Istituto Superiore di 
Scienze Economiche e Commcrciali c all’Istituto Superiore di Magistero, 
anche la cifra relativa agli studenti del 1935-36 e stata da noi calcolata 
con gli stessi criteri, c questo per comparability del dato con i precedenti. 
Ma col nuovo ordinamento universitario (entrato in vigore nel 1935-36) 
anche questi tre istituti superiori sono entrati a far parte dell’University 
si che, oggi, il numero complessivo dei suoi iscritti 6 di ben 11.437, cifra di 
gran lunga superiore a quella di tutte le altre Universita d'Italia. 



6 . — Indubbiamente, lo sviluppo della popolazione studen- 
tesca dello Studium Urbis ha segulto lo sviluppo della popola¬ 
zione di Roma. 

Vediamo come il numero degli studenti sia correlato con l’in- 
cremento demografico deirUrbe. 

Tralasciando il periodo per il quale abbiamo soltanto il nu¬ 
mero dei laureati, abbiamo calcolato il coefficiente di correlazione 
tra la popolazione di Roma (i) e il numero degli iscritti all’Uni- 
versita, separatamente per il periodo 1756-1870 e per quello 
1870-1930. Il coefficiente e risultato, per gli anni 1756-1870= 0.633, 
valore dunquc abbastanza rilevante ; massima poi e la correlazione 
nel periodo 1870-1930, nol quale l’indice risulta = 0.988, qualora 
si tenga conto di tutti gli studenti, e = 0.995, qualora si consi- 
derino i soli studenti del Lazio. 

7. — Terminato cosi resame sommario dell’andamento gene- 
rale del numero degli studenti, veniamo a considerare qualche 
caratteristica della popolazione! studentesca dell'Ateneo romano. 

Sulla distribuzione degli studenti secondo le varie facolta, 
poco si pud osservare. I primi dati die ci permettano un tale esame 
sono quelli che si riferiscono al ventennio 1753-1773 (tav. III). 
Essi ci mostrano una costantc e netta prevalenza della facolta 
giuridica, i cui studenti non rappresentano mai menu del 70 % 
e superano spesso l’8o % del totale. La facolta di medicina puo 
considerarsi al secondo posto ; per lo piu pero essa sta alia pari 
di quella di teologia e in qualche anno ne e anzi superata. Scar- 
samente popolata invece quella filosofico-matematica e ancora 
meno quella di lingue. 

Gia negli anni 1788-92 (tav. IV) la distribuzione per facolta e 
mutata : figura sempre al primo posto la giurisprudenza, ma con 
percentuali assai piu basse ; 'sensibilmente maggiore risulta invece 
la frequenza nella facoltA di medicina — e sopratutto in quella di 
filosofia ed arti (2), che prevale sulla teologica (3) — ed aumentata 

(1) I dati sulla popolazione cli Roma sono stati tratti — per il periodo 
anteriore al 1870 — dalla Monografia della cittcl di Roma e della Campagna 
Romana, pubblicata a cura della Dircz. della Statistica Generate del Mini- 
stero dell’Agricoltura. nel 1881. Vedi. in particolarc, vol. II, pagg. 353-56. 

(2) Questa Scuola di « Filosofia ed Arti », cosi denominata nel 1788, 
corrisponde alia prccedente Scuola « Filosofico-Matcmatica ». 

(3) La Scuola teologica aveva, ora, assunto il nome di « Materie Sacre ». 
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pure nella facolta. di lingue. In complesso, in questi anni, la massa 
degli studenti risulta — in confronto al periodo precedentemente 
considerato — assai meno disugualmente distribuita tra le varie fa¬ 
colta. Cio e forse conseguenza del piu razionale ordinamento delle 
Scuole, dovuto alle riforme di Mons. Costantini, confermate da 
Pio VI nel 1788. 

Nel secolo seguente (1), fino al 1870, la distribuzione non ap- 
pare mutata, salvo una piu accentuata decadenza della facolti 
di teologia, le cui percentuali scendono ora al disotto anche di 
quelle della facolta di lingue ; essa e ormai Tultima per frequenza 
di iscritti. Anche la nuova Scuola di Farmacia, seppure poco fre- 
quentata, conta, infatti, in quasi tutti gli anni, un numero di 
studenti superiore a quello della facolta teologica. 

Dopo la costituzione del Regno d'ltalia, troviamo che la distri¬ 
buzione degli studenti secondo le Facolta non e — in complesso — 
variata (2) : infatti, le percentuali maggiori si riscontrano ancora 
per la Facolta di Giurisprudenza, segue quella di Medicina e quindi 
quella di Scienze (Scienze Naturali, Matematica e Fisica, biennio 
propedeutico d'Ingegneria) la quale puo grosso modo considerarsi 
la continuazione della Scuola filosofico-matematica. A distanza 
note vole seguono la Facolta di Lettere (l’antica Scuola di Lin¬ 
gue, scbbene, qui, la differenza sia piu radicale) e infine quella di 
Chimica-farmacia. 

8. — Piu interessante e resame della distribuzione degli stu¬ 
denti secondo la loro provenienza. 

Vediamo quale appare questa distribuzione per i laureati 
in Utroque Jure di cui ai dati del Cagno (3). 

Naturalmente, ITtalia Centrale e quella che da maggior con¬ 
tribute alia popolazione studentesca dell’Ateneo, costituendone, 
salvo rarissime eccezioni, oltre il 50%. Tra gli studenti dellTtalia 
Centrale prevalgono i Laziali, ma tutt’altro che trascurabile & 
il numero degli extra-laziali. £ ovvio che la maggior affluenza si 

(1) Nel periodo 1793-1813, resame non e possibile, in quanto i dati 
(pubblicati dallo Spano) riguardano esclusivamente il totale degli iscritti 
e non permettono quindi la classificazione secondo la provenienza. Prose- 
guiamo quindi resame sui dati degli iscritti riportati dal Cagno e relativi 
agli anni 1813-1870 : Cfr. G. Cagno, cit., tav. VI, pag. 190. 

(2) Cfr. G. Cagno, cit., tav. XVII, pag. 212. 

(3) Ibidem, tav. Ill, pag. 178. 
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riscontri da quelle regioni che appartenevano alio Stato Pontificio 
tanto che — tenuto conto di questo fatto — le percentuali dei lau- 
reati deiritalia Centrale, in confronto con quelle, pure assai alte, 
relative all'Italia Meridionale non sembrano eccessivamente ele¬ 
vate. Questo trova forse una giustificazione nel fatto che lo 
Stato Pontificio contava neir Italia Centrale — come gia abbiamo 
visto (i) — altre quattro Universita (Camerino, Perugia, Macerata e 
Fermo), esclusa quella di Urbino, che non ebbe vita continuativa. 
Queste Universita, seppure di importanza assai minore in con¬ 
fronto alio Studio di Roma, dovevano necessariamente diminuire 
Tintensita delPaffluenza degli studenti all'Ateneo romano. 

Notevolissima & la frequenza di studenti meridionali, spiega- 
bile, sia con lo scarso numero e la deficiente organizzazione delle 
Universita locali (2), sia anche con la maggiore vicinanza c facility 
di comunicazioni del Sud con Roma. 

Molto scarsa, invece,la percentuale di studenti settentrionali, 
nonostante che gran parte deirEmilia fosse soggetta alio Stato 
Pontificio. Ma, certamente, le Universita pontificie di Bologna e 
Ferrara (3) — e sopratutto la prima, primogenita e celeberrima 
tra le Universita europee — dovevano assorbire la massima parte 
della popolazione studentesca di quella regione, Pmentre, d’altro 
lato, Tantichissimo e fiorente Studio di Padova, costituiva il cen- 
tro d’attrazione di tutta la restante Italia Settentrionale. 

Gran parte delle osservazioni finora fatte sembrano pero per- 
dere ogni valore quando si esamini la provenienza degli studenti 
iscritti al nostro Ateneo nel ventennio 1753-73 e nel quinquennio 
1788-92 (taw. V-VIII). Infatti, qui, le percentuali relative aldtalia 
Centrale sono sensibilmente piu alte (mai inferiori al 70 %, rag- 
giungono e superano in qualche anno T8o %) ; notevolmente piu 

(1) Vedi nota 1 a pug. 103. 

(2) A qucircpoca csislcvano noil’Italia Meridionale soltanto tre Uni¬ 
versita : quella di Napoli (fondata come Studium generate da Federico 
II nel 1224) e, in Sicilia, quella di Catania (fondata da Alfonso d'Aragona 
nel 1434 e confcrmata con una bolla di Eugenio IV nel 1444) e quella di 
Messina (fondata da Paolo III nel 1548) ; queste Universita e special- 
mente quella di Napoli — la piti importante — lasciavano molto a deside- 
rare nei riguardi della loro organizzazione. V. L* University di Napoli , 
Ricciardi. Napoli, 1924. 

(3) Bisogna, in ogni modo, tener presente che i nostri dati cominciano 
nel 1548, mentre parte dell’Emilia, tra cui Ferrara, passo sotto la completa 
giurisdizione dcllo Stato Pontificio solo alia fine del sec. XVI. 
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basse invece quelle degli studenti deir Italia Meridionale. Soltanto 
per gli studenti settentrionali puo dirsi che la loro proporzione sia 
rimasta, in media, invariata. 

Potrebbe affacciarsi il dubbio che la piu bassa proporzione 
che si nota per i laureati dell’Italia Centrale nei dati piu sopra esa- 
minati, in confronto di quella che presentano invece gli iscritti di 
questo periodo, sia da attribuirsi al fatto che gli studenti dell* Italia 
Centrale impiegassero un maggior numero di anni per compiere i 
loro studi. E Tosservazione sarebbe tutt’altro che inammissibile : 
non 6 illogico supporre che esista una maggiore selezione preventiva 
negli dementi forestieri che non in quelli locali, sopratutto quando 
si tenga conto del fatto che si tratta di epoca in cui le comunica- 
zioni erano tutt’altro che agevoli e che quindi chi si accingeva a 
compiere gli studi fuori della propria citta e spesso anzi fuori del 
proprio Stato doveva avere serie intenzioni di lavoro (i). 

Non ci e possibile stabilire, per mancanza di materiale, se le 
variazioni riscontrate nella distribuzione regionale dei laureati 
del periodo 1548-1729 rispetto agli iscritti del periodo 1753-93 
siano presumibilmente da attribuirsi al fattore sopra accennato 
o non piuttosto a variazioni effettive verificatesi nella proporzione 
degli studenti provenienti dalle diverse parti d’ltalia. L’unica 
possibile pietra di paragone e data dai dati sui laureati che abbiamo 
del periodo 1827-41, periodo non troppo lontano da quello in esame. 
Questi dati perd, come si e detto, non sono attendibili, in quanto 
si riferiscono agli anni di spedizione del diploma. Ma nostro scopo 
e, qui, soltanto di stabilire se la variazione nella distribuzione re¬ 
gionale degli studenti si verifichi anche per i laureati e per tale 
scopo il materiale e utilizzabile e ci mostra come — effettivamente 
— anche nei laureati si noti un’altissima percentuale per 1’Italia 
Centrale, mentre assai bassa e quella per T Italia Meridionale. 
Sembra percio da escludersi che le variazioni riscontrate nei dati 
degli iscritti del periodo 1753-93 siano da attribuirsi, almeno in 
misura preponderante, ad una piu lunga durata degli studi per 
i giovani dell’Italia Centrale. 

La diversa proporzione nelle percentuali deve piuttosto 


(1) La possibility di una minor selezione preventiva degli studenti 
laziali in confronto di quelli cxtra-laziali e confermata dai risultati del cal- 
colo della durata media degli studi, che appare effettivamente piu lunga 
per gli studenti dei Lazio. V. pag. 117 e grafico II. 
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ritenersi, almeno in buona parte, conseguenza del diminuito 
numero di studenti meridionali. Quale la causa f Non & facile 
individuarla con certezza, ma si pud ammettere che le cure prodi¬ 
gate alio Studio napoletano da Carlo III di Borbone, il Principe 
riformatore, e sopratutto, forse, la presenza in quel periodo di 
un maestro quale Antonio Genovesi, abbiano richiamato i giovani 
delle provincie limitrofe, riducendone l’esodo verso Roma (i). 

Nei nostridati del periodo 1753-93 figurano anche gli studenti 
della Corsica (2), che abbiamo creduto opportuno mantenere distinti 
per poter esaminare sia il loro ammontare, sia le variazioni in esso 
verificatesi in questo periodo, il quale presenta particolare interesse 
per un talc esame. Infatti la cessione della Corsica alia Francia, 
avvenuta nel 1768, potrebbe aver determinato una diminuzione 
nel numero degli studenti corsi che compivano gli studi a Roma. 
Le percentuali ci mostrano come assai rilevante fosse l’affluenza 
alFAteneo romano dei giovani corsi (in media quasi pari a quella 
dei provenienti dalFItalia Settentrionale o dalFItalia Meridionale e 
di gran lunga superiore a quella dei provenienti dalFItalia Insu- 
lare) e — quel che e assai importante — come tale affluenza non 
fosse affatto diminuita dopo la cessione delFIsola alia Francia. 

Continuando il nostro esame sui dati degli iscritti dal 1813 
al 1869, riportati dal Cagno, vediamo che le proporzioni nelle 
percentuali della provenienza si mantengono analoghe a quelle 
del periodo precedente (3), fino — almeno — al 1857, anno in cui 
comincia a verificarsi una progressiva diminuzione delle percentuali 
relative all’Italia Centrale, accompagnata da un corrispondente 
aumento tanto di quelle delF Italia Settentrionale che delF Italia 
Meridionale. £ questo un evidente frutto delle condizioni politiche : 
la coscienza italiana comincia a farsi sentire in tutti; Roma e, nel 


(1) Al Genovesi. eccezionale maestro dell’Universita di Napoli, che 
per primo oso «dettare» in italiano, furono attribuiti 15.000 discepoli. 
Vedi : L* Universitd di Napoli, cit., pag. 456. 

(2) Nei dati del Cagno non compaiono mai studenti della Corsica ; 
sembrandoci inammissibile che soltanto negli anni ai quali si riferiscono 
i nostri dati frequentassero TAteneo romano studenti corsi (tanto piii che 
in questi anni essi risultano assai numerosi) pensiamo che il Cagno non 
abbia distinto i Cdrsi dagli altri Italiani. Non d perd facile individuare in 
quale classe li abbia compresi, tanto piii che nella sua classificazione non 
hgura nemmeno 1 *Italia Insulare, ma soltanto TItalia Settentrionale, 
Centrale e Meridionale. 

(3) G. Cagno, cit., tav. VII, pag. 192. 
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cuore di tutti, la Capitale d’Italia, anche se in realta dovra passare 
ancora piu di un decennio perch6 il sogno si avveri, e gli studenti 
di tutta Italia cominciano ad affluire piu numerosi a Roma, meta 
di tutte le speranze e di tutti i desideri. 

Col 1870, il fenomeno si accentua (1) : Roma Capitale attrae 
sempre piu i giovani, e gli studenti dell*Italia Centrale non rappre- 
sentano piu che il 60-70 % dell'intera massa studentesca. Quanto 
piu ci avviciniamo agli anni a noi piu prossimi, tanto piu vediamo 
affluire a Roma numerosi i giovani : oggi oltre il 40 % degli 
iscritti all'Ateneo romano e costituito da studenti deiritalia Set- 
tentrionale e Meridionale, piu numerosi questi ultimi (oltre il 
30 %), meno i primi (circa il 10 %). 

La distribuzione degli studenti secondo la provenienza non 
varia di molto se, invece di considerare gli iscritti, consideriamo i 
laureati di questo periodo per i quali pure abbiamo i dati. 

9. — Sulla distribuzione degli studenti secondo la loro prove¬ 
nienza sarebbe stato interessante fare altre indagini, ma il mate- 
riale di cui disponevamo non ce lo ha permesso, che i dati gia pub- 
blicati non sono suscettibili di classificazioni diverse da quelle 
fatte dagli autori. Il materiale nostro, d'altra parte, e troppo scarso 
e frammentario. 

Abbiamo, in ogni modo, voluto, a scopo di saggio, esaminare 
la distribuzione degli studenti a seconda della popolositi del 
Comune di provenienza e la cograduazione fra il numero degli 
studenti e la distanza da Roma delle varie regioni. Entrambi i 
calcoli sono stati fatti soltanto per gli studenti iscritti nel pe¬ 
riodo 1753-1773* 

Nei riguardi della prima ricerca (taw. IX-X), abbiamo sud- 
diviso i Comuni di provenienza in quattro classi: Comuni con 
oltre 50.000 ab. ; Comuni con 20 — 50.000 ab. ; Comuni con 
10 — 20.000 ab. ; Comuni con meno di 10.000 ab. (2). 

Le percentuali piu alte in media risultano quelle relative alia 
prima classe, il che & ovvio in quanto questa comprende gli stu¬ 
denti di Roma. Seguono immediatamente le percentuali relative 
ai Comuni con meno di 10.000 ab. e, a distanza, quelle relative 


(1) G. Cagno, cit., tav. XXI, pag. 224. 

(2) La popolazione dei Co muni considerata 6 quella risultante al cen- 
simento del 1871. 
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alle altre due classi di Comuni. Quaiora si escludano gli studenti 
di Roma dalla prima classe, questa presenta percentuali in media 
analoghe a quelle della seconda e terza classe di Comuni. Si pud 
pertanto concludere che i Comuni minori (quelli con popolazione 
inferiore ai 10.000 ab.) danno maggior contributo di studenti alio 
Studium Urbis , seguiti, a distanza presso a poco uguale, dalle 
altre tre classi, ove si eccettui la perturbazione che sulla prima classe 
esercita Tinclusione di Roma. 

Abbiamo voluto considerare la possibile influenza determinata 
dalla distanza sul maggiore o minor numero degli studenti prove- 
nienti dai vari compartimenti. A tal fine abbiamo calcolato, come 
si e detto, Tindice di cograduazione. I vari compartimenti sono 
stati graduati tenendo conto della distanza da Roma delle rispettive 
citt 4 principali. Evidentemente, il criterio e abbastanza imper- 
fetto, tanto piu che le distanze considerate sono quelle attuali, 
mentre le vie di comunicazione del tempo erano certo diverse. 
Ma non era facile stabilire un criterio di graduazione migliore; 
bastera percio tener conto che Tindice ottenuto risponde sol- 
tanto grosso modo al valore della cograduazione. 

L'indice e risultato = —0.536 quaiora si considerino tutte le 
regioni e ~ —0.225 quaiora invece si escluda il Lazio. 11 primo 
valore e fortemente influenzato dalla prevalenza di studenti ro- 
mani ; il secondo indica una contrograduazione assai scarsa, 
ne questo deve destar meraviglia, che certamente altre numerose 
circostanze dovevano contribuire alia maggiore o minore affluenza 
degli studenti all'Ateneo romano e principalmente l’appartenere 
o meno alio Stato Pontificio, e il diverso grado di organizzazione 
degli studi nelle varie regioni, poiche dove fiorivano Studi di fama, 
assai minore era certamente Temigrazione di giovani studiosi. 

Una ricerca sulLinfluenza esercitata dalla distanza sul numero 
degli studenti che dalle varie regioni si recano nelle diverse Uni¬ 
versity 6 staia fatta dal Castrilli (1). Tale ricerca e di versa dalla 
nostra, oltre che per l'epoca (si riferisce al triennio 1911/12- 
1913/14), anche perche in essa 6 stata considerata — per'ogni 
regione — la cograduazione tra le distanze che separano il capoluogo 
di regione da ognuna delle varie Universita e il numero degli stu¬ 
denti che tali Universita frequentano. Il calcolo 6 stato eseguito 

(1) V. Castrilli, Gli studenti delle Universitd italiane, Roma, Tip. 
Opcraia Romana, 1923. 
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distinguendo le varie facolty. Se noi facciamo le medic degli indici 
ottenuti dal Castrilli (i) per le varie regioni, otteniamo i seguenti 
risultati (2) : 



Metodo a 

Metodo b 

Lettere. 

1 

0 

O' 

v ,O 

— 0.61 

Giurisprudenza. 

■ • — 0.53 

— 0.46 

Scienze e Ingegneria . . 

. . — O.4O 

— 0.28 

Medicina. 

. . — 0.6l 

- 0.57 

Veterinaria. 

. . — 0.83 

— 0.36 

Farmacia. 

— O.qi 

-- 0.61 


Tali risultati mostrano come la distribuzione degli studenti 
nelle varie University sia notevolmente cograduata con le distanze 
che li separano da dette University. 

Ma questi risultati, da una parte si riferiscono airepoca con- 
temporanea, in cui le comunicazioni sono uniformemente piii fa- 
cili e la soppressione delle frontiere politiche tra regione e regione 
italiana ha eliminato uno dei maggiori fattori di perturbazione; 
dall'altra non escludono che tale cograduazione possa, ancor oggi, 
risultare minore per qualche University, che eserciti sugli studenti 
una particolare attrazione, la quale venga a diminuire, se non ad 
annullare, Tinfluenza della distanza. 

Questo potrebbe essere il caso dell'Universita di Roma e cosi 
potrebbe spiegarsi il valore notevolmente piu basso (—0.225) 
da noi ottenuto calcolando — come si e detto — la cograduazione 
tra il numero degli studenti delle varie regioni e le distanze che se¬ 
parano da Roma i capoluoghi delle regioni stesse. 

Del resto, un'altra ricerca del Castrilli confermerebbe questa 
ipotesi e quindi il risultato da noi ottenuto. Il Castrilli ha infatti 
trovato che alcune University piu importanti — e tra queste Roma 
— esercitano sugli studenti un’attrazione piu forte di quella che 
sarebbe da attendersi dal criterio della distanza (3). 

(1) Cfr. V. Castrilli, cit. pag. 150. 

(2) Il Castrilli ha calcolato gli indici con due metodi diversi : nel me- 
todo a egli ha considerato tutte le University esistenti ; nel metodo b egli 
ha invece compreso solo le University verso le quali si dirigevano effettiva- 
mente gli studenti di ciascuna provincia. 

Nella pubblicazione del Castrilli, gli indici compaiono col segno + in 
quanto il calcolo £ stato eseguito tra il numero degli studenti e Tinverso delle 
distanze. 

(3) Cfr. V. Castrilli, cit., pagg. 154-156. 
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io. — Un esame a parte merita la frequenza nell'Ateneo 
romano degli studenti stranieri. 

Seguiremo il loro andamento in base alle percentuali annue 
calcolate sul totale degli iscritti. Dato il numero relativamente 
scarso di studenti stranieri, specialmente nei secoli passati, non 
& facile individuare la tendenza deirandamento, in quanto le 
percentuali subiscono variazioni fortissime di natura evidentemente 
accidentale. Ci limiteremo percio ad un esame a grandi linee per 
la difficolta di distinguere le variazioni accidentali da quelle causate 
da ragioni estrinseche. 

Per il periodo piu antico abbiamo, come ripetutamente si e visto, 
solo i dati dei laureati (i). 

Fino al 1600 la proporzione di stranieri, pur subendo forti 
oscillazioni da anno ad anno, si mantiene tendenzialmente costante, 
aggirandosi intorno ad una media del 4 %. Nel sec. XVII, invece, 
si comincia a verificare una tendenza airaumento, che, nonostante 
molte oscillazioni, si accentua fino al 1650, anno in cui abbiamo un 
massimo relativo nella percentuale degli studenti stranieri i quali 
raggiungono il 12.2%. Successivamente, per circa un ventennio, si 
nota una diminuzione alia quale segue una forte ripresa, che culmina 
nel 1686-87 con un valore della percentuale del 16.8 %, (massimo 
di tutto il periodo considerato) e che, nonostante una lacuna nei 
dati, possiamo supporre si mantenga per tutto il secolo, finchfi, nel 
1701-02, comincia di nuovo Tandamento decrescente e le percen¬ 
tuali, airinfuori di oscillazioni accidentali, si mantengono, nel primo 
trentennio del sec. XVIII, intorno ad una media del 5-6 %. 

Le nazionaliti che piu frequentemente e con maggior conti¬ 
nuity ricorrono nel periodo che abbiamo finora considerato sono la 
francese, la polacca, la spagnola e la tedesca. In particolare, note- 
remo che Tincremento degli studenti stranieri, verificatosi nella 
prima meti del sec. XVII & sopratutto dovuto al maggior numero 
di francesi accorsi al nostro Ateneo, che in seguito, invece, diventano 
piu scarsi. Il massimo delle percentuali che abbiamo notato nel- 
Tultimo trentennio del secolo 6 dovuto, invece, in gran parte ad 
una temporanea, notevolissima affluenza di Olandesi (limitata 
al ventennio 1670-90) e ad una accentuazione della frequenza 
di Belgi e di Tedeschi. 


(1) G. Cagno, cit., taw. II, III. pag. 170, 178. 
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Esaminato questo primo periodo, possiamo, per i secoli suc¬ 
cessive seguire l’andamento degli studenti stranieri sui dati degli 
iscritti. 

Il ventennio 1753-73 (taw. V-VI) e caratterizzato da una 
notevolissima affluenza di studenti stranieri. Le percentuali di 
questo periodo sono assai alte e si aggirano intorno ad una media 
dell’8 %. 

Prevalgono numericamente di gran lunga, sugli altri, i Tedeschi; 
seguono a distanza gli Spagnoli e i Polacchi, mentre le altre nazio- 
nalitci sono rappresentate solo scarsamente e saltuariamente. 

I tre periodi di maggiore frequenza di stranieri nella nostra 
Universita possono forse spiegarsi con le condizioni di risveglio 
politico e spirituale, e quindi culturale, dei Paesi che a tale fre¬ 
quenza maggiormente contribuiscono. La prima meta del secolo 
XVII 6 un periodo di floridezza per la Francia sotto il governo del 
Richelieu ; la fine di quel secolo corrisponde invece al massimo 
splendore per l’Olanda che, affermatasi come potenza marittima, 
fiorisce sotto Guglielmo d’Orange nel campo del pensiero e della 
arte ; la seconda met 4 del secolo XVIII e invece il periodo di 
maggior potenza della Prussia che si afferma nel campo politico 
sotto Federico il Grande. 

Continuando il nostro esame, vediamo che, nel quinquennio 
1788-92, (taw. VII-VIII) le percentuali si mantengono ancora 
alte ma presentano gia una diminuzione rispetto al ventennio 
precedentemente considerato. 

In seguito, i dati del Cagno, che vanno dal 1813 al 1869 (1), 
mostrano una notevole diminuzione degli stranieri, diminuzione 
che si accentua dopo il 1830 e, ancor piu, dopo il 1850. Le nazionalita 
piu rappresentate in questo periodo sono, nell’ordine, la francese, 
la spagnola e la svizzera (2). 

Dopo il 1870 (3), la costituzione del Regno d’Italia ha arre- 
stato per un quinquennio l’affluenza degli stranieri, che presto perd 
riprendono a frequentare la nostra Universita in numero sempre 
maggiore, sebbene il rapido e crescente incremento della popolazione 


(1) G. Cagno, cit., tavv. V, VII, pagg. 188, 192. 

(2) Non possiamo fare a meno di notare come — fatto assai strano — 
nei dati del Cagno di questo periodo non compaiano affatto studenti 
tedeschi. 

(3) G. Cagno, cit., tavv. XIX, XXI, pagg. 218, 224. 
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studentesca nazionale mantenga le loro percentuali ad un livello 
assai basso (2 % circa). Oggi, numerosi stranieri di tutte le na- 
zionaliti europee ed extra-europee vengono a studiare nel nostro 
Ateneo : i mezzi di comunicazione odierni e gli scambi culturali 
internazionali permettono ai giovani dei piu lontani paesi di affluire 
a Roma. 


11. — Un’ultima ricerca abbiamo fatto per indagare come sia 
variata nel tempo la durata media degli studi. 

Per tale esame ci siamo valsi del numero degli iscritti e di 
quello dei laureati (1). 

Per ottenere la durata media degli studi, bisognerebbe divi- 
dere il numero degli iscritti per il numero dei laureati che da essi 
provengono. Qualora la durata dei corsi fosse uguale per tutte le 
facolta e non vi fossero nd studenti fuori-corso, n& studenti che con- 
seguono abbreviazioni di corso, i laureati — in ogni anno — pro- 
verrebbero tutti dagli iscritti di uno stesso anno. Il rapporto an- 
drebbe allora istituito tra gli iscritti di un dato anno e i laureati 
di tanti anni dopo quanti sarebbero quelli necessari per conseguire 
la laurea. Un'influenza perturbatrice, perd, £ determinata dalla 
variazione del numero degli iscritti : per ridurre al minimo tale 
influenza, abbiamo raggruppato i dati in periodi decennali. Per la 
scelta deirampiezza dello scarto tra gli anni corrispondenti in cui 
considerare iscritti e laureati, ci siamo basati sulla regolariti dei 
rapporti che si ottenevano tenendo conto di intervalli di diversa 
ampiezza, e su tale base abbiamo scelto Tintervallo di quattro 
anni (2). 

Se esaminiamo l’andamento dei rapporti (v. grafico II) per 
il complesso degli studenti, vediamo che essi si aggirano dap- 
prima intorno ai 4 anni, discendono quindi al disotto di questo 
valore toccando un minimo di 3.4 nel decennio 1850-59 e, dopo 
tre anni, riprendono a crescere, fino a raggiungere un massimo di 

(1) La ricerca comprende il periodo 1835-1935, pcrchd soltanto per 
talc periodo disponevamo tanto del numero degli iscritti quanto di quello 
dei laureati. 

(2) I rapporti sono stati calcolati nel modo seguente : il primo rap¬ 
porto si 6 ottenuto dividendo la somma del numero degli iscritti dal 1835-36 
al 1844-45 per la somma dei laureati dal 1839-40 al 1848-49 ; il secondo : 
dividendo la somma del numero degli iscritti dal 1836-37 ai 1845-46 per 
quella dei laureati dal 1840-41 al 1849-50, e cosi via. 



Ii6 

7 nel decennio 1866-75, per poi discendere nuovamente e quindi 
risalire, mantenendosi, per tutto questo periodo, intorno ad una 
media di 5-6. Una tendenza alia diminuzione si comincia di nuovo 
a verificare negli ultimi anni. 

Si deve quindi concludere che il profitto degli studi — nei ri- 
guardi almeno della loro durata — in complesso, buono: l’in- 
fluenza di elementi provenienti da altre University, che si iscrivono 



ad anni di corso diversi dal primo, 6 particolarmente sensibile in 
qualche periodo, tanto da determinare la discesa dei rapporti 
al disotto di 4. 

L’alto valore dei rapporti che si riscontra dal i860 al 1874 
corrisponde al periodo immediatamente precedente ed immediata- 
mente seguente alia costituzione del Regno d’Italia, periodo di par- 
ticolare perturbazione per l’ltalia e in special modo per Roma, 
nel quale, con molta probability, numerosi studenti debbono aver 
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abbandonato gli studi prima di aver conseguito la laurea. Le altre 
minori irregolarity che si presentano sono — crediamo — pid che 
altro di carattere accident ale. 

Maggiore appare in media la durata degli studi per gli stu- 
denti del Lazio (i). 

Eccezionalmente alti sono i rapporti, che a questi si riferiscono, 
dal 1870 al 1875, e ci6 probabilmente in relazione alle conseguenze 
dell’annessione di Roma al Regno d'Italia : molti studenti iscritti 
all'Ateneo (e in particolare gli ecclesiastici) avranno con proba¬ 
bility interrotto gli studi, molti saranno passati ad altre Univer¬ 
sity. Intorno al 1880 i rapporti cominciano ad assumere valori 
normali e si aggirano, con oscillazioni piu o meno accentuate, 
intorno ad una media di 6, mantenendosi quasi costantemente 
al disopra di quelli ottenuti per il complesso degli studenti. In 
corrispondenza degli anni di guerra si nota un aumento, che manca 
invece quasi completamente per il complesso degli studenti. 

II fatto che la durata media degli studi sia leggermente piu 
elevata per gli studenti del Lazio in confronto del totale degli stu¬ 
denti, si pud spiegare con l’osservazione, gia fatta piu sopra, di 
una minor selezione preventiva dei giovani che studiano sul luogo, 
rispetto a quelli che si spostano da locality piu o meno lontane. 

* * * 

L'incremento numerico degli studenti negli ultimi anni ci 
fa sperare che Tantico e glorioso Studio romano, oggi rinnovato 
nella sua sede con la costruzione della Citty degli Studi, seguiry 
nella sua progressiva ascensione lo stesso ritmo che il Fascismo 
ha felicemente impresso alio sviluppo delLUrbe. 


(1) Il periodo considerato va, per questi, dal 1870 al 193°- 
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TA BELLA 1. 


Studenti distinti per facoltd dall’anno 1753-54 all’anno 1773-74. 


ANN 1 

ACCADEMICI 

Gluriapni- 

dcnza 

Medidna 

Teologia 

Filosofia 

e 

Matematica 

Ungue 

Totals 

1 753-54 

105 

12 

16 

4 

I 

138 

1 754-55 

71 

11 

7 

— 

1 

90 

> 755 - 5 6 

*34 

21 

13 

8 

I 

177 

1 756~57 

131 

18 

M 

3 

— 

166 

1757-58 

180 

21 

13 

8 

I 

223 

1758-59 

182 

15 

15 

5 

4 

221 

I 759 - 6 o 

108 

15 

15 

8 

3 

I49 

I76O-6I 

•85 

2 9 

21 

8 

1 

244 

1761-62 

H 3 

2 3 

24 

4 

1 

195 

1762-63 

127 

18 

22 

10 

— 

I 77 

1763-64 

l2 3 

22 

19 

9 

3 

176 

•764-65 

l6o 

2 5 

23 

10 

1 

219 

•765-66 

164 

2 3 

35 

6. 

1 

229 

I766-67 

10 3 

13 

21 

3 

— 

140 

I767-68 

M 9 

r 4 

9 

10 

1 

183 

I768-69 

r 77 

2 5 

17 

10 

1 

230 

•769-70 

* 5 8 

21 

19 

10 

3 

211 

I 770-7 1 

162 

! 7 

12 

5 

— 

196 

1771-72 

15 ° 

21 

9 

7 

r 

188 

1 77^-73 

T °5 

13 

18 

3 

r 

140 

1773-74 

151 

M 

21 

8 

; 1 

195 


Tabella II. 


Matricole distinte per facoltd dall’anno 1788-89 all'anno 1792-93. 


ANNI 

ACCADEMlCI 

Giurispru- 

denza 

Materie 

sacrr 

i 

Medidna 

e 

Chirurgia 

Filosofia 

ed Art! 

Ungue j 

Totals 

1788-89 

124 

18 

76 

H 

14 

243 

1789-90 

108 

22 

82 

37 

13 

262 

I79O-91 

103 

17 

72 

37 

8 

237 

1791-92 

113 

30 

71 

59 

12 

285 

1792-93 

86 

22 

76 

31 

18 

233 
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Compreso 11 I^azio. 
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Tabella V. 


la provenienza dall'anno 1753-54 all'anno 1773-74. 



Tar axe 
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Tabella III. 


Percentuali degli studenti delle varie facoltd sul totale degli iscritti 
dall’anno 1753-54 all'anno 1773-74- 


ANNI 

accademici 

Giurispru- 

denza 

Medici na 

Tcologia 

Filoeofia 

e 

Matematica 

longue 

Totals 

1753-54 

76,1 


1 

II ,6 

2,9 

°*7 

IOO 

1 754-55 

78.9 


7.8 

— i 

I ,1 


1755-56 

75’7 


7*3 1 

4 >5 

0,6 


1756-57 

78,9 


8,4 j 

1.8 

—- 

» 

1757-58 

80,7 

9,4 

5.8 

3.6 

°»5 


1758-59 

82,3 

6,8 

6,8 

2*3 

1,8 

» 

1759-60 

72 *5 

IO , I 

TO ’ 1 

5 >3 

2 ,0 

» 

1760-61 

75.8 

II ,9 

8,6 

3.3 

0,4 


1761-62 

73.3 

Ti ,8 

12,3 

2,1 

°*5 

» 

1762-63 

7 * ’8 

10,2 

12,4 

5 16 

— 

» 

1763-64 

69,9 

12,5 

TO ,8 

5 *i 

i *7 

» 

1764-65 

73 .o 

11 *4 

10,5 

4,6 

o *5 

» 

1765-66 

71 .6 

10,1 

15*3 

2 ,6 

0,4 

» 

1766-67 

73 -6 

9,3 

15,0 

2,1 

— 

» 

1767-68 

8l ,4 

7 >7 

4 »9 

5 5 

o *5 

» 

1768-69 

77 *° 

10,9 

7 ’4 

4*3 

0,4 

» 

1769-70 

74 ’9 

10,0 

9,0 

4*7 

1 ,4 

» 

1770-71 

82 ,7 

8,7 

6,1 

2 *5 

— 


1771-72 

79>8 

11,2 

4.8 

3*7 

°*5 


1 77^-73 

75 >° 

9,3 

12 ,9 

2 ,1 

0,7 


1773-74 

77 '4 

7>2 

10,8 

4 *i 

o *5 



Tabella IV. 

Percentuali delle matricole delle varie facoltd sul totale delle matri- 
cole dall’anno 1788-89 all’anno 1792-93. 


ANNI 

accademici 

Giuriapru- 

denza 

Materie 

sacre 

Medidna 

e 

Chirurgia 

1 

Filosofia 

ed Art) j 

I 4 ngue 

Totals 

1788-89 

51,0 

7*4 

31*3 

4*5 

5*8 

IOO 

1789-90 

41 ,2 

8,4 

31*3 

14*1 

5 »° 


1790-91 

43*4 

7*2 

30 *4 

15,6 

3*4 

» 

1791-92 

39*7 

10,5 

24 *9 

20,7 

4*2 

» 

1792-93 

36,9 

9*5 

32 ,6 

13*3 

7*7 

» 
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Tabella VI. 

Percentuali degli studenti classificati secondo la provenienza dal- 
I’anno 1753-54 all’anno 1773-74. . 


ANNI 

ACCADEMICI 


% 

Stranieri 

i, 

I" 

Totale | 

% 

Italia Settentr. 

% 

Italia Ccntrale • 

.O 

O' Q 

d 

1 

(0 

1 

«3 

O' •“* 

CO 

1 

*-l 

8 

O 

U 

i 

1 

1 753-54 

79 .0 

2,9 

18,1 

lOO 

4.6 

80 ,7 

66,1 

7*4 

1 ,8 

5*5 

100 

* 754-55 

81,i 

3 ’3 

15 ,6 

» 

13*7 

68,5 

60,3 

6,9 

2.7 

8,2 

» 

1755-56 

75 

1 >7 

23 »2 

» 

9.0 

74*5 

63,2 

7*5 

i *5 

7*5 

» 

* 756-57 

78.9 

3*0 

18 ,i 

» 

*5 

74 >0 

67 ,2 

7.6 

0,8 

6,1 

» 

* 757 - 5 ® 

79.9 

4,9 

15 ’2 


10,7 

68,5 

57 *9 

10,7 

— 

10,1 


1758-59 

77.8 

6,8 

T 5 ’4 


9*3 

75 *0 

66 ,3 

7 *o 

0 ,6 

8,1 


I759-6 o 

78.5 

8,1 

13*4 


6 ,0 

82.1 

75 *5 

3*4 

— 

8,5 


I76O-6I 

79 >9 

9.0 

11 ,i 


8,2 

77*4 

69*7 

7*2 

0 *5 

6,7 

» 

I76I-62 

81 ,6 

9*2 

9.2 

>> 

9*4 

74*3 

65 4 

5 *° 

0,6 

10.7 

» 

1762-63 

82.5 

10.7 

6,8 

» 

7.6 

76.7 

65 

6,8 

2 ,1 

6,8 

» 

T763-64 

73 *9 

14 ,8 

n *3 

» 

9 .2 

77*7 

76 ,9 

6,2 

°*7 

6.2 


I764-65 

78.x 

11,4 

10.5 

» 

II ,7 

69,6 

65.5 

9*9 

0,6 

8,2 

» 

I765-66 

76,4 

8,8 

14,8 

» 

4.6 

85,1 

72 *4 

5*7 

0,6 

4,0 

» 

1766-67 

88,6 

5 ’° 

6,4 

» 

5 ’6 

8* . 5 i 

74*2 

5*6 

0,8 

6*5 

» 

1767-68 

89.6 

5 * 5 ! 

4*9 

» 

5*5 

81,1 

70 ,J 

4*3 

0,6 

8*5 


1768-69 

80,5 

12 ,6! 

6,9 

» 

7 * 6 

78 .9 

65,1 

3*8 

1 ,1 

8,6 

» 

1 769--7O 

79 .x 

12,8 

8.1 

» 

6 ,0 

80 .8 

72,9 

6,0 

1 ,2 

6,0 

*> 

1770-71 

86,7 

9 >2 

4,1 

>> 

5*9 

80,6 i 

75 *3 

3*5 

1 ,2 

8,8 


1771-72 

70,7 

16,0 

13*3 

» 

2.3 

85-7 

74*4 

6,8 

— 

5*2 

» 

1772-73 

73 -6 

6,4 

20,0 

» 

3*9 

82 ,5 

73 .* 

1 .9 

-- 

11,7 

» 

1773-74 

84.3 

8,1 

7.6 

» 

9 .o 

70.5 

62, 2 

7*7 

1 *3 

11 *5 

» 


Tabella VII. 


Matricole italiane e straniere classificate secondo la provenienza 
dall’anno 1788-89 all’anno 1792-93. 


ANN I 

ACCADKMICI 

Italia Settentr. 

ItaliaCentrale *| 

.2 

H 

•3 

1 

| 

Italia Insulare | 

Corsica | 

Jig 

pi 

ss r 

h S La 
"4 

II 

Brasile | 

8 


Francia | 

Germania j 

Malta | 

§ 

2 

Polonia j 

£ 

Spagna | 

Svizzera j 

3 1 

|J 

Provenienza 

ignota 

9 

1 

1788-89 

29 

148 

232 

*5 

2 

25 

219 

I 

_ 

_ 

_ 

_ 

5 

— 

_ 

_ 

_ 

I 

_ 

1 

17 

243 

1789-90 

31 

*83 

l60 

6 

I 

16 

237 

— 

I 

— 

— 

2 

4 

— 

— 

— 

— 

— 

I 

8 

23 

268 

1790-91 

22 

172 

150 

3 

1 

18 

216 

— 

I 

— 

— 

— 

— 

— 

I 

— 

— 

I 

I 

4 

17 

237 

1791-92 

41 

192 

i6y 

9 

— 

16 

258 

— 

— 

— 

— 

— 

5 

I 

I 

2 

2 

I 

— 

12 

15 

285 

1792-93 

36 

147 

126 

10 

I 

12 

206 

— 

— 

2 

I 

I 

2 


2 

— 

1 

6 

2 

l 7 

IO 

233 


• V. note a Tab. V. 
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Tabella VIII. 


Percentuali delle matricole classificate secondo la provenienza dal - 
Vanno 1788-89 all'anno 1792-93. 


ANNI 

ACCADEMICI 

% 

Italiani 

i 

*1 

CO 

% 

Provenienza 

ignota 

Totale 

% 

Italia Settentr. 

1 

1 

% 

Lazio 

% 

Italia Meridion. 

% 

Italia Insulare 

% 

Corsica 

Totals italiani | 

1788-89 

90,1 

2,9 

7,° 

| 

100 

13* (•*) 2 

67,7 

59 >8 

6,8 

0,9 

II ,4 

IOC 

1789-90 

88,4 

3.0 

8,6 

a 

13.1 

77 

67 >5 

2.5 

0,4 

6,8 

» 

1790-91 

9 i ,1 

I *7 

7*2 

» 

IO ,2 

79 .6 

69,4 

1,4 

°»5 

8,3 

» 

179I-92 

90.5 

4,2 

5 »3 

» 

15 >9 

74 *4 

64-7 

3’5 

— 

6,2 


1792-93 

88,4 

7 ’3 

4 »3 

.Li 

17,4 

7 1 *4 

6l ,2 

4 >9 

0.5 

5.8 



Tabella IX. 

Studenti italiani dall'anno 1753-54 all'anno 1773-74 classificati 
secondo la popolosita dei Comuni di provenienza . 


ANNI 

ACCADEMICI 

Comuni 
con oltre 
50.000 
abitanti 
(compress 
Roma; 

Comuni 
con oltre 
50.000 
abitanti 
(esclusa 
Roma) 

Comuni 

con 

20-50.000 

abitanti 

Comuni 

con 

10-20.000 

abitanti 

Comuni 

con 

meno di 
10.000 
abitanti 

Non 

dassifi- 

cabili * * 

Totale 

1 733-54 

35 

3 

6 

5 

53 

4 

103 

1754-55 

2 9 

2 

4 

8 

19 

7 

67 

1755-56 

62 

8 

1 2 


32 

10 

123 

1 756-57 

40 

6 

7 


53 

11 

123 

t 757 - 5 8 

75 


10 


51 

12 

160 

1758-59 

80 

Hfl 

4 

10 

63 

1 

158 

1759-60 

43 

ill 

1 

8 

52 

3 

107 

1760-61 

99 

6 

6 

5 

66 

6 

182 

1761-62 

69 

6 

11 

2 

57 

3 

I 4 2 

1762-63 

5 ° 

1 

7 

5 

63 

11 

136 

1763-64 

58 

3 

7 

5 

47 

5 

122 

1764-65 

87 

13 

7 


50 

6 

157 

1765-66 

82 

9 



66 

5 

168 

1766-67 

69 

9 



34 

4 

116 

1767-68 

74 

1 5 



63 

— 

15° 

1768-69 

: 89 

8 



64 

2 

169 

1 769-70 

92 

10 

3 


55 

f 

157 

1 770-7 1 

90 

6 

3 

5 

54 

3 

155 

1 771-72 

e 4 

5 

5 


5° 

— 

126 

1772-73 

57 

3 



24 

3 

91 

• 1 773-74 

58 

6 



66 

2 

138 


(•) V. nota a tab. V. 

(•*) Abbiamo compreso qui, oltre gli studenti la cui provenienxa non risultava, anche quell! per 
iquall era indicata la regione ma non il Comune. 











































Tabella X, 

Percentuali degli studenti Halt ant dalVanno 1753-54 all’anno 1773-74 
classificati secondo la popolositd dei Comuni di provenienza. 



• V, Skota a Tab. IX. 




















Lauree e altri gradi accademici distinti per facoltd dal i82y al 1841 . 




9JOOO.P 99JnB*I 


fumnoD ooanB^j 



LA 

00 

«A 

00 

<N 

00" 

M 

LA 

*A 

353 

•A 

LA 

M 

■A 

on 

00 

on 

LA 

00 

T}- 

O 

rv. 


On 

•A 

M 

o* 

1 




l ” 1 

►h 

t-H 




T 

VO 

on 

un 

M 

O 

O 


h4 

1' 


rf 00 N 00 00 


5 

§ 

H 9Za03J*l 

% _ 

W 

< 9joiio,p aajnei 
§- 

§ pmuiod ownn'i 
P* 

HBaajipDDBe 

25 azuoopi 

| - 

g 3JOUO.P 99jnB'I 

lanxuoD ddjnB'j 


VO >-> M l O "(f 


o on rj- VC VO 00 N 


I I I II 



1 

I | 1 | | on 



00 

on 

O 

On 

8 

^3 

nBJ9HI909BH 

1 

1 1 1 1 1 

00 

VO 

Tf 



Tt- 

s 


1 


-t* 

00 

on 

O 

M 

O 

00 


9ZU3DPX 

1 

1 1 1 1 1 « 

00 


‘A 

*A 


*A 


J 












9JOUO.P 99inB k X 

1 

II l l II 

VC 

rl- 

<A 

on 

0* 

'tf* 

N 

J 


O 

N CO 01 f>* VO O 


•A 

O 


on 

O 


^3 

funtnoo 99jnB*i 


•«f "'f »A on Tf* 


»A 

on 


VO 

on 




00 o n *r *-1 ^ 

h H ^ Q\ Q\ t"-» 

~ s 


§ 0 ZU 90 I'! 

Q 


3JtOBO,p 991HB : 


janraoD 99 anB*j 


vO 

on 

00 



rt* 


»A 

VO 

LA 

VO 

VO 



00 

vO 

LA 

VO 

LA 

O 








s 

O' 

M 

0<l 


on 

58 


rt 

<N 

0* 


on 

5 



oo o o m n m t*- m vo r^oo o o m 

n M <n rnrooooororoonoOooon-^-Tt- 
00 00 00 CO 00 co 00 00 00 00 eo 00 00 00 00 


Prof. Corrado Gini, Direttore responsabile. 

Roma — Tlpografia Ippolito Foilli. 


Risultano inoltre i seguenti diplomi di Perixia di notaro : 3 nel 1838 : 4 nel 1839 ; 5 nel 1840. 

k Tra le licenze sono stati indusi anche i diplomi di baccellierato e licenza ; tra le lauree, anche quelli di baccellierato, licenza e laurea 
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CORRADO GINI 


Di una formula comprensiva delle medie 


Distinguiamo anzitutto le infinite possibili medie di una 
serie in 

A) medie ferme, 

B ) medie lasche, 

secondo che il loro valore dipenda o meno da tutti i termini 
della serie. 

Le medie lasche piii spesso considerate nella statistica sono 
la mediana o valore centrale della serie, la moda o valore domi- 
nante, il valore divisorio, il valore poziore, il valore centrale del 
campo di variazione (i). 

Le medie ferme possono suddividersi, a loro volta, in 

a) medie basali; 

b) medie esponenziali; 

c) medie baso-esponenziali 

a seconda che, nelle formule analitiche che le esprimono, i ter¬ 
mini della serie figurano come basi o come esponenti o, ad un 
tempo, come basi e come esponenti. 

Delle medie baso-esponenziali (di cui, se non erro, si parla 
qui per la prima volta) avremo occasione di dare esempi nel 
corso di questa stessa nota (cfr. pagg. 5-6). 

( 1 ) La difierenza tra medie ferme e medie lasche non corrisponde csatta- 
mente alia differenza tra media analitiche e medie di posizionc, in cui con 
medie analitiche si intendono le medie suscettibili di venire espresse me* 
diante una formula analitica e con medie di posizione le medie che non sono 
suscettibili di tale espressione. Il valore centrale del campo di variazione, 
che 6 uguale alia semisoinma dei valori estremi a x e an e solo da questi di- 
pende, 3 una media lasca ; ma & una media analitica , la cui seraplice formula £ 
a x -f- an 




4 


Le medie esponenziali sono utili per alcuni problemi della 
matematica finanziaria, ma le medie ferme di gran lunga piii 
importanti per la statistica sono le medie basali. Rientrano in 
esse la media aritmetica, la geometrica, l’armonica, l'anti-armo- 
nica, la quadratica, la cubica, ecc. e per esse b quindi partico- 
larmente desiderabile di possedere una formula generale quanto 
pib possibile comprensiva. 

In questa nota mi propongo appunto di arrivare, mediante 
successive generalizzazioni, a una formula comprensiva delle medie 
ferme basali. 

Profittero dell’occasione per proporre una classificazione ra- 
zionale di tali medie. 


* * * 


Sia n il numero dei termini della serie; a< (i — i, 2 ,...») 
un termine generico della serie ; p e q esponenti reali qualun- 

/«' 


que a cui si elevano i termini della serie 


;(:) 


0 rispettivamente 


il numero delle combinazioni degli n termini a c a c (o rispet¬ 
tivamente a.da.d). 

Fatte tutte le possibili combinazioni degli « elementi a lt a 2 , 
a c a c, e numeratele, chiamiamo P\ (a<) il prodotto dei 
termini della i a combinazione; P‘ 2 (a,) il prodotto dei termini 
della seconda combinazione ; ... e in generale P c i (a,-) il prodotto 
dei termini della /-esima combinazione. 


L’espressione 


\cj 

S P e i («<) ci indicheri allora la somma degli 
1 =1 


prodotti che si ottengono facendo tutte le possibili combi¬ 


nazioni degli n elementi acace moltiplicando tra loro i termini 
di ciascuna combinazione. Analogamente nel caso che al posto 
di c vi sia d. 


* * * 

Prendiamo le mosse dalla nota formula generale 



(I) 
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che viene detta media di potenze, o, come noi preferiamo, media 
fotenziata. 

. Per p — — i, i, 2, 3..., M p si riduce rispettivamente alia 
media armonica, aritmetica, quadratica, cubica, mentre il suo 
valore tende alia media geometrica quando p tende a 0 (i). 
Un’altra formula generale conosciuta & la seguente 


c 



(II) 


che puo chiamarsi media delle combinazioni dei termini o piu 
brevemente media combinatoria. Per c = n, essa si riduce alia 
media geometrica; per c = i, alia media aritmetica. 

Se nella media combinatoria si innalza ciascun termine alia 
potenza p, si ottiene la media combinatoria potenziata : 


M cp = 



(?) 

2 P‘, («*,) 

in\ f=i 


(in) 


che si riduce alia (I) per c = i, e alia (II) per p — i. 

La (III), per p tendente a 0, tende alia media geometrica (i). 
Cid ci porta a definire 

H 

M'° =j/ n «, (in') 


(i) II Dunkel (Generalized geometric means and algebraic- equations. 
❖ Annals of Mathematics », Vol. n, 1909-1910) ha dimostrato che 



Usando il medesimo procedimento, ciod passando ai logaritmi e applicando 
la regola dell 1 Hospital, si ottiene 


lim 

0 
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Nella (III) (e naturalmente anche nella (I) e nella (II), che 
della (III) non sono che casi particolari) i termini figurano solo 
al numeratore ; sono, potremo dire, tutti alio stesso piano. Que- 
ste si diranno quindi medic monoplane , in contrapposto a quelle, 
pih comprensive, di cui passiamo a parlare, in cui i termini figu¬ 
rano ad un tempo al numeratore e al denominatore, e che si 
diranno pertanto medie biplane. 

Nella (I), (II), (III) il simbolo M sta appunto a significare 
che si tratta di medie monoplane. 

Generalizzando la (I) otteniamo la 


p — q 



che si dir k quindi media biplana potenziata. 


come anche 


e ancora 


e infine 


p—q 


lim 

P->g 


(c — d)p 


/ s 

a t P 2 

/ izl 

i j 



/ s 

ay \ 

1=1 



i ft..,-' 


0 

\d] 2 PH (a,P) 
1=1 


p ~ >0 \ !n\ ( 2 ) 

\rj 2 P J i(a,P) 


- j/ n a, 


1=1 


c(p -q) 


lifti mi 
*^X (c) 


(c) 

t' ph (aip) 'Ll ph (a ‘ ?) 

l =1 1 /-- 


S P c i (a,l) 

l =1 


[P'l {«,)] 


l p'i 


C) 


c (afl) 


\ 


("-j) 


*=*1 



Nel caso particolare q = 0, la (IV) si riduce alia media mono- 
plana potenziata (formula I). 

Nel caso particolare q — p — x, la (IV) si riduce alia nota 
formula generale 


p 2 afi 

B p ~ 1 = -i“‘-- (IV') 

2 af— 1 
1 


delta media di somme di potenze, che, per p — o, i, 2, da rispet- 
tivamente la media armonica, aritmetica, antiarmonica. 

La (IV), per p tendente a g e «, sempre positiva, tende al 
limite (vedi nota a pag. 5 e 6) 

n 

2 ai<? 

Ci6 ci porta a definire 


n 

S a,p 

i=l 



(V) 


che ci dar& l’espressione della media biplana equipotenziata. 
La (V) per p — 0 si riduce alia media geometrica. 
Generalizzando la (II), si ottiene la 


c —d 



che rappreseuteri la media biplana combinatoria. 

Per c — n, d = n — i, essa si riduce alia media armonica. 
Per d — 0, essa si riduce alia media monoplana combinatoria 



(formula II) in quanto si possono porre (i) le convenzioni 

x (3 

(«<) = i ■ 

«\ ;=i 


Se nella (VI) si eleva ciascun termine alia potenza p, si ot- 
tiene la media biplana combinatoria equipotenziata 


(c — i) p 



i") 


(VII) 


Per p — l, la (VII) si riduce alia (VI). 

Per d — 0 , si ricade nella media monoplana combinatoria po- 
tenziata [formula (III)] in base alia convenzione (2) di cui 
in nota (1). 


(1) La convenzione —16 giA introdotta, come e ben noto. Per giu- 
stificare la convenzione 


X (o') 

m* 1 po ‘ (a ' ) = 1 


si pud osservare che, se P d 1 , P d 2 , . . . , P d fn x (per 0 < n) hanno il 

(d) 

significato dato a pag. 2, si ha che gli numeri P d l , P d . 2 , . . . P d ( HX 

' 1 \d) 

si ottengono, a meno dell’ordine, dividendo il prodotto di tutti gli a, cio6 

P*i, per gli ( w numeri P n i~ i , P n <f d ,... pj~» Se vogliamo 

far si che tale propriety valga anche per d = 0, dobbiamo definire come 
unico P°i il rapporto tra P* l e P\ stesso, cio& P° x = r. D’onde la conven¬ 
zione (1). 

La convenzione (1) si generalizza mediante la (2) 


u 



0) 

£ 

J=1 


P°i (aPi) « 


1 


(2) 


considerando come termine generico aP %, anzich£ a*. 



Per p tendente aO, la (VII) tende alia media geometrica (vedi 
nota a pagg. .5-6). Ci6 ci porta a definire 


S 5 '=■)/&«, • (VH'I 

D’altra parte, se nella (IV) i termini si combinano a c a c 
sia al numeratore che al denominatore, si ottiene la media bi- 
plana equicombinatoria potenziata, data dalla formula 





(VIII) 


Per c — 1, essa si riduce alia (IV). 

La (VIII), per p tendente a q e a { sempre positivo, tende 
(vedi nota a pagg. 5-6) a 


0 „, „ 

S P e l (a,«) 

1=1 


1 ^ 

l = 1 


(« ) „ , [P c 1 (an)] 

n [PU (a,)] 


(») 

S P c i (af) 
1-1 


t 


/»-i\ 

\c — ll pc -1 

* a t i S „ 1 

n Ui 1=1 Pi (dji , a„« . . . ait—1 , ai i + 1 . . . art) 
»=1 


Cid ci porta a definire 



che ci dar& l’espressione della media bipiana equicombinatoria 
equipotenziata. 



JO 


cp dp 

Infine, la media geometrica ponderata delle B ip e B <,? , in cui 

cp dp 

si dia a B dp un peso uguale a (c — d) p, e a B d ? un peso eguale a d (p — q) 
d& la media biplana combinatoria potenziata, la cui formula e 


<■ P 

B dq 


pc— dq 



C) 

S 


/ =1 


P c i ((U p ) 


0 

v 

d-d 


P 4 1 (af) 


(X) 


Alla stessa formula si perviene facendo la media geometrica 

cp cq 

ponderata di B cq e di a cui si diano rispettivamente i pesi 
c (p — q) e (c — d) q. 

La (X) rappresenta la formula comprensiva per le inedie 
ferme basali a cui siano pervenuti (i). 

Per c = d, la (X) si riduce alia (VIII) ; per p = q, si riduce 
alia (VII) ; per q = 0 o d = 0 si riduce alia (III). 

Per farci un’idea della generality della (X), si noti che la 
media di potenze, la media di somme di potenze e la media com¬ 
binatoria monoplana costituiscono le formule generali piii com- 
prensive finora proposte per le medie ferme basali (2). Ora le due 


(1) Sarebbe facile generalizzare ulteriormente la (X), peresempio consi- 
derando, in luogo dei termini,, certe loro funzioni che in casi particolari si 
riducono ai termini stessi. Ritengo pero inutile procedere a tali ulteriori 
generalizzazioni, poichd la (X) gi& comprende, se non erro, tutte le medie 
ferme basali che sono note e che si possono usare utilmente nei casi pratici. 

(2) Prescindiamo dalle formule generali delle medie, proposte da 
alcuni matematici, che lasciano indeterminata la funzione ed hanno per- 
tanto un valore puramente teorico. Tale e, per esempio la formula 

/ ( 5 ) = 2 % ( (ai) - 

Zt Pi 

che trovo in Bonferroni (Elementi di statistica getter ale. Anno accademico 
x 93 2 - 33 » Bari/R. Istituto Superiore di Scienze Economiche. Torino, Lito- 
grafia Gili, 1933, P a S- 3 °)* e Darmois (Statistique mathimatique, Paris, Doin, 
1928, pag. 31), o quella che ricorre nella seguente definizione del Chisini 
(Sul concetto di media. « Periodico di Matematica » 1929, n. 2, pag. 108): 

«Data una funzione 

y / (*! , x 2 , . . . , Xn) 

x 1% x1, .. xn rappresentando grandezze omogenee, dicesi « media » 

delle x l9 x 2 ,. . . x n rispetto alia funzione / quel numero M che soddisfa 
alia relazione 

/ (M , M . . . M) ss / (x x . x 9 , . . . , xn) f>. 




II 


prime non sono che due casi particolari della (IV) e la terza non 6 
che un-caso particolare della (VI), mentre la (IV) e la (VI) rap- 
presentano, a loro volta, due casi particolari della (VIII), la quale 
inline non e che un caso particolare della (X). 


* * * 


Mentre tutte le formule precedenti, quando i termini sono 
positivi (i), sono vere medie nel senso che non sono mai infe- 
riori al termine minimo ne superiori al termine massimo, cio 
non b sempre vero per la (X). Condizione sufficiente per che lo 
sia b che i due pesi ( c—d) p e d ( p—q ), oppure (c— d) q e c (p — q) 
non abbiano segno contrario (2). 

Questa condizione naturalmente non b sempre soddisfatta; 
per esempio, non lo b, per n > 2, quando sia c == n, d = 1, p = 2/«, 

q = i- 

In tal caso la (X) diviene 


H u = 


n II di” 
1=1 

n 

S a, 

1=1 


G- 

A 


dove G indica la media geometrica ed A■ la media aritmetica. 

£ questa una nota espressione che costituisce una genera- 
lizzazione (come vedremo, non corretta) della media armonica 
fra due termini a ! e a 3 data dalla formula 


2 a« 

// —--- 

d\ + ^2 

Quest'ultima formula puo, invero, generalizzarsi per un nu- 
mero qualunque di termini, in piu modi. 

Uno di questi d k luogo alia espressione 



/=1 &i 


(1) Quando qualcuno degli a % £ negativo, le formule da (I) a (X) tal- 
volta perdono di significato ; tal volta, pur avendo significato, non sono 
vere medie. Inoltre, come fu notato, la dimostrazione della (V) e della (IX) 
vale solo nel caso di a% sempre positivo. 

(2) La (X) non ha piti significato quando pc — q d = 0 . Essa, al tendere 

di p a — , tende a + oo, o a 0, a seconda che V espressione sottoil segno di 
c 

radice tende a un valore > i o < i. 
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a cui si e convenuto di conservare la denominazione di media 
armonica. 

Un’altra generalizzazione, che conduce appunto alia pre- 
cedente espressione H n , si k ottenuta in base alia propriety della 
media armonica di due termini di essere terza proporzionale 
tra la media aritmetica e la media geometrica. 

II Messedaglia riteneva che questa seconda generalizza¬ 
zione « corrisponderebbe pur sempre ad un vero e proprio valor 
medio » (i). Ma in questo caso il nostro autore, di consueto preci- 
sissimo, era effettivamente inesatto. £ facile, invero, fornire esempi 
in cui l’espressione considerata porta a valori inferiori al ter- 
mine minimo. Cosl, nella serie di tre termini: i, i, 64, in cui risulta 

H" = — < i, o nell’altra: 1,2,108, per cui k H Il =-^ > - < 1. 

Effettivamente la condizione che c (p — q) e (c — d) q non siano 
di segno contrario non si verifica per H 11 , in quanto & (p — q) c 
= 2 — n e (c — d) q — n — 1, e, mentre k sempre n — 1 > 0, k, 
per « > 2, 2 — w < 0 . E similmente sono di segno contrario d (p — q) 

2 2 

e (c — d) q, in quanto kd(p — q) — -1 e (c — d)p = (» — 1) —, 

' W ft 


2 2 

e, mentre k sempre (n — 1) —- > 0, e, per n > 2, —-1 < 0. 

In realty la generalizzazione corretta, per n termini, della 
H non 6 rappresentata dalla 



ma dalla 


H ni = 


G n 1 

1 

A»-i 


che e un caso particolare della (VI) per c = n, d = 1. 

Altra generalizzazione corretta, per n termini, della H k data 
dalla 

TJ1V _ -f~ • • • ~i~ &n 4~ H~ • • • + &n—l fin 

n (n — 1 ) A 

che k un altro caso particolare della (VI) per c = 2, d = 1, 

Tanto la H m che la H 1V si riducono alia H per n = 2. ■ 


(1) II calcolo dei valori medi e le sue application statistiche. «Biblio- 
teca dell’ Economiata» Serie V, Vol. XIX, pag. 227. 
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* * * 

Un esempio numerico varr 4 a mettere in luce le proprieta 
che presentano alcune delle medie sopra indicate e ad indirizzare 
le ricerche atte a scoprire quelle delle altre medie. 

Sia la serie di cinque termini 1,2, 10, 20, 100. 

La Tavola I d& i valori delle medie monoplane combinatorie 
potenziate M ep (formula III) per tutti i valori di c da c = 1 a 
c = 5 e per i valori di p da p = — 4 a p = 4 (1). 

Per p — 0, si applica la (IIP) ed M ep risulta allora uguale, 
qualunque sia c, alia media geometrica. M cp risulta pure uguale 
alia media geometrica, in base alia (III) qualunque sia p, .quando 
sia c — n (nel caso nostro c — 5). 


Tavola I. 

Medie monoplane combinatorie potenziate M cp = 


j C) 

I 


P'i K. ) 


X 

— 4 

— 3 

_2 

— I 

O 

I j 

2 

3 

4 

T 

1 

1,17 1 

1 

T ,64 

1 

1,00 

4,oi 

8,33 

1 26,6t) 

45,83 

58,65 

66,00 

- 

1,88 

2 ,07 

2,48 

3 *66 

8.33 

18,(45 

26,/X 

31,08 

33,79 

3 

3 >27 

3 . 4 6 

3.83 

4,81 

8,33 

14,40 

18,68 

21,04 

22,41 

4 

4*95 

5,11 

5 > 43 

6. *3 

8,33 

io ,73 

11,91 

12 ,49 

12,84 

5 

8,33 

8.33 

8.33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 


Dalla Tavola I si rileva anche che, per c < M cp , a parita 
di c, cresce col crescere di p e che, per p =|= 0, M cp > a parita di p t 
cresce col crescere di c per p < 0 e invece diminuisce col cre¬ 
scere di c per p > 0. 

Queste propriety hanno carattere generale e si possono dimo- 
strare teoricamente (2). 

(1) I calcoli per questa tavola e le successive furono eseguiti dal dott. Al¬ 
berto Fenici. 

(2) II DunKel (art. cit.) aveva gi& dimostrato che M € P cresce per 
£ a 1 col crescere di p e diminuisce per p •=* 1 col crescere di c. 
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La Tavola I si pud dividere in due parti, secondo che 6 p ^ 0 . 
Nella parte destra in cui e p > 0 , i valori situati sulle diagonali 
ascendenti, crescono ; cid significa che M cp per p + c = costante 
diminuisce col crescere di p e col diminuire di c. Nella parte sini¬ 
stra della tavola, invece, in cui p < 0, crescono i valori situati 
sulle diagonali discendenti: cid significa che M cp cresce per 
p — c = costante col crescere di p e di c. Queste proprieta disceil- 
dono immediatamente dalle precedenti, ed hanno pertanto esse 
pure carattere generale. 

Non sempre, invece, diminuiscono per p ]> 0 i valori calcolati 
sulle diagonali discendenti che corrispondono a valori costanti 
di p — c t ne sempre diminuiscono per p < 0 i valori calcolati sulle 
diagonali ascendenti che corrispondono, a valori costanti di p + c. 

* * * 

Nella Tavola II sono indicati i valori delle medic biplane po- 

p 

tenziate B q , secondo la formula (IV) per i valori di p da p — — 4 
a p = 4 e per i valori di q pure da q — — 4 a y = 4, 

Per p = q, si applica la (V) che da la media biplana equipo- 
tenziata. 

p 

La tavola mostra che B q cresce a parity di p col crescere di q 
e, analogamente, a parita di q col crescere di p. 

p 

Restando costante p — q t B q cresce col crescere di p ; cre¬ 
scono pertanto, nella tavola, i valori situati sulle diagonali discen¬ 
denti. Questa proprieta discende immediatamente dalle precedenti. 

p 

I valori di B q sono simmetrici rispetto p e q. Essendo p + q 

p 

costante e non positivo, B q , al crescere di p, diminuisce per p non 
positivo e, al contrario, cresce per p non negativo. Essendo, invece, 

p 

p + q costante e positivo, B q , al crescere di p , cresce per p non po¬ 
sitivo e, al contrario, diminuisce per p non negativo. Tale compor- 
tamento si rileva esaminando i valori situati sulle diagonali 
ascendenti. 

La Tavola II pud considerarsi come divisa in due settori 
simili dalla diagonale discendente massima che corrisponde alle 
coppie di valori p = q. Nel set tore superiore e p > q e in quello 
inferiore, invece, p <^q. In ogni settore, diremo diagonale discendente 
base la diagonale discendente prossima alia massima, per cui 6, nel 
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Tavola II. *-1 _ 

p 1 / S at 

Media biplane potenziate B q — * ' ' -1 

■ / 

S at 


\*-i 

\ 

*=\ 

— 4 

— 3 

— 2 

— 1 

O 

T 

2 

3 

4 

— 4 

1,04 

1 

1,06 

1 ,09 j 

1,16 

1 ,47 

2,62 

i 

4,63 

7,M 

9,03 

— 3 

1,06 

1 ,oK 

T ,12 

I , 2 T 

1,64 

3-30 

6,22 

9,82 

13,64 

— 2 

1,09 

1,12 

1.17 

1,31 

1,99 

4,7'2 

9,45 

15, *5 

20,73 

— 1 

1,16 

1,21 

i,3i 

1 .59 

3,01 

8,95 

18,50 

27,92 

35,99 

0 

1^47 

1,64 i 

1 

1,90 

3,oi 

8.33 

26,60 

45,84 

58,65 

66,90 

1 

! 

2,62 

3,30 

4,72 

8,95 

26,60 

60,13 

78,99 

87,10 

90,98 

2 

4 *63 

6,22 

0,45 

18,50 

45 >*4 

78,99 

91,83 

96,05 

97,64 

3 

7,M 

9,82 

r 3 , 1 5 

-7.9-2 

58,65 

87,10 

96,05 

98,50 

99,28 

4 

0,93 

13.64 

20,73 

35,09 

66,90 

00,9# 

97,64 

98,28 

99,72 


scttore supcriore, p — q — i e, nel settore inferiorc, q — p — i. Ora 
. . p . 

tutti i valori di B q situati sulle altre diagonali del settore si possono 
ottenere mcdiante medie geometriche dai valori consecutivi situati 
sulla rispettiva diagonale base. E precisamente, se si prende una 
serie di m valori consecutivi situati sulla diagonale base, la loro 
media geometrica si trova, nella tavola, al punto di incrocio tra la 
colonna che finisce ad un estremo della serie considerata di m va¬ 
lori e la linea che finisce all’altro estremo di detta serie. Per esem- 
pio, la media geometrica dei due primi valori della diagonale base, 
1,06 e 1,12 & 1,09 ; la media geometrica dei tre successivi valori 
situati su detta diagonale 1,31, 3,01 e 26,60 k. 4,72 ; la media geo¬ 
metrica di tutti i cinque valori anzi detti 6 2,62 e, inline, la media 
geometrica di tutti gli otto valori situati sulla diagonale base 6 9,93. 






Le anzidette propriety hanno carattere generale e si possono 
dimostrare teoricamente. 

* * * 

La Tavola III d 4 i valori dellc medie biplane combinatorie se- 
condo la formula (VI). 

Per c = d la formula non ha valore determinate. 


Tavola III. 


C — d 


Medie biplane combinatorie B d — 



..< 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

o 


26,60 

18,95 

14s 4 ° 

io ,73 

8,33 

i 

26,60 


13 . 5 ° 

10,60 

7.93 

6,23 

2 

18.95 

13.50 


8,31 

6,08 

4,81 

3 

14,40 

10,60 

8,31 

■ 

4>45 

3.66 

4 

10,73 

7.93 


H 


3 ,oi 

5 

8,33 

6,23 

m 

3.66 

3 .oi 



Dalla tavola si rileva che B d diminuisce a parity di c col cre- 
scere di d e, similmente, diminuisce a parity di d col crescere di c. 

I valori situati sulle diagonal! discendenti, corrispondenti a 
coppie di valori c e d per cui resta costante la differenza c — d, 
diminuiscono progressivamente, propriety che discende dalle 
precedenti. 

C 

I valori di B d sono simmetrici rispetto a c e d. La tavola si 
pud pertanto dividere in due settori simili, secondo che d d>c 
(settore superiore) ei<c (settore inferiore). Nel settore superiore, 
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i valor ( i situati sulle diagonali ascendenti, che corrispondono a va- 
lori di c e d per cui k c + d — costante, crescono per c d = <; 5 
e diminuiscono, invece, per i valori di c + d > 5. H contrario av- 
viene nel settore inferiore. 

Anche in questa tavola, come nella precedente, chiameremo 
diagonale discendente base nel settore superiore quella per cui e 
d — c = 1 o nel settore inferiore quella per cui 6 c —d = 1. 
E anche in questa tavola si rileva che i valori situati sulle altre 
diagonali si possono ottenere mediante medie gcometriche dai 
valori consecutivi situati sulla diagonale base del settore. Ad 
esempio, la media geometrica di tutti i cinque valori situati sulla 
diagonale base 6 8,33, valore che si trova all’angolo inferiore e 
all’angolo superiore della tavola. 

Le propriety anzidette hanno valore generate e si possono di- 
mostrare teoricamente. 

c 

Si avverta come i valori di B* per d = 5, contenuti neirultima 
colonna e quelli per c = 5 contenuti neirultima linea della tavola, 
riproducano, in ordine in verso, i valori delle medie monoplane 
combinatoric potenziate che si ottengono facendo p = — 1 e che 
sono indicati nella linea 4 a della Tavola I. Cio dipende dal fat to 
che & 



s Pr c (ad 



I (") 

* 2 P C 1 (ar 1 ) 

n\ /—1 


come si desume dalle osservazioni contenute nella nota (1) apag. 6. 


* * * 

Passiamo a considerare i valori delle medie biplane combina- 
torie equipotenziate, secondo la formula (VII). 

Per p = 0, si applica la formula (VIP) che & in ogni caso uguale 
alia media geometrica. 

Se si tiene fermo p e si fanno variare c e d t si rientra nel caso 
precedente, potendosi considerare ( a <)*> come termine generico di 
una nuova serie. 

cp 

Teniamo invece fermo d e vediamo come varii B d * al variare 
di p e di c, I risultati sono esposti nella Tavola IV per d = 1 e 



cp 


Medie biplane combinatorie equipotenziaie B ip — 


Tavola IV. 



1=1 


P‘, (a, p ) 


W 

2 P d , (aS) 

i=i 


d — i 


\ N ^= 

„ , g—aas 

— 4 

— 3 

■ 

- I 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

1 >47 

1,64 

1 ?99 

3,oi 

8,33 

26,60 

45,83 

58,65 

66,90 

2 

2 .<41 

2,62 

3,08 

4,44 

8.33 

13,50 

,5,56 

16,47 

17,06 

3 

4,88 

5 , QI 

5,31 

6,08 

8,33 

IO,6l 

11,92 

12,60 

12,96 

4 

7.40 

7.46 

7,59 

7,04 

8,33 

i 

7,94 

7,59 

7,46 

7,40 

5 

1 

12,84 

12,49 

11,94 

10,73 

8,33 

€>,23 

5,44 

5 ,ii 

4,94 

Tavola 

V. 



d = 

3 





x 

— 4 

1 

i 

3 

■ 

— 1 

O 

i 

1 

2 

3 

4 

0 

3,27 

3 > 4 6 

3,83 

4,81 

8,33 

14,40 

18,65 

21,04 

22,41 

I 

4.87 

5.02 

5,31 

6,08 

8,33 

10,61 

11,92 

12,60 

12,92 

2 

9.85 

9,64 

9,14 

8,31 

8 , 33 ( 1 ) 

8,31 

9,14 

9,64 

9,85 

4 

17.07 

16,47 

I 5 < 5 & 

13.50 

8 , 33 . 

4,45 

3,08 

i 2,61 

2 ,43 

5 

33.80 

3 I »°9 

26,71 

18,95 

8,33 

3,66 

2,47 

2,07 

1,88 


(i) Per i = 3 , c = 2 e /> = h B*p = 8,i8; per d =. 3, 

c=2 e*|+ = 8,24. 
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nella Tavola V per d = 3 (Analoghi sarebbero. i risultati tenendo 

op 

fermo c e facendo variare p c d, poichd i valori di B dp sono sim- 
metrici rispetto need). 

Seguendo i valori situati sulla stessa colonna, si vede che, nelle 

Op' 

due tavole, a paritcL di p, i valori di B ip crescono con c per p < 0 , 
restano costanti (uguali alia media geometrica) per p = 0, di- 
minuiscono per p > 0. 

Seguendo i valori delle diagonali, si rileva che, nella parte si¬ 
nistra delle tavole, per cui & p < 0, i valori crescono lungo le dia¬ 
gonali discendenti e diminuiscono lungo le diagonali ascendenti; 
mentre il contrai'io avviene nella parte destra per cui & p > 0. 

£ probabile che tali propriety abbiano carattere generale. 

cp 

Piu complicate sono le leggi che regolano il variare di B ip , 
a parity di d c c, col variare di p. 

cp 

Per d = 1, i valori di B ip crescono con p per c = 0 , c — 2, 
c — 3; diminuiscono per c — 5; prima crescono e poi diminui¬ 
scono per c — 4, restando simmetrici rispetto al valore centrale 
corrispondente a p = 0. 

op 

Per d = 3, invece, i valori di B ip crescono con p per c = 0 
e c — 1 ; diminuiscono per c — 4 e c — 5 ; prima diminuiscono 
e poi crescono per diminuire di nuovo e poi crescere per c — 2, 
restando anche in questo caso simmetrici rispetto al valore centrale 
corrispondente a p = 0. 

In entrambi i casi, l’andamento simmetrico si verifica nella 
colonna per cui d d + c = 5. 


* * * 

Passiamo a considerare le medie biplane equicombinatorie 
potenziate secondo la formula (VIII). 

Per p — q si applica la formula (IX) della media biplana equi- 
combinatoria equipotenziata. 

Se teniamo fermo c e facciamo variare p e q, si rientra nel 
caso della media biplana potenziata, perch£ ogni prodotto P*t (a { p ) 
= (ai)] p pud considerarsi come la potenza p"* del termine ge- 
nerico P‘i («<) di una nuova serie. 

Teniamo quindi fermo q facendo variare pec (Agli stessi ri- 
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(p- -q) c 


cp 


Medie biplane equicombinatorie potenziate B cq — 


Tavola VI. 



q — i 


\z> « 
c -\ 

— 4 

-- 3 

-2 

— 1 

0 

I 

I 

2 

3 

4 

I 

T , 16 

1,22 



3,oi 

8,05 

I8.50 

27,92 

36,01 

2 

i. 51 

1,56 

1,68 

^ ,05 

3,66 

8,33 

13,77 

18,21 

21,66 

3 

f 2.«7 

2,93 

3-04 

3,37 

i 

4,81 

i 

8,32 

11,89 

14,54 

16.47 

4 

4,5s 

4> 6 3 

4,74 

4,99 

__ j 

S.< 7 

>1,59 

10,50 

11,11 

5 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 j 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 


Tavola VII. 


q = I 


\^= 

~4 

— 3 

— 2 

— 1 

0 

1 

1 

2 

3 

4 - 

1 

2,62 

3,30 

B 

00 

s 

26,60 

60,13 

78,98 

87,10 

90,98 

2 

2,99 

3,60 

4 *88 

8,33 

18,95 

32,37 

37,65 

39,80 

40,97 

3 

4,40 

4,94 

5>95 

8,32 

14,40 

21,79 

24,23 

25,43 

25,96 

4 

5,77 

6,15 

6,81 

00 

10,73 

12,62 

13,20 

13,27 

13,62 

5 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

8,33 

1 00 

u> 

1 ^ 

8.33 
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sultati si perviene tenendo fermo p e facendo variare q e c, perche 

cp 

il valore di B cq & simmetrico rispetto a peg). 

cp 

Le due Tavole VI e VII contengono i valori di B cq per q = i 
e q = — i quando c assume i valori da i a 5 e p i valori da — 4 a 4. 
L'esame delle linee delle due tavole mostra che, a parity di 

cp 

p e q 9 B cq cresce col crescere di p per i valori di c da 1 a 4 e resta 
costante (uguale alia media geometrica) per c = 5. 

L'esame delle colonne della Tavola VI mostra che, per q = 1, 

cp 

B cq cresce, al crescere di c , per p =—4, /> ——3, p —— 2, p =—1 
e p = 0 ; diminuisce per /> = 2, p = 3, p = 4, e presenta un anda- 
mento irregolare per p = 1. 

I risultati contenuti nella Tavola VII sono analoghi, con la 
differenza che qui la colonna dei valori irregolari corrisponde a 

cp 

p = — 1. Nelle colonne a destra di questa, i valori di diminui- 
scono al crescere di c ; nelle colonne a sinistra, crescono. 

L’esame delle diagonali ascendenti e discendenti mostra un 
andamento dei valori diverso nella Tavola VI e nella VII e, in cia- 
scuna di esse, non uniforme per tutte le diagonali. 

cp 

Le leggi di variazione dei valori di B cq al variare di c, di p e di q 
sono evidentemente complicate : meriterebbero uno studio teo- 
rico a s&. 


* * * 

La Tavola VIII, infine, da i valori per le medie biplane com- 
binatorie potenziate, secondo la formula (X). per p — 2, q — 1, 
quando c e d assumono ciascuno i valori da 1 a 5. 

cp 

.La condizione di sufficienza perche B d1 sia una vera media 
(cfr. pag. 9) si verifica quando sia d c, vale a dire, nel settore 
della tavola posto al di sotto della linea in grassetto. In tale set- 
cp 

tore, i valori di B iq diminuiscono, lungo la stessa colonna, a parita 
di d, col crescere di c ; crescono, col crescere di c, lungo le diago¬ 
nali ascendenti per cui 6 c + d = costante e diminuiscono lungo 
le diagonali discendenti per cui 6 c — d — costante ; sono irre¬ 
golari lungo talune linee, e ciod, quando d varia, a parity di c, H 
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Tavola VIII. 


cp 

Medie biplane combinatorie potenziate B* 1 — 


p — 2 q — i 



l*\ 

S (a p i) 


(3 

S P‘, (a*,) 


1=1 



(i) Cfr. nota (2) a pag. 11. 


fatto che i valori decrescono regolarmente lungo le colonne e ri- 
sultano irregolari lungo le linee, fa pensare che anche le regolariti 
riscontrate in questo settore possano non verificarsi per altri va¬ 
lori di p e di q. 

Nell’altro settore della tavola, per cui e d^>c, i valori presen- 
tano la maggiore irregolariti. Per quanto per essi non si verifichi 
la condizione sufficiente di internalita, 5 di essi sono tuttavia in- 
temi ai limiti estremi della serie (1 e 100) e 5, invece, sono 
estemi, 4 superandoil massimo ed uno restando inferiore al minimo. 

• c t 

La complicatezza delle leggi che regolano il variare di B** 
al variare di p, q, c, e d, ha consigliato a non dilungarci in questa 
nota sulle applicazioni numeriche della formula (X) che merita 
uno studio a parte. 















RENZO CISBANI 


Gontributi alia teoria delle medie 


Sotto queste titolo, ho riunito alcune note relative ad argo- 
menti disparati appartenenti al vasto campo delle medie. Esse 
sono state stese per risolvere alcune questioni particolari su cui 
ha richiamato la mia attenzione il Prof. Gini in occasione di 
di una trattazione sistematica di tale materia che 6 in corso. 

In questo numero della rivista compaiono le prime due note: 
I. -— Di alcune medie continue; 

II. — Determinazione univoca della mediana nelle serie cicliche. 

1. — Di alcune medie continue. 

Sommario. — L. Galvani ha esteso al continuo una formula del 
Dunkel, esprimente una media in senso generale di « quantity discrete a,-. 
Qui si determina una formula piu generale per quella media continua, nella 
distribuzione dei valori della quale 6 immersa la distribuzione dei valori 
di quella data dal Galvani. Infine si studiano alcune interessanti ed ele- 
mentari propriety di quella distribuzione. 

POSIZIONE DEI PROBLEMA. 

§ i. Dunkel (i) ha proposto quale «media generalizzata» 
delle quantity (discrete): 

&l } ^3 i • • • CL n 

la funzione continua per qualunque valore dell'argomento x 
| V» (%) = * per x^t.0 

| y« ( x ) = V«i • a s • • •«»» per x = 0 


(i) Dunkel, Generalized geometric means and algebraic equations . 
« Annals of Mathematics », 1909-1910. 
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La funzione y H (x) gode infatti delle seguenti propriety, che 
giustificano la proposta ora fatta: 

a) per ogni sistema di numeri a,-, e funzione simmetrica 
di essi ; 

b) ha valori sempre compresi fra i due limiti: 

a = mi n («♦) b = m a x («,) 

c) rappresenta le medie analitiche usualmente impiegate, 
per determinati valori dell’argomento; p. e. per x — — i, x — 0 , 
x = i, x = 2, rappresenta le ordinarie medie armonica, geome- 
trica, aritmetica, quadratics; 

d) & sempre: 


lim y» (x) = a ; lim y„ (x) — b 

n — —* n =. 4- x 

L. Galvani (2) estende tale concetto di« media generalizzata » 
al caso di una totality di numeri reali compresi fra i limiti, a, b ; 
ed ottiene come espressione di essa la formula: 

- / \ f +1 — a * +1 1 

y (*) = 


(x + 1) (b — a )J 


- / \ 0 — a 

y{x) ~ loeb — loga 


y(») 


a 




per x / 0 , — 1 
per x — — 1 

per x — 0 


La media ora definita gode delle proprieta analoghe alle a), 
b), c), d), e per . . . x = — = = d 4 le corrispon- 

denti delle medie.... armonica, geometrica, aritmetica.... che 
risultano espresse rispettivamente dalle formule: 

b — a i |'_^lr=“ a b + a 
’ ’ ‘ ’ logb—loga ’ e \_a a \ ’ 2 ’' ' ' ' 

L’estensione di L. Galvani non conduce pero ad un risultato 
del tutto generale: vedremo infatti come una pih completa esten- 
sione al caso continuo del concetto di « media generalizzata » del 
Dunkel porta a definire una media in senso generale della varia¬ 
ble continua t in (a, b), che contiene come caso particolare la 


(2) L. Galvani, Dei limiti a cui tendono alcune medie. « Boll. Un. 
Mat. Italiana », 1927. 
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media di Galvani, e nella distribuzione dei valori della quale, la 
distribuzionc dei valori (*) della y risulta immersa. 

II motivo di ci6 h da ricercarsi nel fatto che L. Galvani ha 
determinate la forma della sua media continua passando al limite 
a partire da una successione discreta di punti le cui ascisse sono 
in progressione aritmetica. Mentre questo non e che uno degli 
infiniti modi mediante i quali si puo eseguire il passaggio al limite 
ora detto. 


Ricerca della media continua in senso generale. 

§ 2. Cio posto, supponiamo di dividere l’intervallo (a , b), in 
n parti, le ascisse degli estremi delle quali, sieno in progressione. . ., 
armonica, aritmetica, quadratica. . ., in corrispondenza ai succes- 
sivi valori interi relativi di j. Le ascisse degli estremi saranno 
della forma 

i 

[a* + i h] ’ / = i, 0, i, 2 ... . 

Studiamo il. comportamento della funzione : 

i 

* per j /-Ox / 0 (i) 


Vi (*) = 


Z [a 1 + i h ] i 


al variare di x, j. 

Vediamo se possiamo assumere come « media continua » della 
variabile t in (a, b), nel senso del Dunkel, l’espressione: 


Si ha: 


e quindi: 


yi (x) = lim y, (*) 

n = 00 


n h = b , h == — -— 

TV 


wW 



T r bi * r 
/ tf dt x 

~ a 'Ki 1 


(i) Ora d nel seguito si intenda che le considerazioni svolte silimitano 
al campo reale. 
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( b*+>— 

r w_ (f + *) 


b x + i — a * + ’ 1J 


(i V — «') 


Posto 


Vi (*) 


W — a’ " 
i ( logb—loga) 1 


*bb 


per x / — j 


per x — —; 


per x — 0, 


ej l a* 


6 facile mostrare che la >7 (x) e fun/,ione continua per qualun- 
que valore x dell’argomento. 

£ intanto >7 (at) continua per x / 0 , x / — 

Si ha poi, applicando la regola dell’Hopital 

log limyj(x) — lim — log(b x — «*+') — log(b’ — a’) — 

* = 0 x - 0 x I 


log I —f- I ] =lim 


b x +i logb — a x +i loga 
b x + * — a* 


+1 


e quiridi 


bflogb—aHoga 1 
b> — a) 


1 b b ~ rJ —- 

lim yj (x) — —y —j “* 

* = 0 ej a" 


Si ha infine: 


li m yj (x) = l i m 

*=-> x = -i 


b x + i — a x +» 'll 


(J» ^ + ! 


.. fft* +, fog6 — a x+1 loga~\_± \i(logb— 

'-'[f &-*<)■ j 


i (logb — loga)~\—L 


e quindi 


imyi(x) = jj 


# —V u 

(logb—loga)\ ’ 
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La y/ (x) gode inoltre di tutte le propriety enunciate nel § i. 
Qui basteii di mostrare che gode della propriety d). Si ottiene 
infatti successivamente: 


log l i m yj(x) —li m — 

X as—00 X ——00 ^ 

—I og (bf — a i )\ = lim — 

I x = —od X 


log(b x *' — a XJ,i )—log ^-4- -f i 


-iog(4-+i}-iog(V-j) 
e analogamente 


(x + j)loga + log 
b\'+> 


b \‘+i 


— lim loga+ - 


(logb—loga) 


1 


b\ x +> 


—1 


j+> 


log l i m yj (x) = l o g b 

X = + 00 

Dunque la funzione y,- ( x ), per j =/= 0 , e atta a rappresentare 
una «media continua» nel senso di Dunkel: e si noti subito che, 
per j — i, essa coincide con la «media generalizzata» di Galvani. 
§ 3. Per fare assumere significato alia y,- (x), anche per j = 0 , 
occorre studiare il comportamento della funzione 

1 


Vo(x) = 


2 (a k')‘ 


per x =/= 0 


per n = 00 ; posto y 0 M = limy 0 (x) si ha 


e quindi 


ak H — b , k = 

y 0 (x) — lim 


T * , . v * . 

— S * ‘fin* 
n 


Posto 


loji-loea = 


quindi 
y 0 (x) = 


li«t —V< 4,,,+a) 

L»-« w 0 




1 l’' 0 * 4 „ i 1 

—j-I «*'rftT 

lOgdj lOf* J 


che conduce immediatamente alia formula 


y#(*) 


x[logb~ logo)] 


per x »/«0 


loga 
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Posto ora y„ (x) — . ab per x — 0, poiche si ottiene facil- 
mente 

li m'y 0 (x) =fab 

1 = 0 


la y 0 (*) risulta continua per qualunque valore x deirargomento. 
Con calcoli analoghi a quelli del paragrafo precedente, si ottiene 

l i m y 0 (x) = a ; l i m y (x) —b 

x — —oo *=oo 


e si vede che le altre propriety richieste per la media in senso ge¬ 
nerate del Dunkel son tutte verificate anche per la y 0 (.v). 
Poniamo 

Ji (x) = h (x) per j = 0. 

Se dimostriamo che l i m yj (x) — y 0 (x) la funzione y (x) ri- 

sulta continua non solo per qualunque valore x deirargomento, 
ma anche per qualunque valore j dell’indice. 

A tal uopo, si noti che, per x =/= 0 , x =/= — j, si ha 


l i m yj [x) 

7 = 0 


' b x — a x ' 

1 __ 

b x — a* 

V — a* 
xli m - —-— 


x(logb-loga) 

7 = 0 ? 




per x == 0 , si ha 


loglimyj(x) ■ 

7 = 0 


loglim -j- 


7 = 0 


b b 


b’-J 


b’logb—aUoga 

l l m ----- 

, = o & — «’ 


I 

7 


lim 

i=o 


j{tilogb — aUoga)—(V — a’) 
j[V — a>) 


l i m ~^ g ^ 0 g ^ _ l °g*+logb 

, = o b' a iogb—aHoga 2 


e che infine, per j = 0, si ricade nel caso precedente. 
Dunque la funzione 


* (*. i) 

X [x , j) 
X {x, j) 


' b* +i — a x + i li 

(■f + z ) 

b x — a* II 
x(logb—loga)\‘ 

• b> — a> V, 
j(logb-loga )J ’ 


per x =1=0 , x =j= — j ,j =1=0 


per x =1= 0 , j = 0 
per x-—j, j =1=0 





Fig. I 
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Z (X , j) = 


I 

7 


Off 


z {x , j) — yj a b 


per^ x — 0 , j -j- 0 
per #—0,7=0 


& funzione continua per tutti i valori x, j, (i), e soddisfa a tutte 
le condizioni richieste per la media in senso generale del Dunkel; 
essa & quindi atta a rappresentare la piu generale « media con¬ 
tinua » della variabile t in (a, b), media che risulta appunto la 
cercata estensione di quella proposta dal Dunkel nel caso di 
quantity a, discrete. 


Pkoprieta della media proposta e applicazioni. 

§ 4. Puo ora essere interessante studiare la distribuzione di 
z, in corrispondenza dei valori interi delle due variabili x, 7 da 
cui essa dipende. 

Riuniremo in un quadro a duplice entrata tali valori di z, 
riportando in ordinata la variabile x e in ascissa la variabile 7. 

Otterremo la distribuzione della Figura i a ; in corrispon¬ 
denza di un qualunque valore di 7, e di un qualunque valore di x 
si hanno, all’incontro delle rispettive colonne e righe, i valori 
corrispondenti della « media continua» prima defmita. 

Nei paragrafi precedenti gi& & stato dimostrato che i limiti 
superiore ed infcriore delle medie di ciascuna colonna son fissi e 
rispettivamente eguali ad a, b, cio6 agli estremi dell’intervallo ; 
e, inoltre, le medie di ogni colonna crescono al crescere di x, in 
accordo con la nota propriety, che si verifica nel caso di quantity 
discrete, che le medie aumentano il loro valore al crescere del- 
l’esponente x della formula del Dunkel. 

Lo stesso fatto ora notato per le colonne vale anche per le 
righe del quadro: si ha cioe con calcoli analoghi a quelli dei para¬ 
grafi precedenti 


li m z (x ,7) = a ;li m z (x,j) — b 

j— — 00 /= + 00 

per qualunque valore di x. 


(1) S’intende che nel testo si 6 dimostrato solo che la z (x , 7) i con- 
tinua rispetto a ciascuna delle due variabili presa separatamente. 



30 


Dunque le varie righe e la vane colonne del quadro costitui- 
scono altrettanti sistemi di valori della nostra media in senso 
generale della variabile t in (a, b), aventi per valori estremi, gli 
estrpmi di quell’intervallo. 

I valori z (x, j) per i quali e x — j danno le medie. . armo¬ 
nica, geometrica, aritmetica . . . degli estremi. £ noto infatti che 
inserendo fra due quantity a, b, un qualunque numero n di me- 
di. . ., armonici, geometrici, aritmetici.. lamedia. . ., armonica, 
geometrica, aritmetica,. . . risulta sempre, rispettivamente, la me¬ 
dia. .., armonica, geometrica, aritmetica. . ., degli estremi a, b. 

L’esame del quadro porta ad enunciare alcune propriety che 
si possono esprimere geometricamente nel seguente modo. 

Si tracci una linea che passi per i centri dei rettangoli la cui 
media corrispondente h \J a b, linea che risulta essere una retta 
(K K), e che diremo retta fondamentale. Centro della distribu- 
zione diremo il centro del quadro, la cui media corrispondente b 
z (0,0) = \J ab, asse la linea dei centri dei rettangoli delle medie 
corrispondenti ai valori z (0, /), cio& la retta ( H H). 

Le propriety di cui 6 il discorso si possono allora cosl espri¬ 
mere : 

a) le medie corrispondenti ai rettangoli per i centri dei 
quali passa una parallela alia retta fondamentale, e simmetrici 
rispetto l’intersezione di essa con l’asse, coincidono; 

b) le medie z' , z" corrispondenti ai rettangoli i centri dei 
quali giacciono su una retta qualunque per il centro del quadro, 
e simmetrici rispetto ad esso, sono legate dalla semplice relazione 

*' • *" =-- a b 

Sinteticamente, si hanno le formule: 

a) z (x , — 2 x) = \J a b , 2 (x, j) — z ( — x , * + ;) 

b) z (x ,j) z ( — x , — /) — ab 

che esprimono le propriety prima dette, e delle quali daremo ora 
la semplice giustificazione analitica. 

Consideriamo la superficie z 

1*f> 

(-f + i) <*-«'> 


2 {X , j ) = 
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resa continua per tutti i valori di x, j, (i), mediante le posizioni 
fatte nel § 3, e riferiamola ad un sistema di assi cartesiani (z, x, j). 
La retta rappresentata, parametricamente, dalle equazioni 

x — t,j — - - t ,z = \J ab (**) 

appartiene alia superficie, come si pu6 vedere immediatamente, 
sostituendo i valori ora detti di x, j, z nella (*), che risulta identi- 
camente soddisfatta. 

Una parallela alia (**), le cui equazioni parametriche saranno 

x — t h , j — - ~t + h,z=l, 

taglia la superficie z in punti, le cui coordinate son date dai valori 
di t soluzioni dell’equazione 


b * l + " _ a t t + * k 




— t + zh 
2 

■ — t + 2 h 




(***) 


Senza risolvere completamente questa equazione, possiamo 
studiare il comportamento delle soluzioni di essa, per ogni fissato 
valore di l, cioe del valore della media generalizzata, e di h. 

Sia t —i una soluzione corrispondente ad un fissato valore 
di l, l — l, compreso tra a e b, e di h, h = h ; allora anche il va¬ 
lore t — — } — 2 h e soluzione corrispondente agli stessi valori 
fissati l, h. 

Infatti, sostituendo nella (***), al posto di t, il valore detto, 
si ottiene 


1 i + 2 h 




+ 2 h 


a 




l-t-H 


(1) La z (x ,;) £ una superficie rappresentativa dei valori interni all'in- 
tervallo (a, 6). Non deve stupire il fatto che una superficie, dod un ente 
geom. a due dimensioni, rappresenti i punti di .un intervallo. Dalla teoria 
dei numeri transfiniti sappiamo che tanto Tintervallo (a , b) quanto la super¬ 
ficie hanno la stessa potenza puntuale [c]. 
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eq'uazione identicamente soddisfatta, sc t — t, c una soluzione cor- 
rispondente ai predetti valori fissati l, h. 

Le soluzioni si distribuiscono dunque a coppie sulle paral¬ 
lel (**); e cadono precisamente in punti simmetrici rispetto l’in- 
tersezione di quelle parallele con la parallela all’asse j condotta 
per il punto (0, 0, l ): il che si pu6 facilmente ottenere ricorrendo 
ad una nota formula di geometria analitica. 

Infine pub facilmente dedursi dall’identitb: 

z (x ,j) • z (—x ,— j) — ab 

di facile dimostrazione, che le ordinate z di punti della superficie 
le cui proiezioni sul piano x y sono simmetriche rispetto 1’origine, 
sono inversamente proporzionali. 

In tal modo le propriety a), b) sono state completamente 
giustificate. 

§ 5. — Una delle propriety della distribuzione studiata nel 
paragrafo precedente potrebbe essere utilmente applicata ai 
problemi di indole pratica del tipo che ora esporremo. 

Supponiamo di conoscere che due serie hanno intensity in 
progression e, ad es., rispettivamente, aritmetica e geometrica; 
le formule del paragrafo precedente ci dicono che la media z (01) 
coincide con la media z( 1,—1), il che significa che, al limite per il nu- 
mero dei termini tendente all’infinito, devono coincidere la media 
armonica della prima serie e la media aritmetica della seconda. 

Di modo che, se il numero dei termini delle due serie h abba- 
stanza alto, e si sia venuti a conoscere, ad es., la media armonica 
della serie i cui termini sono in progressione aritmetica, il valore 
di essa puo essere assunto, con discreta approssimazione, come 
valore della media aritmetica della seconda serie, i cui termini 
crescono in progressione geometrica. 

La condizione che il numero dei termini sia abbastanza alto 
ha effetto notevole sul grado dell’approssimazione numerica che 
si vuole ottenere. 

Un esempio numerico illustrera meglio dei calcoli algebrici, 
che dovrebbero esser fatti sui limiti 


= l i m 

n =s 00 


I \ B _!_ * _i_I 

lim —\ a + y'a”’ -2 b + . . . -f- \Ja b” s + 6 = 

_ n _ ' b — a 

1 . n — x , n — 1 _1 ~ logb—loga’ 

a (n — 2 )a + b~ r '''a + (n — 2)6, b 
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li m 


il grado di approssimazione che si pu6 ottenere. 

Posto a — x, b — 2 , si ottiene il grafico a tratto unito della 
fig. 2, ove la curva inferiore rappresenta la media armonica della 
prima serie, la curva superiore la media aritmetica della seconda 
serie; la retta, il valore limite cui le due medie convergono 
per « = oo. 

Come si vede, la convergenza non e molto rapida, ma si pud 
presumere che per ottenere una coincidenza alia seconda cifra 

decimale (approssimazione a meno di ~ nella determinazione 

della media della seconda serie mediante il valore della prima) 
occorre al piii disporre di una cinquantina di termini. 

Un altro esempio h riportato nel grafico trattcggiato della fig. 2. 

Si d posto ancora a — i, b = 2 ; e si e supposto di essere in 
presenza di due serie i cui termini sono in progressione aritmetica 
e quadratica. 

La curva rappresentativa della media aritmetica della prima 
serie d una retta coincidente con la retta limite, y = 1,5; come 
doveva accadere ricordando che, qualunque sia il numero dei 
termini, la media aritmetica di una progressione aritmetica k la 
media aritmetica degli estremi. 

La curva rappresentativa della media armonica della seconda 
serie converge lentamente, mantenendosi sempre inferiore, al va¬ 
lor limite 1,5, secondo la formula: 


+ 


I i 


[n —2) « s + 6 2 


-}-••• + 


1 | 1 

(n — 2 ) 6 * & 


a 4 “ b 




n — 1 


n — 1 



// 


M 



\ 1,32 
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II. — Determinazione univoca della mediana nelle serie ci cliche. 

Sommario. — Jackson ha ideato un artificio teorico atto a deter- 
minare in modo univoco la mediana di una successione di numeri. Qui si 
studia Testensione del detto artificio ad una successione di modality qua¬ 
litative che danno luogo a serie cicliche. 

Si dy, in p^ri tempo, un processo di approssimazione mediante il 
quale, sia per una successione di numeri, sia per una successione di moda¬ 
lity qualitative, si pud approssimare rapidamente il valore cercato della 
mediana in caso di indeterminazione, cosicchd quella ricerca, che sembrava 
aver solo utility teorica, diviene applicabile, sia per le seriazioni, che per 
le serie cicliche, a casi che assumono importanza pratica nella statistica. 


POSIZIONE DEL PROBLEMA 


i. — I valori medi delle serie cicliche sono stati studiati da 
C. Gini ed L. Galvani nella monografia « Di talune estensioni del 
concetto di media ai caratteri qualitativi » (i) indagine completa e 
rigorosa dell'argomento, fondata sul principio matematico della 
conservazione delle leggi formali. 

In particolare, i paragrafi 27-30 della monografia sono dedi- 
cati alia definizione ed alia ricerca della mediana di una serie ciclica. 

Si definisce usualmente mediana delle quantity a x a 2 . . . a H 
il valore x* che bipartisce la graduatoria degli ai posti in ordine 
crescente (o decrescente) di grandezza. 

Ora, in base a tale definizione, la determinazione della me¬ 
diana pud condurre ad una indeterminazione, nel senso che tutti 
i valori di un intervallo tra due quantita possono essere mediane 
delle n quantity considerate. £ questo il caso, quando si ha una 
successione di quantity diverse 


^11 & 2 > • • • » 


con n pari, n = 2 k\ oppure quando le varie quantity si presentano 

ripetutamente come nello schema seguente 

Quantity 


Frequenze 


Xu x 2 , . . ., x„ 


y\, y-i, ■ ■ • ,y« 


( 1) « Metron ». 1927, i°, pagg. 1-209. 



36 


con 

Sy,= hy t W S Vi < Sy,-. 

La stessa possibility di indeterminazione si presenta quando 
la mediana viene definita come il valore che rende minima la somma 

n 

S j x — | y< . 

1 

Tale possibility sussiste pertanto anche per le serie cicliche, 
poiche b precisamente in base alia propriety di rendere minima 

n 

la somma S | x — *,■ | y,- che il concetto di mediana b stato esteso 
1 

da Gini e Galvani al caso delle serie cicliche. 

Il Jackson ha proposto per una successione di quantity un 
procedimento per eliminare la indeterminazione piii sopra descritta. 
Primo scopo di questa nota b di estendere tale procedimento al 
caso delle serie cicliche, eliminando anche per queste serie l’inde- 
terminazione in parola. 

2. — Secondo il procedimento del Jackson, il valore X 
mediana univoca del sistema di numeri [«,•] b l'unica soluzione 
compresa fra a* e a* + J (supposti limiti dell'intervallo di indeter¬ 
minazione) dell’equazione 

(x — a x ) (x — a,)...(x — «*) = («*+i —x)...{a n — x) [i] (i). 

Il Jackson non ha dato alcuna indicazione sulla via da seguire 
per la risoluzione pratica dell’equazione del testo. Daremo, nei suc- 
cessivi paragrafi, un procedimento semplice e rapido atto a risol- 
vere numericamente la [i], e sopra tutto le sue analoghe, che 
determineremo nei seguenti paragrafi, e che si presentano quando 
si applichi il procedimento a effettive serie statistiche (2). 

(1) Si noti che l’equazione sopra scritta solo per il caso n = 2 conduce 

alia formula X = — — ; per n > 2 appare cosi pienamente arbitrario 

l’assumere, come ordinariamente si fa, per mediana, nei caso di indetermi¬ 
nazione, la media aritmetica dei valori limiti dell'intervallo di indetermi¬ 
nazione. 

(2) Notiamo anche, fin da ora, che gli ordinari metodi di approssima- 
zione delle radici non conducono che in casi molto semplici, o molto parti- 
colari, a risultati soddisfacenti, se applicati nella attuale ricerca. 
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Determinazione univoca della mediana nelle seriazionx 

STATISTICHE. 

3. — Applicheremo prima il procedimento del Jackson al 
caso di una seriazione del tipo 
Quantity 

Xi, x 2 , . . . ,x n 

Frequenze 

yu . yn 

che rappresentano il caso che comunemente si riscontra in sta- 
tistica. 

Diciamo x* — Xk la mediana della seriazione secondo la ordi- 
naria definizione, cio6 quella (o quelle) quantity per la quale val- 
gono insieme le due disuguaglianze: 

1 n k n 

S y< < £ y<; S y< ^ S y t . 

1 h 1 k+ 1 

Posto 

sp (*) = s I a: — Xi I Pyi 
1 

Sp (x) e funzione continua con derivata S p ' ( x ) continua e sempre 
crescente al crescere di x espressa, per Xi x Xi +X della formula 

~ S'p (x) = 2 {x — *,'<)*- 1 y/' — S (Xf - x )*>- 1 y r 

P i=r , »+i=r 

Il minimo valore di Sp (x) si avri dunque per x — x*p, se 
S' P {x*p) = 0. 

Assumiamo ora come « mediana» della seriazione il valore 
li m 

p=i 

E 

lim “ S'p ( Xk) — S y< — 2 y,- 
p=i V j *+x 

l i m -i- S'p (xk + c) = 2 y< — 2 y,- 
P=sl P 1 A+l 

l i m -4- S'p (xi, — e) = 2 y< — 2 y< 

P=i P ik 

ove e indica un numero positivo convenientemente piccolo, del 
resto arbitrario. 
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Se supponiamo esistere una quantita per la quale 

1 n 

2 y, = 2 y< 

i *+i 

e li m S'p (xk) = 0 ; quindi Xk 6 la mediana cercata, e si ha facilmente 

p =i 

X — li m x*p — Xk — x* 

t >=i 

Altrimenti esisteri un primo valore di x, sia ancora, per como- 
diti di scrittura, per il quale sono verificate insieme le disu- 
guaglianze : 

k 1 n k H 

2 y< < 2 y< 2 y< > 2 y< 

1 ft 1 A+l 

oppure 

2 y,- < 2 y< 2 y< = 2 y< (i) 

i * i *+i 

Nel primo caso si ha lint S'p (Xk + s) > 0 ,/i m S'p (xh — e) <0 ; 

*=i p=i 

quindi, e essendo una quantity piccola ad arbitrio, lim S'p (x^ = 0 

#■=1 

e si vede ancora facilmente che X — lim x*p — Xk = x*. 

II valore di X coincide dunque con il valore x* in tutti i casi 

in cui x* b unicamente determinate. 

Nel caso successivo si ha infatti: l i m Sp (x k e) = 0; vi e 

p=i 

indeterminazione, e precisamente ogni valore x, dell’intervallo 
Xk Xk+i, (2) annulla il limite della derivata Sp' (z)per ^—*-1. 

La stessa indeterminazione accade, ovviamente, per x*. 

(1) Si noti che le disuguaglianze : 

h —1 n k n 

2 Vi > 2 , 2 yi < 2 y, 

1 ft 1 ft+i 

sono incompatibili; e che, se per un valore di k, h6 ussistono insieme le 
disuguaglianze 

1 n w u 

2 y, = 2 y,-, 2 y,- > 2 y,- 

1 ft' 1 ft'+t 

esiste anche un valore di k , k" t per il quale sussistono le 

*=%*<£ yiSy^i yi. 

1 A" 1 A" 

, (2) £ da escludersi x k + x perchd lim S'p (^+1) =/= 0 . 

P“ i 
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Si ricorre allora all’artificio, gi 4 usato dal Jackson, fondato 
sullo sviluppo in serie esponenziale : 

[/ (*)F -= e />'«* !/<*>]= I 4- ft log 1/ (*)]-|- lo g 2 \f (At)] + . . . . 

vale vole per p > 0, / (x) J> 0 

Si ottiene facilmente, per Xk * < ** +1 , 


(p-ifp s ' p {x) * ? w* ° s -- *>•' 


- y,- L n g (xr — x) 4- 

k H 


(x — • (a; — At*) 1 '* 




ove 9 6 una funzione che rimane finita per x, y fissati in modo 
qualsiasi. 

Se x p & il valore che annulla il secondo membro della equa- 

zione ultima scritta, per un certo valore di p, e X il valore unica- 

mente determinate che annulla il logaritmo che in quel secondo 

membro compare, si vede facilmente che l i m x p — X . X puo 

p-i 

dunque giustificatamente assumersi come mediana della seriazione 
nel caso che x* sia indeterminato ; il suo valore puo desumersi 
dalla equazione: 


ciofe 


log 


(x—XiY,. 
(Xk +1 — *) y * + i 


• i x _ 

. . (x„ ■ x) y „ 


0 


/ (At) - (x — At ] ) v 1 ... (at — Xk) y k — (At/,. , — x) v k (x„ — ,v) v „ 0 [I]. 

L'equazione che determina X si riconduce evidentemente a 
quella data dal Jackson quando tutti i pesi siano uguali; essa ha 

k h 

per grado il numero S y, = E yu (i). Percib la determinaziorie 

i A + l 

del vero valore di X non potra farsi, in generale (2) che mediante 
la teoria dell’approssimazione. Nel paragrafo successivo si vedr& 
come si possono semplificare i calcoli spesso complicati che questa 
teoria richiede. 


(1) Si noti che i pesi yi possono in generale sempre ridursi a numeri interi. 

(2) Per n = 2 non si puo avere indeterminazione a meno che non sia 


y x — y 9 e allora si ricade nel caso esaminato dal Jackson e X = 


*1 + *1 . 
2 


per » = 3 si giunge ad un* equazione del grado 3 0 al meno; per n ^ 4 sempre 
ad equazioni di grado superiore al 4 0 (a meno che non si abbiano particolari 
gruppi di Xi , per i quali il grado si pud abbassare di una o pid unit&). 




Applicazioni numeriche per le seriazioni. 


4. — Crediamo ora opportuno soffermarci sull’equazione 
che determina la mediana, per la risoluzione pratica della quale, 
come gi4 k stato detto, occorre impiegare la teoria dell’appros- 
simazione. 

II metodo di approssimazione da impiegarsi dovr 4 anzitutto 
permetterci di giungere alia determinazione approssimata della 
radice cercata senza sviluppare i prodotti dei binomi che l’equa- 
zione [1] contiene, sviluppo che riesce laboriosissimo quando i pesi 
non sono i primi numeri interi. Se si nota che in (**, x k+1 ) la / ( x ) 
ha in generate dei flessi e che comunque il calcolo della sua deri- 
vata riesce molto complicato — anche quando non si debbano 
sviluppare i binomi — dovremo ricorrere al metodo cosl detto 
delle secanti, metodo che qui brevemente riassumiamo : si con- 
giunga il punto P x della curva, di ascissa **, con il punto P x 

k ^ 4-1 

di ascissa x , e si determini il valore x* x in cui la retta P, , P, , 
*+1 * *+x 

taglia l'asse x ; x*i d 4 un primo valore approssimato della radice 

cercata ; detto P x » i il punto sulla curva la cui ascissa h x*i, si con- 

giunga Px*^ con P x ^ o con P, secondo che / (**1) > 0 oppure 

f (x*i) < 0 ; si determini il valore x* a dell’ascissa del punto di in- 
contro della retta P**^ P x * (P*^ P* k+1 ) con l’asse x, valore che d 4 una 

seconda e migliore approssimazione della radice cercata (Fig. 1). 

L’iterazione del procedimento conduce ad un’approssima- 
zione quanto si voglia spinta del valore vero della radice. 

Il metodo ora descritto b molto lento, e del resto potr& essere 
utilmente. impiegato solo quando i pesi y sono ancora relativa- 
mente piccoli. Un’applicazione si trover 4 nel paragrafo dedicato 
alle serie cicliche. 

5. — Descriveremo ora un rapido procedimento di appros¬ 
simazione, valevole per pesi y qualunque ; si vedr& come l'appros- 
simazione delle radici della [1] possa spingersi a qualsivoglia cifra 
decimale mediante successive equazioni di 2° grado. 

Invece di risolvere la [1] possiamo risolvere l'equazione 
seguente 


l 0 g K (x) = l 


0 a (*—**) • • ~ (* — **) 

S (Xh+ 1 — x) . . . (x H —x) 


= 0 


ove il logaritmo 6 assunto in base e. 




Sviluppando in serie di potenze i fattori dell'equazione pre 
cedente, secondo le formule 


x 0 ■■= 


Xk + Xk+i 
2 


log(x — Xi) —log [(x 0 — Xi) + (x — *o)] - l 0 g 


I + 


Xp — Xi 
X - X 0 


4 - 




i — i, .... k 

l 0 g (Xj — x) = log [{Xj — X 0 ) + (X — Xo)] - / 0 g 


X — Xp 
Xj — x 0 


i- 


+ log (Xj — Xo) = log (Xj — Xo) — ^- 

Xj — Xo 


(x — Xpf 
2 (Xj — X 0 ) 3 


j = k + I, . . . , n 

e fermando gli sviluppi al 2° termine, si ottiene la seguente equa- 
zione di 2° grado in (x — x 0 ): 


| (x~Xo) 3 \ i rx -~ 7 X- 3 
2 1 *-t l — X 0 ) 


y> 


l (x 0 - • Xi ) 1 


+ (x—Xo) 


y» 


L*+J Xj — X , 


4 * 


k 

+ 2 --- 

1 Xq Xi 


yi 


+ 


lytl o g (*„ - • Xi) — 2 yjlog [xj — Xo) =0 [2] (i) 

1 A +1 


Se con 

sj — xi — Xo] l — l ... n 

indichiamo gli scostamenti algebrici da x 0 delle successive moda¬ 
lity Xi . . . x,„ e con z lo scostamento approssimato da x 0 della 
radice cercata x*, l’equazione puo anche scriversi 


2*2 


yi [s g n . s/3 


er 


-j- 2 2 

t 


1L 

I SI 


■ 2 y, [s g n . Si] l o g j ci | = 0 • [a] 

i 


la radice x 0 di questa equazione fornisce un primo valore x' ap^ 
prossimato di x* 

X 1 = x 0 + (x' — Xo) — Xo 4- 2 o 


(i) Se .1* «•„, deve essere E y,- / g (4 0 — *,) — £ y f l g (*,• — x 0 ) -= 0: 

cio6 esser nullo il 3 0 coefficiente della [2] e viceversa. Quindi, se il 3 0 coeffi- 
ciente risulta 0 £ x* = x Q e il procedimento k qui termine; altrimenti e 
x* =/» x qi e gli sviluppi impiegati hanno sempre significato. 



Questa prima approssimazione non e molto esatta a motivo 
del fatto, ben noto, che gli sviluppi in serie di log (i + x) sono 
lentamente convergenti per valori di x non molto vicini a 0. Si 
pu6 ovviare a questa difficolt& iterando il procedimento nel modo 
seguente: si ponga 


l o g (x — Xi) l o g 

* 0 g (*f — x) mlog ^ 



-f- l 0 g (x' — Xi) 



+ log {Xj — x') 


X - 




x' 
Xi ’ 



x' 


sono allora in modulo minori di i (i) e abbastanza vicini a 0, 
perche gli sviluppi in serie dedotti da essi secondo le formule gi& 
date precedentemente, siano rapidamente convergenti. 


(i) Ci6 implica che siano contemporaneamente verificate le condizioni 


- i < 


< i ; — i < 


- x 


< i 


[*] 


ove con x* si £ indicato la vera radice della equazione l o g K (x) — 0. 

Valutiamo Terrore chc si commette trascurando i resti degii sviluppi 
in serie dei termini 


a partire dal terzo termine incluso in poi. 

Tali resti sono rispettivamente 

JLL ( .J._ W.yj.l- 



IszJLs) 

— *0/ 



con | 0, | < i , | ©y I < i . 
Posto 


log K ( X) #8 f (x) -f A (X) 

ove/U) £ I'equazione [ 2 ], A (at) la somma dei resti ora determinate sara 
lo g K (x') = / (x') + A (x') = A (x') 
e quindi secondochd A (x') 2:0 e anche x' ^ x ; inoltre 6 


A (.r'J - 




Se ora supponiamo x'> x Q , i denominator! dei cubi che compaiono 
nelle sommatorie sono > 0 e quindi 6 A (x') > 0. 
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Sviluppando in serie, e fermando gli sviluppi al i° termine, 
si ottiene un'equazione della stessa forma della [i], e precisamente 
ancora 


-- w 


1 ' V 1 l>)< | 


— S yi [s' g n . >jj] / 0 g ' 7)J | — 0 [6] 

i 


ove w h. lo scostamento approssimato da x’ della radice cercata x*, 
e yji gli scostamenti esatti da x' delle successive modality Xj . . . x„. 

La soluzione w 0 dell’equazione ultima scritta e la correzione 
da apportarsi a x' per ottenere un secondo miglior valore appros¬ 
simato x" di x*, dato dalla formula 


x" — x' + ( x " — x') — x' -f ze» 0 ; 

x" da un’approssimazione molto soddisfacente di x, come si vedra 
nel paragrafo seguente. 

6. — Sia data la seriazione : 


Modality i 2 2,25 4 8 12 

Frequenze 120 15 18 30 100 83 

Si vede facilmente che ogni valore compreso fra 4 e 8 e mediana 
secondo l'usuale definizione. 

La mediana risulta poi determinata in modo univoco dalla 
unica soluzione compresa fra 4 e 8 dell’equazione 

(x — I) 120 (x — 2) 18 (x — 2,25) 18 {x — 4) S0 

(x — 8) 100 (X — I2) 82 ~ 1 

La media aritmetica dei limiti dell’intervallo di indetermina- 
zione e 6. 

L’equazione in z ottenuta mediante la formula (a) risulta 
essere 

. 6,394 z 3 , 4- 111,633 * 4 - 40.363 = o 

La sua unica radice compresa in (— 2, -f 2), z 0 = — 0,369, 
d<t la correzione da eseguire su x 0 per avere il primo valore appros¬ 
simato cercato, 

x' — Xo + z 0 = 5,631 


Se invece supponiamo x ' < x 0 , 6 A (*') < 0 . 

Dunque 6 sempre o: x' > x 0 e contemporaneamente x' > x 
oppure : x’ < x a e contemporaneamente x' < x. 

In ambedue i casi si pud facilmente vedere che vale sempre il sistema 
di diseguaglianze [*] e quindi gli sviluppi del testo sono sempre convergenti. 
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Iterando il procedimento secondo la formula (b) si ottiene 
l'equazione in w 

0,1397 + 109,0047 w — 0,0902 — 0 

e per secondo valore approssimato 

x" = x' + x 0 = 5,631 + 0,0082 = 5.6392 

Ora b 

f (5.6392) < o ; / (5,6393) > o 

quindi*" approssima x* a meno di 1/10000 per difetto. 


Estensione alle serie cicliche. 

7. — In accordo al principio di conservazione delle leggi 
formali, si definisce mediana della serie ciclica a modality equi- 
spaziate (al qual caso ci si pub sempre ridurre): 
modalita 


Xt—M+i . Xt— 1 , Xt, Xt+i, . . . x t+k 


frequenze 


yt-k+i, * • •, y< +1 , yti y/+i» • * *, 

la modalita X (o le modality, effettive o di conto) ove la 
funzione 

0 (X) = S I X Xi | yi 
ha un minimo assoluto. 

Con il simbolo | X X < | si vuole indicare il valore assoluto della 
diversity base da X a Xi nel senso di Gini e Galvani (1). 

La funzione 0 (X) e continua, ma non altrettanto accade per 
la sua derivata, che presenta n — 1 discontinuity di seconda 
specie. 

Non si possono quindi caratterizzare i minimi della 0 (X) 
mediante lo studio delle sue successive derivate; occorre ridursi 
all’esame dell’effettivo comportamento della © (X) nei vari punti 
modality del ciclo. 

Si pub dimostrare che la mediana cercata pub non essere 
unica, ma comunque cade sempre in una modality effettiva, salvo 


(1) Loc. cit. pag. 29. 
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il caso in cui essa 6 una qualunque delle modality, effettive o di 
conto, di un intervallo tra due modality effettive consecutive. 

£ facile convincersi che ci6 accade quando la rappresenta- 
zione grafica della 0 (x) ha l’andamento descritto nella figura 2, 
e quindi la sua derivata 0 ( x) quello della figura 3 (1). 

La derivata della 0 (x) ha quindi, nel caso di indetermina- 
zione, il segmento corrispondente all'intervallo x, x l+l di indeter- 
minazione, coincidente con un segmento dell'asse X. 

Assunta l’origine X, arbitraria, studiamo ora la funzione 
0 , (X) 2 XXi | Py t 

La funzione k continua, e la sua forma b, nei successivi inter- 
valli dell’asse X, la seguente: 


per X variabile da X, a A', 

(- x)fy, -f (1 ~~ xy y t+i 4 

-I (I: -- -v — iK y/ + *-i 4 (k + xy y, 1 k -|- ... + (x -f 1 y y,.., 
per X variabile da X, a A', + , 

(1 — xy \'i +1 4 • • • 4 - (k — xy y t+ k 4 - 

-f- (k 4 - X - i) p yt—k+i l - . . . 4 x fi y , 
per A' variabile da A' /+1 a A', + ., 

(2 — xy y, +2 4 . . . 4- (* - X 4 xy y t *+, 4 
4- (k + x — 2 )t yt- k+z 4- ... 4 {x — i) p y t +\ 


ove x indica lo scostamento di X da X, (2). 

(I) La serie impicgata per il grafico e la seguente: 

5 O N E 
12 2 1 

assunta come origine la modality 0, si sono calcolati i valori di © (,r). ©' 
(x) y ottenendo i seguenti risultati, ove x indica lo scostamento di A’ da 0 ; 


per X in 

&(X) 

©' (X) 

S 0 

— 2 X + 5 

- 2 

0 N 

5 

O 

N E 

i X + 5 

2 

E S 

7 

O 


(2) Le funzioni ©* (X), 0 (A), ecc., sono valutabili numericamente 
solo quando si ricorra agli scostamenti x da un'origine fissa. Percio non si 
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La forma della derivata di ©*(*), che indicheremo con & p (x) 
e allora, nei successivi intervalli del ciclo, la seguente: 

per X variabile da X,-k iXmh 

p ! — (— k -- x i) p 1 y<_*+] —. . (— xf 1 y, + 

-)- (2 k — x + *)*-■’ y,. + (H x)*- 1 y,+*! 


per X variabile da A'<_i a X, 

p\ — ( — x)* 1 y, — — i — )’,+*_! + 

+ (* + *)'• 1 y. n + • • • -f (x + i)'’- 1 y ,-,! 

per X variabile da X t a A< +1 

p | — (i — x)" 1 -' y (+ , — {k — x)* 1 y,+* -|- 

•f (A -f x — i) A - 1 y<_ A+i -f . . . + 1 y, | 

per X variabile da A (+ | a 1 ,+! 

p j — (2 — xY ■ 1 y, ,..-- ,.. — (k - x J- i )^ -1 y<-*n d 
- 1 - (* + k <? - 2)* - l y« ..*+2-1 ... + (* ~ *)* 1 y<+i ! 


per X variabile da X t+ k i a X,+k 

p) ~(k — x)*-' y l+ k - ... — (2 k ~-1 -xy-'y ,+, -i- 

+ y* + • • • + (* — * + i) A 1 y<+*^-i I 

La funzione Q'p ( x ) ha dunque n — x discontinuity di seconda 
specie: anzi, se si immagina I’ultima modalita congiunta ciclica- 
mente con la prima, n discontinuity di seconda specie. 

Immaginando di percorrere il ciclo nel verso antiorario, si 
vede facilmente che la Q'p (x) diminuisce, all’atto di attraversare 
le modality 


A<_A+i,..., A»_i, Xt 


il suo valore rispettivamente di 

2 p k p ~ l y t+ \,... ,2 p kf - 1 y,+*_x, 2 p k p ~ l y (+ * 
e all’atto di attraversare le modalita 

X»+i,.... Xt+ *—i, Xt+ii, 


di luogo ad alcuna ambiguity sostituendo, nel testo, alle &p ( X), 0 ( X ), ecc. 
le'corrispondenti ®p (x).\® (x). ecc., che denotano, in sostanza, le stesse 
funzioni. 
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il suo valore di 

2 p kP~ l yi—k+i, 2 p k*— 1 y,_ 1( (2 p 1 y t ) 

cio 4 l'intensity algebrica dei successivi salti 4 il peso della moda¬ 
lity opposta a quella che si attraversa moltiplicato per il coeffi- 
ciente — 2 p k*— 1 . 

In ciascuno degli intervalli Xj X i+1 consecutivi la @V (x) e 
funzione sempre crescente ; infatti la sua derivata ordinaria cal- 
colata, ad esempio, in X t X (+1 & data dalla formula : 

■/ x ©V (x) - p (/> - I) J (I - x)P- 2 Vm i + . . . + (k — x)*— 3 y, +ll + 


+ (k + x — i)p 2 y, .*+, +- . . . + xP- 2 y, ! 
e quindi 4 sempre positiva. 

8. — Il grafico della &'p (x) (Fig. 4) offre una chiara rappre- 
sentazione delle propriety ora viste (1). 

Nell'interno di ognuno degli intervalli considerati la fun¬ 
zione ©*, (x) ha al piii un minimo relativo, e tale minimo, se esi- 
ste, 4 dato dal valore x* p che annulla la ©V ( x). 

Supponiamo ora che vi sia indeterminazione nel calcolo della 
mediana mediante la funzione © ( x) e che l’intervallo di indetermi¬ 
nazione sia per esempio X t X t +i. Vogliamo dimostrare che in tal 
caso la & p (x) ammette, in (X, X,+i), qualunque sia il valore di p, 
un minimo; baster 4 dimostrare che l’equazione che si ottiene 
uguagliando la &' P (x) a 0 nel corrispondente intervallo di varia¬ 
bility per la x, (0,1), ha sempre una e una sola radice reale compresa 
fra i limiti di quell’intervallo. 


(1) La serie impiegata per la costruzione del grafico 6 la seguente : 

S 0 N E 
1234 

Assunta come origine la modality O, si son calcolati i valori di 0 ' (X), 
0 ', (X) nei quattro intervalli di variability per X, ottenendo i risultati 
scgucnti : 


per X in 

0' (X) 

©'»(*> 

S 0 

i 0 

1 3 (24 X -r 14) 

0 N 

1 "‘4 

3 ( — 4 r* -t 24 r - 

N E 

: o 

3(16 ,v — 22) 

E S 

1 4 1 

3 (4 ,v a \ 32 i ; 42 



4 * 

II fatto ora enunciato si ottiene facilmente, per i valori 
interi del grado p — i, mediante l’applicazione del teorema <ji 
Sturm. 

Si formi la serie di Sturm relativa all’equazione ®' P ( x ) — 0 : 
Si otterranno p — 2 funzioni razionali intere 

/ (X) = ®'p (X), /, (x) d d x ®"p (X) .... ip-., (X) 

Poich£ la seconda di esse, f x (x) ha segno costante nell’inter- 
vallo (0,1) la serie di Sturm pu6 essere limitata a quella fun- 
zione (1). 

£ 

/(0) <0,/, («)"■» o ;/(!)> 0, /, (!)■>(> ( 2 ), 

quindi nell'intervallo (0,1) si perde una sola variazione, e percio 
l’equazione proposta ha una e una sola radice reale x*p in (0,1). 

L’esistenza e l’uniciti della radice delle successive equagioni 
• <d'- P (x) = 0 per p — n . . . 3.2 ci suggerisce che essa deve, per 
p = 1, tendere ad un limite determinate. 

A noi interessano.dunque ora i valori di p prossimi e maggiori 
di 1. Per conseguire il risultato enunciato, si impiega lo stesso 
artificio del paragrafo 2. Si sviluppano in serie esponenziale i ter¬ 
mini della Q'p (x) ; si ottiene successivamente : 

(I — x)*- 1 I •+ (p-l)log(l —x) + {p— l ) 2 <P, (AT, P) 


(1) Cesaro, Analisi algebrica, pag. 195. 

(2) Se tutti i valori di X dell*intervallo Xt Xt+ 1, sono mediane (in 
senso lato o in senso stretto) la 0 ' (X) £ ivi come si & visto, un segmento 
delFasse X , quindi deve essere nullo identicamente in Xt Xt+x il coeffi- 
ciente della x in 0 (*), che 6 funzione lineare di x. 

Ma tale coefficiente (cfr. Gini e Galvani, loc. cit., pagg. 85, 86) vale in 

t t+k t t+h 

Xt Xt+ 1, £ yi — 2 quindi deve essere £ = £ y,*. Cid posto, 

*—*+1 t+ 1 *—*+1 <+1 

si noti che il calcolo di / (0) e / (1) conduce alle formule : 

/ (0) — / i m 0'#> (x) = -- 1 2P 1 ; vh 2 -- . • . — kP 1 yt+k 4- 

►04-0 

4- (k — 1) kP — 1 yt ~*41 -f ... 4 - yt —1 ; (1) — / i w 0 '*> (x) — - - yt \-2 

*—>1—0 

— ... — (k — i)*- 1 yk + t 4- t<P~~ l yt—k+i f ... \~ yt . 

Tenendo conto della uguaglianza precedentemente stabilita fra i valori 
yi si Vede con facility che / ( 0 ) < 0 / (1) > 0 . 
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(k — a)*- 1 = I + {p — I) l 0 g (k — x) + (p — i) a <Pp (x, p) 


x = i + (p — i) l o g x + {p — i) s <f>* (x, p) 


I 


©V (*) 


l o a (* + * — I ) y«-H • . • (* — *) y t +* 
S (I — *) y<+i . ■ .(k —x) y,+k 


+ 


+ {p — T-)< 9 {x,p,y) 


ove <p (x,p, y) rimane finita per valori fissati di x, y, qualsiansi. 

Per un qualunque valore di p fissato, la frazione del secondo 
membro cresce quando x cresce da 0 a i : esisteri un valore unica- 
mente determinate x* in (o,i) in cui quella frazione vale i e il 
suo logaritmo 0. 

S e p k sufficientemente vicino a i, 


0, (** + e) > 0, Q'p (x*—e)<0] 


allora esiste un valore x* p che annulla Q'p (a:), e questo & certo 
compreso, per p sufficientemente vicino a i, tra x* + e e x* —s, 
come volevamo mostrare. 

9. — II fatto che x* p sia compreso, per p sufficientemente 
vicino a 1, fra x* + e e x* — e, mostra che e : li m x*p — x*. 

p = i 

x * e dunque il valore unicamente determinato a cui tende 
per p = i, la successione dei valori che danno il minimo della 
Q'p (x) nell’intervallo d’indeterminazione. Sia X* la modality 
avente lo scostamento x* dall’origine. 

E’ giustificato assumere X* come modalitd mediana della serie 
assegnata ? Dobbiamo dimostrare : 

a) che la successione delle modalitd X*p che ptinimizzano le 

funzioni Qp (x) tende per p — 1 alia modalitd X che minimizza la 

0 (%) nel caso in cui non vi sia I’indeterminazione del tipo studiato : 

cio& occorre dimostrare che li m x*p = x per ogni valore x (e 

p = 1 

sappiamo che possono essercene piu di uno, ma sempre in numero 
finito) che minimizza 0 ( x ); 

b) che i valori x*p, nel caso di indeterminazione, realizzano, 
almeno per p sufficientemente vicino a 1 il minimo (0 uno dei minimi) 
assoluto della Qp (x). 

Supponiamo, a tale scopo, dapprima, che una modality, ne- 
cessariamente effettiva, X <+1 per esempio, realizzi il minimo as¬ 
soluto della 0 (x). 

La differenza 0 (X,) — 0 (AT, +1 ) 6 allora positiva per j -/= t + 1 




ed il limite inferiore di essa a 1 variare di; & un numero positivo <5. 
Ora si ha : 

0 ,, (Z,) — 0 , (Z <+1 ) ;> 0 (Xj) — 0 , (Z, +l ) 
qualunque sia j, come si pud facilmente dedurre dalla forma delle 
due funzioni Qp (Z), 0 (Z). 

Di qui segue 

Qp (Z/) - Qp (Z, +1 ) 2> [0 (Zy) — 0 (Z„,)] — L©y, (Z, +l ) -0 (Z, +1 )] ^ 

— [©y> (-^/+i) — Q (-^<+i)] 

Ma 

(X t+i ) - 0 (Z, +1 ) = 2 (2*~ 1 - X) (yen + y t+ i) + 

+ • • • -f~ k y«—*+1 (k p 1 — i) 


e quindi possiamo sempre trovare un valore p x > i tale che per 
i < p <; p\ sia 

Qp (Z, +1 )-0(Z <+1 )<£-! 

Per tali valori di p d 

Qp (Xj) - Q P (Xt+i) 2 > 3 — -f- > 0 

cioe 

Qp (Xj) Qp (Z/+i), i =/= £ + i 

il che dimostra che X t+l e un minimo anche per la 0y> (X), relati- 
vamente alle modalita effettive del ciclo. 

Cio posto, si noti che, non essendovi nel caso attuale indeter- 
minazione per il minimo della 0(Z), la rappresentazione grafica di 
questa funzione deve, a sinistra e a destra di Z< +1 esser costituita 
da due segmenti di coefficiente angolare rispettivamente negativo 
e positivo, che indicheremo con — to, + to'. 

Ora la 0 *, (Z) converge in ogni punto del ciclo alia 0 (Z), come 
si vede esaminando le differenze Qp (Z) — 0 (Z). Lo stesso accade 
per la 0 '* (Z), considerando separatamente ciascun segmento Z ; - Z >+1( 
in ogni punto dei quali essa converge alia 0 ' (Z). In particolare, 
nei due segmenti adiacenti a Z (+1 , ( X t X t +i), (Z« +; Zi +2 ), la 0 'y> (Z) 
converge ai due segmenti paralleli all’asse x, di ordinata co- 
stante — to, + to'. 

Si pud allora determinare un valore p = p a <^p sufficiente- 
mente vicino a i, tale che per p. t ;> p > i le Q'p (X) siano tutte 
comprese in striscie rettangolari parallele all'asse x, di ordinate 
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estreme (— to + e < 0), (+ <o' + e > 0) e di ascisse estreme 
(— i, o), (o,i) rispettivamente. Allora la Qp (X), sefl soddisfa alle 
limitazioni p 2 ^>p^> i, £ sempre, in ogni punto dei seguenti 
(X(X< + i), (X/ + iX) +s ), rispettivamente decrescente e crescente, e 
quindi non pu6 assumere, in nessuna modalita di conto dei due 
segmenti Xi+i). (X <+1 X< +2 ), valori minori che nell’estremo 
comune ai due segmenti. 

Se ora esistesse una modalita X** (necessariamente di conto 
per quello che prima si e dimostrato) nel ciclo, appartenente ad 
un segmento Xj Xj +l , in cui la ©*, (X) avesse un valore minore che 
in X<+i, in essa dovrebbe annullarsi la Q'p (X). Ma si puo sempre 
determinare un valore p 3 <C.p2 di p cosl vicino ad i, che per p 3 ^p^> i, 
sia sempre, in (Xj X, + i), Q'p (X) =/= 0, purche nello stesso segmento, 
sia 0 ' (X) — k -/= 0; il che esclude che la Qp (X) possa avere in X** 
un minimo relativo e quindi anche assoluto. 

Se invece, nello stesso segmento, e @'(X) = 0, e se h A la dif- 
ferenza fra il valore costante T di 0 (X) in (Xj X,- +1 ), e il va¬ 
lore 0 (Xi+i) si puo sempre trovare ancora un valore p 3 <ipi tale 
che per p 3 -<.p<^i sia Q p (X) > T — A in tutto (Xj X,- 4 i); il 
che porta ancora ad escludere che Qp (X**) possa essere minore 
di 0 , (X t+ i). 

Se ne conclude che la ©*, (X), per p sufficientemente vicino ad x, 
realizza il suo minimo assoluto nella stessa modalita effettiva in 
cui realizza il suo minimo la © (X), il che e a dire, ritornando alle 
notazioni precedentemente introdotte, 

li m x p * = x 

*> = i 

Piccole modifiche al ragionamento ora fatto sono necessarie 
per giungere all’asserto nel caso che vi sia piu di una modality 
(ma sempre in numero finito) che realizzi il minimo assoluto di 0 (X). 

In tal caso vi saranno due o piii successioni di valori minimiz- 
zanti [x* P ] , [x*’p\,. . ., per ciascuna delle quali avverr 4 che 

li m x*p = x,lim x*'p — x',... 

#>=i p= i 

ove x x',. . . sono i valori che minimizzano 0 (X). Cosl la a) h 
completamente dimostrata. 

Analoghe considerazioni di continuity portano pure a conclu¬ 
des che, nel caso di indeterminazione, la funzione Qp (X) realizza 
effettivamente il suo minimo assoluto (o uno dei suoi minimi as- 
soluti) nel valore x* p in cui Q'p (x) = 0 per sufficientemente piccoli 
valori di p. 
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Basta ricordare che nel caso attuale la 0 (x) e costituita nelTin- 
terno di X t X %±i dal segmento parallelo all'asse delTascisse, in 
cui cade la mediana, mentre i due segmenti adiacenti, devono # ne- 
cessariamente avere coefficient! angolari costanti di segno diverso. 

£ dunque completamente giustificato Tassumere come me- 
diana, nel caso di indeterminazione, il valore x* soluzione della 
equazione : 

(k + X — i) y <-*+! . . . x y t = (i — x) y t . . . (k — x) y t+k 

valore che, si noti, b indipendente dalTorigine X t fissata (i). 

10. — Se n b dispari, n = 2 k -f i, si vede con facility che 
Tindeterminazione studiata non pu6 mai presentarsi (2). 

Si b dunque ricondotta Tindeterminazione nella ricerca della 
mediana di una serie ciclica a quella proveniente dalla definizione 
stessa della funzione 0 (X), che puo ammettere per la sua stessa 
natura piu minimi assoluti, in corrispondenza di modalita effettive 
in numero finito, modalita che possono sempre tutte essere consi¬ 
derate mediane in senso stretto della serie data. 

Casi particolari e applicazioni numeriche. 

11. — L’equazione che determina la mediana in modo uni- 
voco ha per le serie cicliche la forma 

/(*)=(£ + * — 1) Vjm 1 . •. x y t — (1 — xy t+ 1 ...(£ — x)y t = 0. [1'] 
o pub sempre a questa forma ridursi cambiando convenientemente, 
quando occorra, Torigine, Tassunzione della quale era arbitraria. 

(1) lnfatti supponiamo di spostare Torigine, per es., da Xt a Xt+ x ; 
diciamo x ' lo scost^mento (X Xt+ x ). II ragionamento ripetuto a partire 
dalla nuova origine, conduce alia equazione 

(—*')*+1 (1 — *') y H2 ... (k — x* — 1) vt + k = (k + zy*-k -1 + i)y 

Si noti ora che x* e lcgata a x dalla relazione 

x - (X Xt) = (X Xt+i) + 1 = *' + 1 
sostituendo, nella equazione del testo, a il valore + 1, si ottiene Tequa¬ 
zione in x' ora stabilita. Il che giustifica Tafiermazione fatta della indipen- 
denza del valore x * trovato, dalla origine fissata. 

(2) Cfr. Gini e Galvani, loc. cit. pag. 90. Quanto 6 detto nel testo si 
deduce dalla forma dei coefficient di x in 0 (X) negli intervalli consecutivi 

Xt- f-i X X Xt-\- 1, ATt-j-i X • 

supponendo che nel 2°intervallo quel coefficiente sianullo identicamente, 
gli altri due hanno sempre lo stesso segno, e quindi nessun punto delTinter- 
vallo considerato pud esser punto di minimo. L’estensione agli altri inter- 
valli d ovvia. 



Nei paragrafi precedenti gi& e stato dimostrato che quell a 
equazione ha sempre una radice reale x* nell’intervallo (0,1). 

Descriveremo prima alcuni casi cosl semplici da non richiedere 
l’impiego della teoria dell’approssimazione; daremo loro piu il 
significato di conferma alia parte teorica, svolta nei paragrafi pre¬ 
cedenti, che di vera applicazione numerica. 

Sia data la serie 

N NO 0 SO S SW W NW 

IIOOO 00 0 

e assumiamo come origine la modality N. 

£ evidente che in questo caso la modalita mediana ha scosta- 

mento da IV e pertanto essa b la modality di conto N NO. 

Vediamo se alio stesso risultato si giunge per mezzo della 
equazione (i) : essa si riduce, in questo caso, alia seguente : 

x — i — x 

e quindi x — ~~ , come si era previsto. 

Si puo anche notare che nei caso attuale e costantemente 

x = -i- il valore che minimizza le funzioni @^(X). E pertanto 
2 

coincidono in N NO mediana e media aritmetica nei senso 
(i 2 — m i n (i) della serie assegnata. 

Passiamo ad un secondo caso, ugualmente semplice : 

N NO 0 SO S SIP W AW 

2 2110 OI I 

Si vede facilmente che vi e indeterminazione nell’intervallo 
{N, NO) i cui punti modalita sono tutti mediane della serie data ; 
accade anche qui lo stesso fatto descritto nei caso precedente ; e 
precisamente che il valore che minimizza la 0 (X) minimizza anche 
le &p(X). L’equazione da risolvere 6 adesso: 

(2 + x) (i + x) x* — (i — x) 2 (2 — x) (3 — x) =0 
che, posta sotto forma normale, vale: 

io x i — 5 x 2 + 17 x — 6 =0 

Di questa b unica radice reale in (0,1), il valore X — 
valore che minimizza per esempio anche la @ 2 ( X ). 
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Si ha infatti : 

02 (. X ) = (i — *) 8 . 2 + (2 — *) 2 . I + (3 — *) 2 . I + 

-f- [x -f 2)*. i + (x + i) 2 . i + x 3 .2 = 8 x 2 — 8 x 4- 14 
0 ' 8 ( X) = 16 * — 8; 0 " 2 (X) = 16 > 0 

e quindi * = minimizza anche 0 2 (X). 

Gli esempi ora portati, autorizzano a generalizzare quanto ora 
si e visto ad una serie ciclica del tipo 

(1) (2) ... (k) (k + 1) ... (2 k) 

X| X(4-j ... Xt+k Xt—k+i • • • X ,—1 

yt y«+i • • • yt+k y<—*+1 • • • y<-1 

con n — 2k, della quale si supponga che i pesi y,- possano disporsi 
in due graduatorie: 


yt+i > yt+f-i » • • • » yt+i-k+i 

yt+i+i > yt+j+2, • ■ ■ , yt+H * (*) 

i cui termini siano nelle singole graduatorie, decrescenti o almeno 
non crescenti e in cui, inoltre, quelli di posto corrispondente siano 
eguali. 

Per serie di tipo ora detto, vale la propriety che la modalita 
di conto il cui scostamento b la media aritmetica fra gli sco- 

stamenti di X t+ ,-, X t+ , +1 , , se si assume X< 4 ./ come origine) 

e la mediana della serie e insieme la media aritmetica nel senso 
= mi n . 

12. — Supponiamo ora di dovef risolvere casi in cui non si 
verifichi la simmetria prima descritta: dovremo in generale ri- 
correre alia teoria dell’approssimazione. Puo talvolta essere impie- 
gato con successo il metodo delle secanti gi 4 ricordato al paragrafo 4. 
Ad esempio, quando i pesi di cui sono affette le modaliti X t X (+1 , 
limiti dell’intervallo d'indeterminazione, sono alti rispetto ai pesi 
di cui sono affette le altre modality e inoltre uguali o molto vicini 

(1) Vedi Gini e Galvani, loc. cit., indica il momento secondo della 
serie assegnata. 

(1) Si ricordi che y, — y h quando i = k (mod n); e si confronti con 
l’alinea 5 pg. 95 di Gini e Galvani, loc., cit. 
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fra loro; si noti infatti che i due termini dell'equazione [i’J con- 
tengono rispettivamente i fattori x y t , (i — *) y <+i potenze la cui 
base 6 minore di i, mentre tutti gli altri fattori hannobasi maggiori 
e relativamente vicine ad i. 

Si intende allora che i fattori detti hanno la maggiore im- 
portanza nella determinazione dei valori dei due termini della [i'] ; 
e poichd si ha x — i — x quando x = 0,5, il valore della mediana 
oscilleri, nelle varie serie soddisfacenti alle condizioni anzidette, 
attorno al valore 0,5 ; pertanto, sari di grande utilith partire da 
questo valore nella ricerca della radice approssimata delle radici, 
procedendo poi con il metodo di approssimazione gii indicato. 

Sia data ad esempio la serie : 

N NO O SO ■ S SW W NW 
44321 024 

Assunta come origine la modaliti N, la funzione 0 (x) definita 
nel paragrafo 3 vale : 

Nell’intervallo (NW, N) — 6 x + 28 

nell’intervallo (IV, NO) 28 

nell’intervallo ( N0,0) 8 x -f- 20 

e si vede facilmente, calcolandone il valore nelle successive moda¬ 
lity effettive N . . . NW, che essa raggiunge il suo valore minimo 
in tutti i punti dell’intervallo (N, NO). 

Siamo dunque di fronte ad una indeterminazione del tipo stu- 
diato; inoltre i pesi di cui (sono affette le modalita estreme del- 
l’intervallo d’indeterminazione sono eguali, e alti rispetto a quelli 
delle altre modalita della serie : la radice dell’equazione che for- 
nisce la mediana, dovra dunque essere vicina a 0,5. 

L’equazione da risolvere e : 

/ (*) = (2 + xy (1 + xyx* — (1— x) 4 (2—xf (3—x) 2 (4—x) = 0. 

Si ha 

/ (o, 5 ) = — 2,52, 

mentre sappiamo che 

/ (0) < 0 , / (1) > 0 ; 

poichi il valore di / (x) in 0,5 e negativo e molto piccolo, pre- 
sumibilmente il valore di / ( x) in 0,6 sar& positivo. Infatti si ha 
/ (0,6) = 4,42 ; segue che la radice cercata k certo compresa fra 
0,5 e 0,6. Applicando il procedimento descritto al paragrafo 4 si 
ottengono successivamente i due valori approssimati 

*' = 0,53; x" = 0,53. 
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/ (o, 53 ) = — i. 55 ; / (o. 54 ) = o,o6 , 


quindi il valore approssimato per difetto della radice a meno di 
un centesimo & 0,53, per eccesso 0,54. 

In generale, come gi 4 h stato detto, il metodo delle secanti non 
conduce per6 a risultati soddisfacenti e per la lentezza dell’appros- 
simazione e per la laboriosita dei calcoli per alti pesi. 

13. — Applichiamo ora il procedimento di approssimazione, 
valevole anche per pesi aventi molte cifreintereodecimali, descritto 
al paragrafo 5. 

Invece di risolvere la [i'] f possiamo risolvere l’equazione 
seguente: 


, (k + x — i ) y ‘~* +1 ... X y t 
log — - 1 - - - 

(1 — tf) y,+1 . . . (k — x) y ‘ +k 

ove il logaritmo e assunto in base c. 

Si noti che si pu6 sempre porre 


[1"] 


log(a + x) =log 


log (a — x) —log 




I + 


ill 
U + l 


1 

X - 

2 


I" 

X - 

2 


log(x) = log 1 — i) =log(^j+log I + — 


eseguendo queste sostituzioni nella equazione [1'] sviluppando in 
serie i logaritmi dei vari termini, e fermando lo sviluppo al 2° ter- 


mine si ottiene facilmente l'equazione di 2 0 grado in 


loga alia [a] del paragrafo 5 


(: • I\ 



i(y<+i — yt-i+i) + 
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+ 



* 

s 

1 


I 



(yt-i-n -f yt+i) + 


+ 2 (yt-i+i — yt+i) log (i — = o [«'] 

i cui coefficient! sono di calcolo molto rapido. 

La soluzione z 0 di questa equazione fornisce un primo valore 

approssimativo x' — - + Zo- Iterando il prqcedimento, si ottiene 

una equazione della stessa forma della [a'] ove pero ^ e sostituito 

dal valore di x' ora determinate e che pud scriversi sotto la forma 
seguente: 


— (x — x'Y 2 
2 ' i L(* — x'Y 


ytr-k+i 


(k — i -f- x') 


ns + 


+ 


(*-*') 2 [j 


t -f x 


> + 


H 

■< 


+ 


+ 2 [y t ~k+i l o g (k — i + x) — y t+ i log {i — *')] = 0 [6'] 


Qualora si desideri un’approssimazione piij spinta, basterd 
iterare ancora il procedimento. 

14. — Il metodo da anche per le serie cicliche ottimi risul- 
tati: riprendiamo l’esempio dato precedentemente, quale appli- 
cazione del metodo delle secanti. Sostituendo nella (a') alle costanti 
i valori numerici si ottiene rapidamente l’equazione. 

0.181 (x — ^ — 22,552 (x — jj + 0,847 = °; \ = 0,043 

Non occorre nella risoluzione di questa prima equazione con- 
servare nei calcoli molte cifre decimali: il valore x‘ va determinate 
soltanto per permettere, mediante l'artificio escogitato, di conver¬ 
ges rapidamente. La seconda equazione, nella quale si deve te- 
ner conto di molte cifre decimali per avere un risultato soddisfa- 
cente, fornisce per la correzione w 0 , il valore — 0,006 .(1). 

L'approssimazione a d assicurata, coincidendo la seconda 


(1) Ottenuto conservando costantemente 4 cifre decimali nei calcoli. 
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cifra decimale del valore approssimato ora trovato 0,53 con quello 
(0,53 P- d, 0,54 p. e) gi& trovato per altra via. 

Si vede che, anche per le serie cicliche, non vi sono difficolti 
ad applicare il procedimento di approssimazione descritto quando 
i pesi sono molto alti, fatto che, come si & notato, rende in generate 
impossibile utilizzare gli ordinari metodi di approssimazione. 

Anzi, il procedimento impiegato suggerisce, che il grado di 
approssimazione che si ottiene mediante esso migliora sensibil- 
mente al crescere dei pesi dei quali sbno affette le modality della 
serie assegnata : osservazione, questa, che, come s'intende facil- 
mente, vale anche per la ricerca della mediana in una seriazione. 

Si abbia infatti la serie ciclica : 


NOSE 


6001 3520 5751 3770 


La determinazione della mediana conduce ad una indetermi- 
nazione, cadente neH’intervallo OS. Assunta la modality 0 come 
origine, si ottiene, sostituendo nella (a') alle costanti i valori 
numerici, l'equazione 

3966,22 z 2 + 25056 + 2450,33 — 0 

z Q — — 0,0994; x' -- * -|- ~o — 0,4006 


Iterando il procedimento, mediante la (6') si ottiene l'equa- 
zione in w 

3754,9064 w 2 — 25023,1406 w + 3i>o537 = 0 

Wo — 0,0011; x" = x' + w ~ 0,4017. (1) 

E 

/ (0,4017) > 0 , / (0,4016) < 0 

I 

per 


quindi x" approssima il valor vero x* a meno di 


10000 

eccesso ; mentre nelPequazione data nel paragrafo precedente il 
valore x" approssimava il valor vero x soltanto a meno di . 


(1) Ottenuto conservando costantemente 4 cifre decimali nci calcoli. 



59 









CURTIS BRUEN 


Methods for the Combination of Observations: Modal 
Point or Most Lesser-Deviations, Median Loci or Least 
Deviations, Mean Loci or Least Squares, and Mid- 
Point of Least Range or Least Greatest-Deviation 


A power-mean, as defined by Fechner ( 1 ) (i), is a value, rela¬ 
tive to which the sum of the absolute deviations of the individual 
values, raised to a given power, is the least possible. The p ,h 
-order power-mean of a set of observations, x { (i = i, 2, 3, . . , n), 
is that value, x, which makes the sum, £ | Xi — x \ p , a minimum. 
The mode is the null-order power-mean, for, as shown by Foster ( 2 ), 
it is the limiting value of the power-mean as p approaches 0, or 

lim x — the mode. The median is the first-order power-mean ( 1 ). 
p —>-0 

When defined simply as the origin from which the sum of the 
absolute deviations is a minimum, the median remains indeter¬ 
minate, if, in the sequence, x x x 2 <;. . . x„, n — 2 k and 

Xk^Xh+i, being any value, x, belonging to the interval, Xk<^x<,Xk+i. 
But, as shown by Jackson ( 3 ), the median is always determinate, 
if taken as that power-mean which approaches a definite limit as p 

approaches 1, and its value, lim x, is characterized in the other- 

#>->1 

wise indeterminate case by the general equation, 

(x - Xi) ... (x - X k ) = (Xk+1 - x) ... (Xn - x) , 

from which special algebraic expressions for sequences of any 
given even number of terms may be derived. The arithmetic 
mean is the second-order power-mean ( 20 , 1 ). The succession 
of further power-means of higher orders (1) ultimately reaches 
the infinite-order power-mean, originally due to Laplace ( 4 ), 
which is the mid-point of the range ( 12 , 3 ): lim x = (*1 + x H )/2. 

P -QD 

(1) The numbers printed in heavy type refer to the bibliography at 
the end of the article. 
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The concept of the power-mean may be generalized from 
its origin in sequences of direct observations so as to become 
applicable to sets of indirect observations or of implicit func¬ 
tional observations as the method of least power-sums of the ab¬ 
solute values of the deviations. With indirect observations, the 
observed values of a dependent variable, Zi, are at once some un¬ 
known function of the observed values of the independent varia¬ 
bles, Xi, yi ,. . , m, Vi, and known functions of the unknown para¬ 
meters, a, b, I, m, so that the observation equations are 

Zi — f (Xi ,yi,..,th, Vi) fi (a , b , . . , /, m) , 

and the sum of the absolute differences between the observed 
values of the dependent variable and the required function of 
the observed values of the independent variables, or the known 
functions of the unknown parameters, raised to the p lh power, as 

M 

2 I Zi — [f (Xi, y t ,. ., m , Vi) ~ fi (a , b ,. ., l, m)] \ p , 

1 = 1 

is to be rendered a minimum. With implicit functional observa¬ 
tions, some unknown implicit function of the observed values of 
the variables, Xi, yt, . . , Ui, vt, which are known functions of the 
unknown parameters, a, p, . . , w, p, is equal to zero, so that the 
observation equations are 

O (xi , y ( , . ., Ui, vt) = <h, (a, p,. . , 7u, p) = 0, 

and the p th power-sum of the absolute values of the differences 
of the function of the observed values of the variables, or of the 
functions of the parameters, from zero, as 

S ! O {Xi ,y it .., Ui, v,) \ p , or S | O,- (a , P , . . , n , p) |>, 

«=i t=i 

is to be rendered a minimum. 

In the case of indirect observations, when the functions with 
respect to the parameters in the observation equations are of 
the first degree, the problem of the determination of the param¬ 
eters for a minimum sum of absolute deviations raised to a given 
power reduces to the method of least p th powers for a set of n sim¬ 
ultaneous linear equations in m unknowns, the existence and 
uniqueness of the solutions for which, when »>•»», for a general 
exponent, 0 < p <; oo, has been treated by Jackson ( 5 ). The 
linear equation in slope-intercept form which is to be obtained 
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through the combination of indirect observations, when set up 
as observation equations assumes the form, y, = a + b xi +.. . , 
and the problem becomes to determine the parameters, a t b, ... , 
so that the power-sums of the absolute values of the deviations of 
the observed values of the dependent variable relative to the 
functions of the parameters, as 

£ | y% — (a + b Xi -f- . . .) |^, 

i-\ 

will be rendered a minimum for a given exponent p. In the case 
of implicit functional observations, the linear equation, which is 
to be obtained through their combination, when in normal form, 
and set up as observation equations assumes the form, 
x t cos a + yn sin a — p 0, and the problem becomes to determine 
the parameters, a, p, so that the power-sums of the deviations of 
these functions of the parameters relative to zero, as 

n 

E | Xi cos a + y, sin a — p \ p , 

»=i 

will be rendered a minimum for a given exponent. 

The methods of solution used for the determination of the 
values of the specific power-means, the mode, the median, the 
arithmetic mean, and the mid-point of the range, of a sequence 
of direct observations, can be extended directly to apply to the 
determination of the parameters in the equations obtained from 
sets of indirect observations which give observation equations 
linear with respect to the parameters, and of implicit functional 
observations which yield equations linear with respect to their 
unknowns, and the solution by each method will result in mini¬ 
mum sums of the absolute values of the deviations raised to the 
power of the corresponding power-mean. 

Propaedeutic. 

When the linear equation in x, y, . . in slope-intercept form, 
y = a -f b x + . . . , is set up as an observation equation, y< = a + 
+ b Xi + . . . , by the substitution of sets of concomitantly obser¬ 
ved values, Xi, y*. . . , for its unknowns, x, y, . . , it remains an 
equation of the first degree, though in a, b, . . , and in general 
form with a unit coefficient for its first unknown and a transposed 
constant term. But, when the linear equation in normal form, 
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such as x cos a + y sin a — p = 0, is set up as an observation 
equation, x , cos a + y< sin a — p = 0, by the substitution of ob¬ 
served values, Xi, yii, for its unknowns, x and y, it does not remain 
an algebraic equation, but is converted into a polar equation, 
not reducible to an equation of the first degree (though expressible 
as a quadratic function of the form, x a + y* + . . . — XiX — 
y, y —. . . = 0, which is the equation of a circle or sphere with 

center, C > ~~ » • -j» and radius, r = xi 1 + y< a 4- , . ./2). 

The locus of a linear observation equation is a straight line 
or a plane. The locus of the observation equation, y, = a -f- b x„ 
is a straight line, the a-intercept of which in rectangular coordi¬ 
nates is located on the y-axis since it is equal to the observed value 
of the dependent variable, y„ while the 6-intercept is located on 
the x-axis and is equal to the observed value of the dependent va¬ 
riable divided by that of the independent variable, or y,/x,. The 
locus of. the observation equation, Zi = a -f- b Xi + cy, -)- . . ., is 
a plane, the intercepts of which are a = z„ b = z { /Xi, c = z./y<, .. . 

The locus of a polar observation equation may be regarded 
as a polar vectorial epicycloid or epispheroid generated respectively 
through the linear translation and addition of radial vectors from 
a point where the diameters and tangents of two circles or the 
diametral and tangent planes of three spheres are mutually per¬ 
pendicular. 

The locus of the polar observation equation, Xi cos a + 
y< -(- sin a = p, the variables of which are the vectorial angle, a, and 
the radius vector, p, will be a polar vectorial epicycloid. Let XX' 
and YY' be a plane system of rectangular axes; let their inter¬ 
section, 0, be the origin, and the positive x-axis, OX, the prime 
direction, of a system of polar coordinates (p, a) (Fig. i). Then 
Xi cos a = r x . is the equation of a circle with' its center on the 

x-axis at the point, x,/2, and with radius, x</2 ; y< sin a = the 

equation of a circle with its center on the y-axis at y,/2, and 
radius, y,/2 ; and r x + r y . = p, the equation of the sum of the 

two component radius vectors at each vectorial angle. The resulting 
polar vectorial epicycloid is equivalent to a circle with the inter¬ 
cepts, Xi and y,, on the respective axes, and passing through the 
origin. 

The locus of the polar observation equation, x< cos a + y* 
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cos p + Zi cos y = p» will be a polar vectorial epispheroid. Let 
the positive x-, y-, and z-axes, OX, OY, OZ, of the system of 
rectangular axes, XX ', YY’, ZZ’, be the prime directions from 
which the respective vectorial angles, a, p, y, are measured; the 
position of a point (p, a, (3, y), is then located by its radius vector, 
p, and the angles its radius vector makes with the three rectan¬ 
gular axes, subject to the condition, cos 2 a cos 2 (3 -f- cos 2 y = i, 


Y 



whereby any two given vectorial angles determine the third. When 
their loci are not restricted to a plane, the equations, cos a = r x 

y. cos p = r y< , and z; cos y = >y, represent spheres with their cen¬ 
ters on the respective axes at the points and with the radii, #,/2, 
y,/2, Zi /2 (Fig. 2 ). The sum of the three component radius vectors, 
jy, r y , t r,, at each combination of the vectorial angles, 

0° a, P, y (= cos -1 y/l — cos 2 a — cos 2 (3) ^ l8o°. 
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defines the polar vectorial epispheroid which is equivalent to a 
sphere with the intercepts, x>, yi, Zi, on the respective axes, and 
passing through the origin (i). 

Regarding the loci of polar observation equations from the 
aspect of their particular mode of generation as polar vectorial 
epicycloidsjor epispheroids rather than from the aspect of their 

z 


X 


Fig. 2 

general geometrical form as circles or spheres serves to emphasize 
the mode of variation of their radius vectors in its relation to the 
variation of the several component radius vectors with the vecto¬ 
rial angles. 

The distance from the locus of a polar observation equation 
to an arbitrary polar parameter point, P (p, a,. .), is the difference 

(i) The extension to polar vectorial epihyperspheroids would in¬ 
volve considerations of an w-dimensional coordinate system and gonio- 
metry comparable to J. McMahon’s, Hyper spherical Goniometry, .. « Bio- 
metrika* 15; 173*208 (1923), 
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between the radius vector of the polar observation equation, 
p. ., and the assumed radius vector, p, at the assumed 

vectorial angle, a, ... or (p. . — p) . The distance from 

the locus of a linear equation in normal form defined by an 
arbitrary set of polar parameters, p, a, . . , such as the line, 
x cos a + y sin a — p = 0, to a given observation point, Pi (Xi, 
yi ,. .), is found by substituting observed values for the unknowns 
in the equation, as d — Xi cos a + y,- sin a — p. Since the left 
member of a polar observation equation is equal to its radius vec¬ 
tor, as Xi cos a 4- y< sin a = p. ,, the distance from the locus 

of a polar observation equation to an arbitrary polar parameter 
point is equal to the distance from the line or plane defined by the 
arbitrary set of parameters represented by the parameter point 
to the observation point represented by the equation. The de¬ 
viation attributable to an implicit linear functional observation 
is accordingly the perpendicular distance of its observation point 
from the line or plane to be determined. 

The distance from the locus of a linear equation in general 
form, Ax + By + . . . + M — 0, to a given point, P, (xi, yi ,. .), 
becomes, by changing the equation to normal form, 

d — — r h - ^ y* ~t ' ' ' — ^ . The distance from the locus of a 
+ lA' + &+... 

linear equation in slope-intercept form, y = a + b x + . . . , to 

an observation point, P (xi, y t , . .), is then — - — — —- • 
y yf b* + + . . . 

Multiplication of this perpendicular distance by the secant of the 
angl e between the normals to the locus and the vertical, that is, 
by \J 6 s + i* + . . ./i, transforms the perpendicular deviation into 
deviation with respect to the dependent variable, or 8 y = yt — 
— (a -|- bxi + ...). This deviation in the dependent variable is the 
distance from the locus of a linear observation equation, y, =a-f- 
-f 6 , to an arbitrary rectangular coordinates parameter 

point, P(a, b ,. .), and is equal to the difference between the first 
parameter of the observation equation, a x y and the as¬ 
sumed value of the first parameter, a, at the assumed values 
of the succeeding parameters, 6,.., as (a ^ x ^ — a) 

Thus the deviation attributable to an indirect observation giving 
an observation equation linear with respect to its parameters is 
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the distance in the direction of the axis of the dependent variable 
of an observation point, Pi (y,-. x t , . .), from the curve to be de¬ 
termined. 

i. Modal Point or Most Lesser-Deviations. 

The mode is that value about which the individual values 
collect most densely (1). In the absence of analytic criteria, that 
parameter point about which the greatest number of the loci of 
a set of linear observation equations traversed by a line parallel 
to the axis of the dependent variable, or of polar observation 
equations traversed by a polar ray with the origin preferentially 
excluded, sensibly tend to gather, cluster most closely, and con¬ 
centrate in greatest density, so that they most definitely establish 
and determine a mode, is to be selected as constituting the empir¬ 
ical modal point of the set of observation equations. The com¬ 
bination of observations by the method of the location of the mode 
or the modal point may be designated the method of most lesser- 
deviations, for it results in the greatest possible numerical pre¬ 
ponderance of deviations of magnitudes approaching zero. 

2. Median Loci or Least Deviations. 

Given a set of observation equations, Wi y = x,, in which the 
coefficients of y are all positive, if of the several values of y = Xi/w t , 
arranged in the order of magnitude, as x^Wi <, x 2 jw 2 
x„jw„, that value, y = x m Jw m , is selected, which is derived from the 
m ,k equation which is indentified by means of the inequalities, 

m n m —1 n 

2 Wi^> 2 Wi, 2 Wi <C 2 Wi, this value renders the sum of the 

i ssl m+1 *=1 m 

absolute deviations of the other values a minimum (i). This 
(i) For if this value of y be increased by the increment A y , the sum 

n n 

of the absolute deviations, £ | x% — W{y |, becomes S (y -|- A y)\, 

*=i *=i 

and, since the sum of the absolute values of the negative deviations and 

m 

of the zero deviation is increased by the quantity, A y E w;,-, and that of 

♦ =i 
n 

the positive deviations diminished by the quantity, A y £ the sum of 

1 

n 

the absolute deviations is increased by a positive quantity, £ A y = 
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procedure constitutes Laplace’s method of situation (6), which, 
despite its priority and greater generality, may well be assimi¬ 
lated to Fechner’s concept of the median ( 1 ), to which it reduc¬ 
es when the weights of the several observations are equal, by 
interpreting it as the method of the weighted median. 

The weighted median renders the sum of the weighted ab¬ 
solute deviations a minimum. Given a series of values of y — xt/w, 
arranged in the order of magnitude, let those in the interval 
beginning with the lowest and including y — Xkjwk give nega¬ 
tive deviations, while those in the interval beginning with y — 
~ Xk + i/wk + i and including the greatest give positive devia¬ 
tions. The sum of the weighted absolute deviations is then 

n > n w 

2 w, | x ( /w ( — y | = 2 (w, y — Xi) + 2 (*,- -- w { y) — 

>=1 f=l All 

2 w t — 2 v + ( S x ( — 2 Xi 

Differentiating this expression for the sum of the weighted absolute 
deviations with respect to y, and equating the derivative to zero, 
gives 

d k n h 

• -5— 2 | x t — v I — 2 w>i — 2 w, — 0, or 2 u\ m- 2 w,. 
ay ,=i ,-H ah ,=1 a+i 

The weighted median is, therefore, that value among the several 
values of y = Xi/wi, or a value in the interval between a pair 
of the values, arranged in the order of magnitude, which is char¬ 
acterized by its equal partition of the sum of the weights of all 
the values into the sums of the weights of the values below and 
above its own value. Since, for the simple, or equally weighted, 
median, un 00 1, the summation of the weights in the derivative re¬ 
duces to k — n — k, or k — nj2 ; the simple median is therefore 
that value or a value in the interval between a pair of the values 
arranged in the order of magnitude characterized by its equal par¬ 
tition of the number of the values ( 7 ). When the weighted me- 

( m n \ 

£ Wi — £ wA while if the values of y be diminished by Ay, the 

i asl m-f-1 / 

sum of the absolute deviations is again increased by a positive quantity, 

/fH-r-1 n \ 

— Ay I £ Wi — 18 ). 

Mai m J 
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dian assumes the value of y = x m lw m , the sum of the weighted 
absolute deviations becomes 

n fm~~ 1 « \ [ n m —1 \ 

£ I x t — Wi y | = £ — £ ie><) y + £ x t — £ xA , 

1=1 \ *=1 mfl / \m-fl 1 / 

and its derivative with respect to y equated to zero gives 

m—1 « 

E = E w*, 

i=l m-ft 

from which follow the inequalities, 


£ ze», > S w ( , S w^Swj.or S w ( >S wj 2 > £ w <( 

i=l mfl i=l m i=l ] m-(l 

* 

which then define the weighted median. For the simple median 
the derivative reduces to m — i — n — m, and the definition 

to m — —ii (i). 


The application of the median can be extended from weight¬ 
ed observations to indirect observations (2). Edgeworth’s method 
of median loci ( 12 , 13 ) constitutes such a generalization of Laplace’s 
method of situation from the determination of the value of weighted 
observations to the determination of the parameters of linear 
observation equations. The procedure originally proposed was 
to determine for each parameter a locus which would contain 
the medians of the sets of values of that parameter which would 
result from the substitution in the given set of observation equa¬ 
tions of any set of assigned values of the other parameters, and 
to locate the point of intersection of the several median loci. 
Given a set of observation equations, y € = a -f b Xi: substitute 


(1) The proof of the ? minimum deviation property of the median 
by the elimination of enveloping pairs ( 8 ), as adapted to values of varied 
frequencies ( 9 ), will apply to the weighted median if weights are read for 
frequencies. 

(2) Thus Laplace applied it in the analytic solution he substituted 
for the original graphic solution of Boscovich's method for the combina¬ 
tion of observations, the earliest method proposed to effect a definite 
disposition of the errors of indirect observation, namely, according to the 
conditions that the sum of the negative deviations should be equal to the 
sum of the positive deviations, and that the sum of all the deviations, 
negative as well as positive, should be the least possible ( 10 ). Given a 
set of observation equations, y,- = a + b of weights, w t : the sum of 
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a series of values of 6 in the equations, determine the simple me¬ 
dian of the set of values of a for each value of 6, and plot this 
series of medians to form the 0-locus; substitute a series of val¬ 
ues of a in the equations and plot the resulting series of weighted 
medians of b as the 6-locus ; locate the intersection of the loci. 
For any number of parameters determine the medians of each 
m tk parameter for sets of assigned values of the other m — 1 para¬ 
meters ; the set of m values which occurs identically for all the 
parameters would be the required solution. 

The combination of observations by the method of median 
loci renders the sum of the absolute deviations a minimum. Let 
the set of linear observation equations, y i = a + 6 x t + . . . , 
give deviations, y» — (a + 6 x t + ...), for some set of arbitrary 
values of the parameters, a , 6,.., which, when arranged in the 
order of magnitude, are negative including the equation k t and 
positive beginning with the equation k -f 1. The sum of the 
absolute deviations is then 

£ | y* — (a + b x i + . . .) j = E (a -f- 6 %i + ... — y*) + 

<»1 *=1 

+ E (y; — a — b Xi — ...)=( E y» — E y; 

*+1 \*+l 1 

+ /s Xi — S 6 + • • • 

\l Afl / 

The differentiation of this expression with respect to the para¬ 
meters, 0, 6,.., and equation of the resulting partial derivatives 

the observation equations multiplied by their respective weights, divided 
by the sum of the weights, gives an equation, 

E Wi yi/H Wi = a + b E ^,/E Wi , 

which satisfies the condition that the sum of the algebraic deviations be 
equal to zero; the substruction of this equation of condition from each of 
the original observation equations gives a set of secondary equations, 

(y» —• £ y</E = (Xi — E wi Xil'L w t ) b . 
which yield the weighted median of 6, which, substituted in the equation 
of condition, gives the weighted median of a, satisfying the condition that 
the sum of the absolute deviations be a minimum (11, 38). 

See also the observations of Gini referred to by Amoroso (Contribute 
at metodo delle minime differertze in « Giornale degli Economosti e Rivista 
di Statistics », nota 1, pagg. 60*61) relative to the case of an interpo¬ 
lation curve depending from a single parameter. 


) + {k — (» — k)) a + 



to zero, shows that the determination of a parameter point where 
the simple or weighted medians of the several parameters coin¬ 
cide is the general analytic condition for the least sum of abso¬ 
lute deviations (i). 

The median loci which satisfy the general analytic condition 
with respect to the separate parameters may be most readily 
determined by the graphic method devised by Turner ( 14 ). The 
loci of the observation equations, y* = a + b Xi, are designated 
observation lines. The a-locus is a simple median locus, traced, 
if the number of observation lines is odd, by locating a median 
line segment by counting in a direction parallel to the a-axis 


from the i w to the 



line, and traversing a chain of such 


segments formed by the network of the intersecting observation 
lines, and, if the number of observating lines is even, by locating 


an area 


/ I fl \th 

between the / — I and I - + il lines and traversing a chain 


of such areas. The 6- locus is a weighted median locus, traced by 
weighting the observation lines with the numerical values of the 
coefficients of b in their equations, locating a weighted median 
line segment by adding the weights of successive lines in a direc¬ 
tion parallel to the 6-axis until a line is reached such that the 
relationships between the sum of the weights of the antecedent 


M—l 


lines, 2 | Xi |, the weight of the line itself, 

»=i 


x„ |, and the sum of the 


weights of the succeeding lines. 


n 

2 

m-\ 1 


X x 


, satisfy the inequalities, 


m n m —1 n 

2 |#.|> 2 |*<|, E | x, | < 2 | Xi |, which characterize the weighted 

t=l m-i-1 t = 1 m 

median, and traversing the chain of such segments formed by the 
intersecting lines of the network. Where the m th line is inter¬ 
sected by the m ~f- I th line, the locus turns to the new line, if, 
when the sum of the antecedent lines remains unchanged, that 


n 

of the succeeding lines changes to 2 | Xi \, and the weight 

_ m , m-f 2 


(i) If a parameter have negative coefficients in certain of the obser¬ 
vation equations, the signs of all the terms in such equations must be 
changed before summation of the observed values, substitution of the sums 
in the expression for the sum of the absolute deviations, and differentia¬ 
tion with respect to the particular parameter, in order that the weights 
which are to define its weighted median shall all be positive. 
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of the median line to | x m+l | , the first inequality becomes 

m —!,*»+1 n m —1 n 

2 | Xi |> 2 | Xi | and the second remains 2 | Xi | < 2 | x, |. 

i=l m,m+ 2 t —1 m 

If, when its members are reconstituted in this way, the first 
inequality is not satisfied, and the sign of their inequality is 
reversed, the locus continues to coincide with the m‘ h line, and 

m-fl n m —1 ,m i 1 n 

the inequalities become 2 |#i|> 2 |^r»| and 2 |*i|< 2 \ x >\■ 

*=1 m+2 i=l w,m-f 2 

m —l.m 1-1 n 

But if the inequality becomes an equality, 2 |*»|= 2 \Xi\, 

i= 1 m,w4 2 

the locus follows neither line, but enters the sector between 
them, and occupies it as far as the intersection which closes its 
area. Thus median plane loci are broken lines, chains of linked 
areas, or chains of linked line segments and areas, formed or 
bounded by segments of the network of observation lines. The 
parameter point of the intersection of the loci, if it is singular, 
constitutes the final solution. But the loci may intersect in several 
points, coincide through one or more segments, or even be identical 
throughout. The loci of observation equations containing more 
than two parameters are observation planes. Median spatial loci 
are therefore broken planes, chains of contiguous polyhedrons, 
or chains of polygonal plane segments and polyhedrons, formed 
or bounded by segments of the network of observation planes, 
and may intersect in one or more points, or coincide through one 
or more line segments, plane segments, or polyhedral spaces. The 
unsupplemented graphic solution will to the extent that the 
several median loci are concomitant be indeterminate. 

When the graphic method does not render a unique solution, 
the employment of a special analytic criterion ( 15 , 16 ) is required 
to arrive at the final solution. The sum of the absolute devia¬ 
tions, D, from a given point, P (a, b,. .), on the locus of a given 
observation equation, y» a + b x m + . . . , is 

D — 2 j Vi — (a 4- b xi + ...)j ^ [(>« — i) — (» --- w)l a 4- 

i=i 

( w— I n \ in in 1 

2 4 * 2 *.■ b + ... + 2 y { - 2 

i— l mjl/ \ m 4 1 1 

The ratio of the increment to the sum of deviations from a given 
point on the locus of a given equation, 
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( m—l n \ 

Xi — 2 Xi] A b -f- . .., 

»=i »+i / 

for any set of parameter increments, A a, A b,. . , subject to the 
condition, A a x m A b + . . . = 0, or from a given point not on 
the locus of an equation, 

( h n 

2 Xi - 2 Xi 

»=1 *+l 

for any set of parameter increments, to the corresponding distance 
on the locus or in an unrestricted direction, As =* y/A 2 a + A + ..., 
serves as a means toward a determinate solution when the ratio, 
A Dj A s, is evaluated for successive segments of the median loci. 
The coefficients of the parameter increments, A a, A 6, . . , in the 
numerator of the expression for A D/A s are the algebraic differ¬ 
ences between the sums of the algebraic values of the coefficients 
of the respective parameters in the observation equations of the 
loci antecedent to and succeeding the particular median locus, 
and correspond to, or, when all the coefficients are positive, equal, 
the sums of the absolute values of the coefficients obtained in 
determining the paths of the median loci (i). To apply the ana- 

(i) , When the median loci are observation lines, segments of the 
median lines themselves are to be tested by application of the increment 
ratio. With a median observation line represented by the observation 
equation, y m — a -f as a result of the condition, A a + # m Afc = 0, if 

the parameter increment, = f x m , then the parameter increment, 
A b ~ +i. Division of each parameter increment by the square root of 
the sum of the squares of the parameter increments would give the sine 
and c osine of the slope-angle, 0, of th e observ ation line, or A' a = 
= x m lYx m % ■f i* = sin 0 and A ' b — — i/V* m a + i* = cos 0, as parameter 
increments, the square root of the sum of the squares of which gives i as 
the denominator of the increment ratio. 

When the median loci are observation planes, the lines of intersection 
of the three intersecting median planes represented by the observation 
equations, z m ^ = a -f- x m b + y m c (t = i, /, k ), taken two at a time are 
to be tested by application of the increment ratio. Each set of parameter 
increments will be a set of direction components of the line of intersection 
of two planes, as A a = ± (x m . y mj — x m) y m .), A b = ± (y m{ — y„ f ) and 
A c = + (*mj — x m i )• Division of each direction component by the square 
root of the sum of the squares of the several direction components will 
give the direction cosines of the line of intersection of the two planes, 
A'a = ± A g /VA» a + A» l + A» c , A' b = ± A &/VA* a + A* b + A* c, and 
A' e = A £/VA* a + A* b + A® c, as the set of parameter increments, the 


) A b + . . ., 
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lytic criterion, test the segments of the median loci radiating 
from the points of intersection of the median loci, and seg¬ 
ments of concomitant median loci, so as to eliminate points 
and segments from which there is any path of departure with a 
negative A D/A s, and arrive at a point, or a segment of zero 
ratio, located or delimited solely by loci with positive A D/A s’s. 
Such a parameter point represents a determinate solution. The 
analytic criterion will by its sign indicate the direction to points 
on the median locus giving larger or smaller deviations sums 
except in the case of a segment for which all the coefficients of 
the parameter increments are zero. The final solution will be 
left indeterminate within the interval of such a segment, if the 
segment is a line segment intersected, or an area or space seg¬ 
ment bordered, by segments giving positive ratios for all out¬ 
ward directions. Only if the observation equations represent a 
system of parallel lines or planes, which can occur only if all the 
sets of the observed values of the independent variables are iden¬ 
tical for all the observed values of the dependent variable, will 
no solution exist. 

The solution obtainable by the graphic method, supplemented, 
if need be, by the analytic criterion, can likewise be obtained by 
the exclusively analytic method developed by Rhodes (17). Select 
any member of the set of observation equations, solve it for the 
first parameter, substitute this value in each of the remaining 


square root of the sum of the squares of which gives r for the denominator 
of the increment ratio. The coefficients of the parameter increments are 
the differences of the sums of the coefficients of the respective parameters 
in the observation equations antecedent to and succeeding either of the 
two intersecting observation planes. 

When three observation planes or surfaces intersect, if elsewhere in 
the region of the intersection than at the intersection itself two planes or 
surfaces are always on the same side of the third and median plane or surface, 
the median plane or surface is always on one and the same extreme of the 
three intersecting planes 01 surfaces, and the median locus traverses the 
three faces which form a trihedron with its concave aspect on the side of 
the median planes opposite to the two remaining planes. But, if elsewhere 
in the region of the intersection than at the intersection itself the two 
remaining planes or surfaces are always on opposite sides of the median 
plane or surface, the median plane or suiface is always the midmost of the 
three intersecting planes or surfaces, and the median locus traverses the 
six middle sectors formed when a third plane cuts across two intersecting 
planes. 
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equations, and determine the weighted median of the second 
parameter. Substitute the observation equation from which 
this weighted median was derived for the observation equation 
initially selected, and repeat the procedure to identify a third 
observation equation. Continue until two observation equations, 
either of which will lead to the identification of the other, are 
isolated. Their simultaneous solution gives the required values 
of the parameters. For the extension of the method to m para¬ 
meters, select m — i observation equations in the course of the 
successive elimination of the first m — i parameters, and identify 
an m ,k equation which gives the weighted median of the m lh para¬ 
meter on the line the m — i equations determine in m-dimensional 
space. Substitute this equation for one of the equations origi¬ 
nally selected, and repeat the procedure. Continue until m equa¬ 
tions, any m — i of which will identify the m' k , are segregated. 
Determine their simultaneous solution (i). The combination of 
indirect observations by the method of median loci is the method 
of least deviations in the dependent variable. 

The combination of implicit functional observations so as to 
render the sum of their absolute deviations a minimum consti¬ 
tutes an extension of the application of the median locus from 
linear observation equations to polar observation equations. Let 
the set of equations of polar vectorial epicycloids, Xi cos a -f- 
+ y.- sin a = p, give deviations, Xi cos a -f- y, sin a — p, for a set 
of arbitrary values of the parameters, a, p, which, arranged in the 
order of magnitude, are negative including equation k, and po¬ 
sitive beginning with equation k + i. The sum of the absolute 
deviations is then 

n k 

2 | Xi cos a + y, sin a — p | — 2 (p — x, cos a — y; sin a) -f 

>=i »=i 

(i) If the final solution be indeterminate within a line segment, two 
equations will severally identify a third, yet the third will not identify 
either of these two, but merely indicate them as defining the limits of an 
identified interval; if within an area, any one of three or more equations 
will indicate two, other equations ; if within a plane segment, a number 
of different sets oi m — i equations will all identify the same m th equation, 
yet replacement of one of the equations in any such set by this equation 
will not identify the equation for which it was substituted, but merely in¬ 
dicate a pair of equations; and if within a volume, a number of different 
sets of tn — i equations will each indicate two additional equations. 



Differentiate this expression for the sum of the absolute deviations 
with respect to the radius vector, p, and equate the resulting 
partial derivative to zero : 


d_ 

5P 


« 

s 


Xi cos a -f- yi sin a — p | = (k — (n — k)) = 0 . 


This derivative is the general expression for the simple median. 
Differentiate the expression for the sum of the absolute deviations 
with respect to the vectorial angle, a : 



S 1 X, 

cos a + 

y, sin a - 

_ p | = 

S a 

i~l 



/ * 

n \ 


/ w 

k \ 

2 *< — 

S Xi) 

sin ot -}- 

S yi — 

■ E y, 1 cos a 

W i 

fi hi / 


Wi 

i / 


As the vectorial angle varies, the radius vector, which satisfies 
the condition defined by equation of the partial derivative with 
respect to the radius vector to zero, describes a simple median 
locus. As this locus is traversed, the value of the partial derivative 
with respect to the vectorial angle varies. That polar parameter 
point on the p-locus where the sign of the oc-derivative changes 
from minus to plus, while the sum of the absolute deviations pre¬ 
ferentially remains greater than zero, represents the required 
solution. 

The locus of the radius vector may be determined for discrete 
vectorial angles by the method of substitution, or in its continuity 
by the graphic method (i). The polar vectorial epicycloids which 
are the loci of the polar observation equations are designated 
observation curves. The p-locus is then a simple median locus, 
traced, if the number of observation curves is odd, by locating a 


median arc by counting from the I st to the 



curve as the 


curves intersect a polar ray at points other than the origin, which 


(i) The construction is merely a matter of plotting the 



as center, and drawing a circle through the origin. 



is excluded since it is indeterminate with respect to the vectorial 
angle, and traversing the circuit of such arcs formed by the net¬ 
work of intersecting observation curves, and, if the number of 

( fisP 1 

observations is even, by locating an area between the 1—1 and 



curves and traversing the circuit of such areas. The locus 


is a closed chain of arcs, intersecting in salient points, and formed 
by segments of the network of observation curves, or a closed chain 
or polar cluster of areas bounded by such segments. 

The derivative with respect to the vectorial angle may be 
evaluated for successive salient points or linkages on the p-locus. 
If the number of observations is odd, and the median locus follows 
the arc of the m lh observation curve, the summations of the coeffi¬ 
cients in each term of the derivative extend from m + i instead 
of from k -f- i, and to tn — i instead of to k. The evaluation of 
the derivative at successive salient points or vertices requires' the 
determination of the vectorial angles of the intersections of the 
arcs or the linkages of the areas composing the median locus. 
The vectorial angle of the intersection of two polar vectorial 
epicycloids which are the loci of observation equations i and /, 

derived from the expression, tan a — Sln a = — —- — , obtained 

cos a y, — \>j 


X * - ^ 

in their simultaneous solution, is a = tan -1 —-- in the qua- 

y< — yi 

drant of their graphic intersection, or the quadrant for which, 
when the values of cos a and sin a are substituted in equations i 
and j, the resulting vaiues ot p are positive and equal. At a vec¬ 
torial angle where the derivative is negative, the sum of the abso¬ 
lute deviations decreases as the angle increases; where the deri¬ 
vative is positive, the deviations sum increases as the angle in¬ 
creases. The derivative is therefore evaluated for both proxi¬ 
mal and distal branches of the median locus at successive salient 
points or linkages until an intersection is identified, preferentially 
at a point other than the origin, where the sign of the derivative 
is minus for the proximal branch and plus for the distal branch. 
The values of cos a and sin a for the vectorial angle of this inter¬ 
section are substituted in the equation of either of its loci which 
is solved for p. This in general constitutes the complete and 
final solution. But in the event that more than one such inter- 
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section at points other than the origin occur, the sum of the abso¬ 
lute deviations is evaluated for each intersection and the polar 
parameter point giving the least deviations sum greater than 
zero selected. The final solution will be completely determi¬ 
nate unless there be two or more such such points giving equal 
deviations sums in which case the solution will not be unique but 
will be any of two or more alternative lines. 

For a set of equations of polar vectorial epispheroids, 
Xi cos a + y< cos p + Zi cos y — p, the expression for the sum of 
the absolute deviations becomes 


n / n k \ 

S | Xi cos a + y> cos p + Zi cos y — p | = ( 2 *> — 2 xA cos a + 

>=1 V=ft + 1 i / 

+ ( 2 y< — S yA cos (3 + ( 2 z, — Szi) cos y + (k — (n — k)) p. 

V*+i i / \*+i i / 

Differentiation with respect to p gives the same partial deriva¬ 
tive as with polar vectorial epicycloids and its equation to zero 
defines a simple median locus of the observation surfaces. The 
number of vectorial angles involved in the equation of a polar 
vectorial epispheroid can be reduced by means of the condition, 
cos* a + cos® p + cos® y — i, to two essential angles. Thus if 
y/1 — cos® a — cos® (3 is substituted for cos y in the equations 
prior to differentiation, the partial derivatives with respect to a 
and (3 become 

~— S | Xi cos a + y* cos p + Zi \Ji — cos 2 a — cos 2 (3 — p ! = 

d a ,=i ' 


v v \ * , / v * \ sin 2 a 

2 Xi — 1 Xi sin a + S Zi — 2 zA -, 

>5*1 1 \* 4 i i / 2 cosy 


n ______ 

—r 2 | Xi cos a -f y< cos (3 + Zi iJx — cos* a — cos* |3 — p — 
o p »=1 


r * n \ 

S y< — E yA sin 

*+i / 



sin 2 g 
2 cos y 


To this set of partial derivatives with respect to the two vectorial 
angles, a and p, remaining on elimination of y, the respective 
members of which may be denoted as d> 0 < Y ) and d>p (Y) , corre¬ 
spond two other sets of partial derivatives with respect to the 
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angles remaining on elimination of (3 and of a, the members of which 
may be denoted as 0 a <p), 0 Y( p) and as Op (a) , 0 Y(a) . The cosines 
of the vectorial angles of the intersection of three polar vectorial 
epispheroids which are the loci of observation equations i, j, .and 
k, are given by the following general expressions : by subtrac¬ 
tion p is eliminated and two homogeneous linear equations in 
three unknowns are obtained, and by cross multiplication the 
ratios cos a : cos ( 3 : cos y in terms of the coefficients of the 
homogeneous equations are determined; then, denoting these 
ratios by the auxilliary symbol, k, 

cos a = ((y, — yi) (z, — z k ) — (y< — y k ) (z> — Zj)) k, 

cos (3 — ((z, — Zj) {Xi — x k ) — (zi — z k ) (x, — Xj)) k, 

cos y = {(Xi — Xj) (y, — y k ) — ( x , — .r, ; ) (y,- — y,)) k, 

and, substituting in the equation of condition, 
k = i/v/((y.-- y,j (z, —z k ) — (y, —y k ) \zi —z,)Y + ((z,—Zj) (x,—x k ) — 

— (Zi — Zk) (x. — Xj))- + ({Xi — Xj) (y, — Vk) — (Xi — Xk) (yi — Vj)) s . 

The intersection where the signs of all the members of the complete 
set of six partial derivatives, <h n(( j ) , d> a ( Y ). ^ p(a>, ^ p < Y ). ^yW- 
d> Y ( p), change from minus to plus as the respective vectorial angle 
of each increases constitutes the solution. The combination of 
implicit functional observations by the method of the median lo¬ 
cus is the method of least normal deviations. 

The methods of median loci and of the median locus can with 
slight modifications be extended to weighted observations. If the 
members of a set of indirect observations are of unequal weights, 
w>i, to render the sum of their weighted absolute deviations, 

n 

Z Wi i Vi — (a + b — Xi - f ...) | , a minimum, involves weighting 

i -1 

the observation lines or planes, plotted indifferently for either 
the unweighted or the weighted linear observation equations, 
with the weighted dependent variable and weighted coefficients 
of the parameters, Wi yi, wt, w, x<, . . , and using sums of their nu¬ 
merical values in tracing median loci and of their algebraic values 
in evaluating increment ratios-and deviations sums (i). If the 

(i) The sum of the weighted absolute deviations in the dependent 
variable is 

n im-A n \ 

Dtt(y.x,..) = S jp,- j yi —- {(i -f- b Xi “j- . . .) ! == ( 2 w t £ wA a -f~ 
ist '* = 1 m 41 / 
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members of a set of implicit functional observations are of unequal 
weights, to render the sum of their weighted absolute deviations, 

n 

such as E Wi\xi cos a + sin a — p | , a minimum, involves 
*=*1 

weighting the observation curves or surfaces, plotted for the un- 
weighted polar observation equations, and tracing their weighted 
median locus, and using sums of the weighted coefficients in eval¬ 
uating deviations sums and their partial derivatives with respect 
to the vectorial angles (i). 

The methods of least normal deviations and of least devia¬ 
tions in the dependent variable are related as methods for the 
combination of simple observations and of weighted observations. 
The sum of the deviations in the dependent variable is equal 
to the sum of the perpendicular distances, from a rectangular coor¬ 
dinates parameter point to the several observation lines or planes, 
each weighted by the square root of the sum of the squares of the 


( m—1 « \ in m —1 \ 

E w,Xi— E io,- x t 6 + ... + ( E v>i yi — E w,y,|, 

1 *1+1 / \m+l 1 / 

and its increment ratio, 

[ (m —1 n \ tm —1 n \ 

ADj 4 ,= E Wi— E 4 a + E 10 , *< — E w { xA A 6 + 
, ' L'«=l m+l / V 1 i»+l / 

+ • • -J/VA* a + A* b + . . . . 

( 1 ) The sum of the weighted absolute normal deviations 

n / n 

Du>( x ,y) = 2 Wi | Xi cos a -f yi sin a — p I = ( S Wi — 

i =1 1 

m —1 \ in m —1 \ im —1 

— 2 Wi xA cos a + j L Wi yi — 2 W{ yi ) sin a + ( 2 Wi — 

i / Wi i / \ i 

n \ in m —1 \ in 

— 2 Wi ) p = ( 2 WiX{ — 2 Wi x % ) cos a + ( 2 Wi y^ — 

m+l / \m+l 1 / \m+l 

m—1 \ / wi—1 n \ 

— 2 Wi y J sin a -f ( 2 Wi — £ te/J (x m cos a + y m sin a) , 

l / \ l m+i / 


and its partial derivative, 
d 


Dw { m—1 * \ / n m —1 \ 

— = | E Wi Xi — E Wi x ,) sin a + I E Wi yi — E w t y. ) cos a + 

* \<«i *»+i / \*»+i l / 

( m —1 » \ 

E Wi— E Wi) (y m cos « — x m sin a), 
l »»+i / 
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coefficients of the parameters in its respective observation equa¬ 
tion, as 


Z)=S|i* + « i a + y < 3 +... 


— a — Xib — yuc — 

y'l 8 + Xi 9 + y, a + ... 


( 15 , 18 , 19 ). 


If eache perpendicular distance is regarded as the projection of the 
line segment, parallel to the axis of, and representing the devia¬ 
tion in, the dependent variable, the deviation in the dependent 
variable, which may be designated the inverse projection of the 
perpendicular distance, will equal the perpendicular distance mul¬ 
tiplied by the secant of the angle between the perpendicular and 
the axis of the dependent variable. Deviations in the dependent 
variable are inverse projections of normal deviations. The sum 
of the uniformly weighted normal deviations, 


Awd-.y,*,..) = S I 0 ) cos a + y,- cos p + z t cos y + . . . — p) | , 

will therefore equal the sum of the deviations in the dependent 
variable, as D s . x , y ,.. — 2 | Zi — (a + b Xi + c yu + . . .) |, if their 
weights are the secant of the angle between the normals and 
the axis of the dependent variable, asw = sec y, and will equal the 
least sum of deviations in the dependent variable if their sum when 
so weighted is rendered a minimum (i). Only one set of polar ob¬ 
servation equations, 


x { cos a -f y t cos p + z t cos y + . . . — p ( *., y ,= 0 , 


(i) The sum of the normal deviations of uniformly weighted obser¬ 
vation equations, 

n 

Ao>(* t y) — £ j ci) (cos a -}- sin a — p) | , 

• sal 

equals the sum of the deviations in the dependent variable, x t when 
co = sec a. The sum of the uniformly weighted normal deviations and of the 
deviations in the dependent variable, 

ft n 

D x . v = £ | sec a (x * cos a -f yi sin a — p) | = £ J Xi + y,- tan a — 

t=i l 

( n m —1 \ / n m —1 \ 

£ »i — £ **)+(£ y ,— £ y*| tan a-f [(w—i) — 

m+l 1 / \fft+l l / 

— (n — m)] p sec a, 

and the partial derivative of the sum of the uniformly weighted normal 
deviations from the median locus with respect to the vectoiial angle, 

J n /ft m —1 \ 

- £ | x % -f yi tan a — p see a I = £ y,- — £ yA sec 2 a. 

d cl t=i \*,+i i / 
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exists for any set of observations involving a given number of 
variables, but, since any variable may be treated as the dependent 
variable, as many possible sets of linear observation equations, 

%i = U(x-y,t, •.) + b {X ,y.Xf .) + 0[% >m .y,..) + . . . , 

Vi “ #(y • .) + X i b{y t . .) + . • • , 

z i = # (t.*,y,..) + b(M tX .y ,..) + y< ^(*,y .JT,..) + . . . , 


With individually weighted observation equations, 


Acaw(*,y) = 2 | «o Wi (xi cos a -|- y* sin a — p) |, 

» = l 


/ " 

m— 1 \ 

/ * 

m— 1 \ 

( E WiXi 

— S WiXi) + 

2 Wiyi- 

~ S y*l 

\»=m+l 

1 / 

\m+1 

i / 


/m-1 n \ 

+ I E w* — E ai< + y m tan a) 

\ 1 m+J / 


and 


- 2 I Wi (Xi -f y* tan a — p sec a) 

d a ,=i 


= w t y>i — 2 a/,- y*j 


-ym 


( m—1 n 

2 — 2 i£/j) sec 2 a. 

1 m + l / 


The sum of the uniformly weighted normal deviations equals the sum 
of deviations in the dependent variable, y, when oi = esc a : 

n n 

D v . x = 2 | esc a ( X{ cos a -f y f - sin a — p) | = 2 I Xi cot a -f 

i-l 1 

( n m —1 \ / n m — 1 \ 

2 Xi — 2 Xi I cot a-f 2 y*- — 2 y,-) -f- 

m+l 1 / \m+l 1 / 

+ [(*» — i) — (w — m)] p esc a , 


and 


d « 


n /m—1 n \ 

2 | a?, cot a -f y t * — p esc a | = ( 2 — 2 xA esc 2 a . 

• sal \ 1 m+l / 


Similarly the sum of the uniformly weighted normal deviations, 

n 

Aco(*,y,i) = £ I 0 ) (xi cos a 4- y % cos (3 + *,• cos y— p) | , 

• sal 

equals the sum of deviations in a dependent variable, as z, when co equals 
the secant of the corresponding vectorial angle, as y, when 

n 

D».x t y = 2 I sec Y (*» COS a + y* cos p -f cos y — p) | = 

• 0=1 

_ cos a cos £ o 

= 2 X{ -h y,- ■ _ 7" + *i ■ 


cos y 


cos y 


cos y 
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exist as the number of variables. The solution by the method 
of least normal deviations will mediate between the respective 
solutions by the method of least deviations in the several alterna¬ 
tive dependent variables by rendering the sum of the normal de¬ 
viations themselves, in contradistinction to the sums of the in¬ 
verse projections of the normal deviations on the axis of a depen¬ 
dent variable, or of the normal deviations weighted with the se¬ 
cant of the angle between the normals and the axis, as 

D t .y,, ,... •— £ | sec a. (x t cos a y, cos P -f z, cos y + ... — p) | , 
Dy.x,*,. .. = £ | sec p (Xi cos a -f- y 4 cos p -f- cos y + . . . — p) |, 
D x . x ,y,... — S | sec y (Xi cos a -f y { cos p + Zi cos y -f ... — p) | , 

a minimum. The method of least deviations in a dependent var¬ 
iable is a method of weighted least normal deviations. 

3. Mean Loci or Least Squares. 

The original method of least squares, of Legendre (20) and 
Gauss (21), for deviations in the dependent variable, depends upon 
partial derivatives with respect to the several parameters, which, 
when written in the form, 

5 £ (z 4 — (a+bxi + cy t + ...))* — £ ( z , — (a + *,fH-y t c + ...)) = 0 , 

O & 

/, £ (zi—(a+bx t + cy % + ...)Y = £*<(«<—(a + x i b + y>c+...)) — 0 , 

O u 

£ {zt—{a + bx i +cy i +...)Y = £y<(«<— {a+x { b+y t c+...)) = 0 , 
a 0 

clearly represent weighted sums, and are proporzional to weighted 
arithmetic means, obtained for each derivative by weighting the 
observations with the coefficients of its respective parameter (12). 
The simultaneous solution of the normal equations is equivalent 
to the intersection of the loci of the weighted sums or arithmetic 
means. Thus the method of least squares in the dependent var¬ 
iable is the method of mean loci. 

The method of least squared normal deviations, introduced 
by Pearson (22) as the method of closest fit ( 1 ), is the method of 

(1) The derivation advanced by Pearson (88) was based on analytic 
mechanics and related to frequency surfaces for correlated variables. A 
direct analytic derivation was given by Reed ( 88 ) for the straight line. 
The analytic derivation for any number of variables was modified by 
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the mean locus. Differentiation of the sum of the squared nor¬ 
mal deviations with respect to p, division of the partial derivative 
by twice the number of observations, and equation to zero, gives, 
in the special case of two variables, 

d 2 A 

2 (x i cos a + yi sin a — pr —-cos a -)-— sin a — p = 0. 

a p n n 


Snow ( 84 ) to apply to restricted lines and planes passing through a fixed 
point or points where the values of all the variables are exactly known, 
and by Glauert ( 85 ) to apply to lines and planes connecting variables equally 
liable to error associated with variables the values of which are exactly 
known. Finally a generalized derivation was elaborated by Rhodes ( 86 ) 
bor variables not equally liable to error. 

The slope and position of the straight line was determined by Pearson 
from the expression for the directions of the principal axes of inertia calcu¬ 
lated for the centroid appropriated from analytic mechanics. The 
claims of least squared normal deviations had originally been argued much 
earlier from considerations of statics (The Correct Method of Least Squares , 
« Analyst », i : 64 (1874)) and of geometrical probability (Note on the Method 
of Least Squares , idem, 4 : 183-184 (1877), 5 : 21-22 (1878)) by R. J. Ad¬ 
cock who sought explicit expressions for the parameters in the equation 
of the line, y — a -f- b x % which would render the squared normal deviations 
(yi — a — b Xi ) 2 


sum. 2 


a minimum (A Problem in Least Squares , ibid.. 


1 + 6* 

53-54), and indicated a procedure for determining the parameters in the 
equation of the plane, z = a + b x c y, which would render the squared 

(*% — * — b Xi •— c y ,) 9 


normal deviations sum, 2 


1 + 6* + 


a minimum (Ibid., 122, 


I 49~ 1 5°)- A general solution of observation equations in which w x , is the 


weight of and w y , the weight of y f *, by the method of least squares had 

been given by C. H. Kummei. (Reduction of Observation Equations which 
Contain More than One Observed Quantity . idem, 6: 97-105 (1879)) and 
implemented by expressions for the parameters in the equation for the 
straight line which would render the generalized squared deviations sum, 
_ (yi — a—b *<)» 


tlw y .+ b*/w x . 


a minimum under the conditions that the weights 


are different in each observation equation and their ratio is constant in all 
observation equations, as 0 < 00 , w y * = k w x so that if x is taken to 

be exactly known and y to be liable to error, w x ^ = 00 , and k = w y Jvf x , = 0, 

and the parameters have the values obtained by the original method of 
least squares when y is treated as the dependent variable, if x and y are 
taken to be equally liable to error, and the observation equations of equal 
weight, w x . — w y , = 1 and k = 1, and they have the values obtained from 

the corrected forms of Adcock's expressions, and if y is taken to be 
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The p-locus is therefore the mean polar vectorial epicycloid of 
the set of observations. Differentiation of the squared deviations 
from the mean locus, obtained by substituting its mean value 
for p in each of the observation equations, with respect to a, 
gives the derivative, 



sin a 


exactly known and x to beliable to error, w y , -- ao, and k — od, the values 

by the method of least squares when x is the dependent variable, and by 
M. Mekriman ( The Determination , by the Method of Least Squares , of the 
Relation between Two Variables , Connected by the Equation Y = A X -f- B 9 
Both Variables being Liable to Errors of Observation , « Rep. U. S. Coast 
& Geod. Surv. », 1890: 687-690 (1891)) undei the more restricted condi¬ 
tions that both the weights and their ratios in all observation equations 

are constant, or w y - 1 and w x ~ — oc, 1, and 0 respectively. The gen¬ 
eral solution was later restarted independently of the predecessors and 
successors of Pearson and applied to specific problems by M. R. Stewart 
(The Adjustment of Observations , « Phil. Mag.», 6 th , 40: 210-222, 224-227 
(1920)), and its development for the straight line comprehensively elabo¬ 
rated bv H. S. Uht.kr, (Method of Least Squares and Curve Fitting , «J. Opt. 
Soc. Amer. & Rev. Sci. Instrum. », 7 : 1043-1066 (1923)) who later gene¬ 
ralized and extended Pearson’s derivation for planes (Determination of 
the Minimum Plane in Four-Dimensional Space with Respect to a System of 
Non-Coplanar Points , « Phil. Mag. », 6**, 49: 1260-1271 (1925)), and for¬ 
mulated a basic theorem concerning the Least Distance from a Point to a 
Linear (n — k) Space , Both in a Linear n-Space , (« Ann. Math. », 27 : 
65-68 (1925)). And finally, following Stewart and Uhler, the derivations of 
Snow, Glauert, and Rhodes were in effect placed on a more general 
foundation, reproduced, and widely extended by W. E. Deming (The 
Application of Least Squares , « Phil. Mag. », 7 th , 11 : 146-158 (1931), 17: 
804-829 (1934))- 

Prompted by Reed's derivation, C. Gini (SulV inter polazione di una 
retta quattdo i valori della variabile indipendente sono afjetti da errori accidentali, 
«Metron», 1 (3): 63-82 (1921)) by algebraic treatment of the errois of a 
large number of observations also derived expressions for the parameters in 

y, as in turn did 

G. Pietra (Interpolating Plane Curves, idem, 3 (3-4): 311-328 (1924); 
Deir interpolazione parabolica nel caso in cut entrambi i valori delle variabili 
sono affetti da errori accidentali , idem, 9 (3-4): 77-86 (1932)) for the para¬ 
meters in the parabolas, y = a + bx-Fcx* and x = a 4- b y + c y 2 , for 
any ratio of the weights of the variables. 

The mathematical derivations for two variables connected with the 
methods of least squares for deviations in the dependent variable and for 


the linear equations, 


a 4- b x and * 
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which, on equation to zero and simplification, reduces to 


tan - 


2 


or, divided by n, to a = 


tan 


— i 


— , 2 ^ xy „ , if 'pxy is the product- 

G x - Gy 


normal deviations were comprehensively elaborated by W. Wirth (Spe- 
zielle psychophysische Massmethoden , « Handbuch der biologischen Arbeits- 
methoden >>, her. K. Abderhalden, Berlin, 1920, VI, A, 1: 5-15, 71-81, 
105-117, 126-1 42, 145-146) in the statistical setting of linear equations of 
regression and of the representation of relationship, and the theoretical 
concepts involved developed in a critical discussion by E. Czuber (Zur 
Theorie der Uneaten Korrelation , « Arch. f. d. ges. Psychol. », 41 : 310-334 
(1921)) and a rejoinder ( Bemerkungen zu der vorangehenden Abhandlung 
von Herrn Prof. E. Czuber , iiber die Theorie der linearen Korrelation , ibid., 
334*352). The statistical connotations were further elucidated by S. Rol¬ 
ler (Die Analyse der Abhangigheitsverhaltnisse in zwei Korrelationssyste- 
men , « Mctron », 12 (4) : 73-105 (1936)) under the categories of correlation, 
regression, and the representation of the relationship that lies at the foun¬ 
dation of the correlation system. The line for the representation of re¬ 
lationship had the disadvantage that it is not independent of the selec¬ 
tion of the units of measurement of the correlates, bu might be made in¬ 
dependent of the selection of the units of measurement of the correlates 
by taking their standar deviations as the fixed common unit of measure¬ 
ment, as had previously been done as a special case under Rhodes’ general 
solution (26). Thus, if the variates x % and y,- are divided by their standard 
deviations, the denominators in the expressions in the text for tan 2 a 
equal 0, tan 2 a — 4* 00, 2 a r^= 90° or 270°, a = 45 0 or 135 0 , and cos a = 
+ 0.70711, sin a — 0.70711, tan a = + 1, so that the final explicit equa¬ 
tion is -- ^2 = 4 * --— according to whether the numerator is posi* 

Gy G % 

tive or negative. 

The fact that the method of least squared normal deviations is not 
independent of the choice of a particular coordinates system became the 
point of departure for the derivation of a method of least squared devia¬ 
tions independent of a coordinates system outlined by C. F. Roos and 
A. Oppenheimer (A Symmetric Method of Fitting Lines and Planes , « Bui. 
Amer. Math. Soc. », 34 : 140-141 (1928)) and developed by C. F. Roos 
(A General Invariant Criterion of Fit for Lines and Planes Where All Varia¬ 
tes are Subject to Error , « Metron », 13 (1): 3-20 ( 1937 ))- For the set of 
observations, (x y t ), of weights, a» f -, and the line, ar-f6y + c=s0, the 
most general function, £ wi fi y if a, b , c ), which remains invariant 
under homogeneous strain, translation, and rotation is £ w* | a Xi + b yi 
4 c |^, where p is any ijumber. but specifically 2, which is made subject 




moment and <x* and a y are the standard deviations, in the quadrant, 
letting 0 ° <; a <£ 360 °, for which, when cos a and sin a are sub¬ 
stituted in the equation of the mean polar vectorial epicycloid, 
p is positive.' In the general case of any number of variables par¬ 
tial differentiation of the sum of the squared normal deviations 
with respect to p gives 

Z ( x t cos a + y ( cos (3 + z { cos X + . . . — p ) 2 •— 
d p 

Z S Vi _ Z Z( .. 

— - - cos a H-— cos B -j- - cos y + . . . — p = 0 . 

n ti ft 

Hence the p-locus is according the number of variables the mean 
polar vectorial epicycloid, epispheroid, or epihyperspheroid of the 
observations. Substitution of the mean value of p from the equa¬ 
tion of its locus in each of the observation equations, differentia¬ 
tion of the sum of the resulting squared deviations from the p-locus, 

S ((x, cos a + (y, — cos (3 + ^r, — cos y + • • •)* . 

with the condition equation, cos 2 a -f cos 2 (3 + cos 2 y + • • • = i> 
multiplied by an undetermined coefficient, x, added, or 

2 ( (*‘ “ cos a + (y* — “-‘j cos P + (zi — cos y + . • •)* 

' + x (cos 3 a + cos 3 p + cos 2 y + . . . — i) , 


to the condition that £ w % | a X{ -j- b y{ -j c is the sum of the distances 
in the direction, tan a = v> x i/w y i = k , where w y i and w x i are the respective 
weights of X{ and yi , and is implemented with an explicit general solution 
and explicit solutions for its special cases. The method is extended to 
planes and hyperplanes. Geometrical interpretations of Roos* genera] 
solution and some of the special cases and demonstrations of its property 
of invariance under transformations of the coordinates were advanced 
by H. E. Jones (Some Geometrical Considerations in the General Theory 
of Fitting Lines and Planes , ibid., 21-30). 

Though formulae were available for the determination of the linear 
relationship between two variables for any absolute and relative weights 
of the variables, sanction was lacking for the assumption of other than the 
values of unity and infinity as the weights and of the resulting values of 
zero, unity, and infinity as the ratios until an approach was made by 
W. R. Cook (On Curve-Fitting by means of Least Squares , idem, 7**, 12 : 
1025-1039 (1931)) and by Beryl M. Dent (On Observations of Points 
Connected by a Linear Relationship , « Proc. Phys. Soc. », 47 : 92-106 (1935)) 
to methods for deriving from the data an indication of the relative weights 
to be attached to the variables and of the errors of the resulting parameters. 
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with respect to the cosine of each of the vectorial angles, and equa¬ 
tion of the partial derivatives to zero, give 


(s ljx t - cos « + (y { - cos (1 + [zi - cos Y + . . .) 
{x% — + x cos a = 0 , 


( s ((**•" ir) cos a + ( y < - ir) cos p + (* - it) cos t + • • •) 

(y< — + * cos p = o, 

(s cos a + (y, + cos P + (* ~ cos y + . . .) 

(*• — j + y. cos y = 0 , 


Multiplication of each of these equations by the corresponding 
cosine, and addition of the several equations with regard for the 
condition equation, gives 

( S ^ Xi _ cos « + (y.- cos (J + 

+ i*i — cosY + • • + X = 0 . 

The undetermined multiplier is therefore the negative of the 
squared-deviations sum at the sets of critical values of the cosines 
of the vectorial angles. On letting the negative of the squared- 
deviations sum be denoted by the negative of the undetermined 
multiplier, the equations become 


(( E (*< ~ ¥)) ~ *) 005 “ + ( s (*' - ¥) (* - if')) cos p + 

+ (zi — ~ j) cos Y + . • . = o , 

( s (*• - ¥') (* - ¥)) cos “+(( s (* - ¥)) - *)«»p + 
t( s ( y_ ¥) ( , -¥‘)) cost+ •• • =o - 
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+ (( s ( 2 , -W)~ > ') c ° sr+ 


= o 


Simplifying the coefficients, the eliminant of the cosines of the 
vectorial angles is the determinantal equation, 

(MM 

n 

(2y<)(2*) 


(2 *, s — 

<**»■) x 

2 Xi}’i- 

(£*«) (2y<) 

S Xi Zi 

V 

n J 


n 


S x i y i 

(Zxi) (2 Vi) 

Uy.*- 

x 

2 y< Zi 


n 

\ 

w / 


hXiZi — 

(2 Xi) (2 Zi) 

V 'll . V . _ 

&y*)P*i) 

( y 2 - 2 - 

n 

Zu y% z% 

n 

1 Za *1 


n 


(2 2 , 


n 


* 5 -- 


0 , 


the smallest root of which is the least squared-deviations sum, or, 
oft transforming this equation into an equation the roots of which 
are the roots of this equation divided by w, the eliminant of the 
cosines is the determinantal equation, 



the smallest root of which is the least mean squared deviation (i). 


(i) Recently alternatives to Pearson’s formula for the mean squared 
deviation from the straight line have been given by Y. K. Wong {On Stan¬ 
dard Error for the Line of Mutual Regression , « Ann. Math. Stat. », 7 : 47-50 
(1936)) together with the correction of the non sequitur in the printed 
statement of its derivation. 
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On insertion of the value of the least squared-deviations sum in 
the equations, or of the least mean squared deviation in the 
equations divided through by n, the ratios of the cosines of the 
vectorial angles may be determined from any combination of equa¬ 
tions one less than the number of equations, and the values of 
the cosines from the condition equation. 


4. Mid-Point of Least Range ok Least Greatest-Deviation. 

The method of the least greatest-deviation, the earliest method 
proposed for the combination of indirect observations to effect a 
consistent disposition of the errors of observation, was originally 
discovered by Laplace (27), and recently rediscovered by Goed- 
seels in his method of minimum approximation (28), and by Smith 
in his mid-course method (29). General analytic methods have been 
advanced by Laplace (27, 38), Goedseels (28, 30), and de la Vallee- 
Pouissin (31) for the solution of sets of linear observation equations 
so as to obtain the least greatest-absolute-deviation in the dependent 
variable ( 1 ). But the method of graphic selection, supplemented 


(1) In Laplace’s general solution ( 27 , 88) the n equations for the de¬ 
viations corresponding to the given observation equations, y, —a bx t 
. . mv t by elimination of the parameters yield n — m simul- 

t menus indeterminate linear equations in the deviations, E t — pi 8 X -f q % 8 f 
-f- . . . -f Oi 8 n, which are to be solved for the condition that the m -f 1 
greatest deviations which are equal in absolute value shall be the least 
possible; in his special solution for the case of two variables• ( 11 , 88 ) the 
deviation equations are subjected to arithmetically more expeditious but 
deductively more involved manipulations. 

In Goedseels* primitive solution ( 28 ) for his method of minimum ap¬ 
proximation, the deviation equations, since the individual deviations are 
at once equal to or less than an undetermined extreme positive deviation, 8, 
and equal to or greater than an undetermined extreme negative deviation, 
— 8, are converted into pairs of inequalities. 

y i — a — b x <£ 8 and — 8 y, — a — b .r; ---...(/ — 1. 2, . , n ), 
which by transposition of 8 and a are transformed into 


yi — b ,Vj - ... — 8 a and a y, — b X{ — ... -f- 8, 
which through juxtaposition of their outer members each to each by the 
elimination of a produce n 2 inequalities, 
yi — b X{ — ... — 8 ^ yj - ~ b -| 8 (i — 1, 2, . , w : / - 1, 2, . , m) 

which on solution for b produce the pairs of inequalities. 


yi — y. 


28 


*% 


2g; b and b <; 


y\ - - y± ± 
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by analytic criteria, and implemented by algebraic solutions or 
special formulae, developed in a form adaptable to indefinite ge¬ 
neralization in a certain specific direction by Smith (29), is more 
amenable than any of the analytic methods to development in 
a form capable of extension to implicit functional observations. 
To render the greatest deviation in the dependent variable 

which through juxtaposition of their outer members each to each by eli¬ 
mination of b produce 4 n* inequalities, 

y i — y± — • • • + — + . — - .- + 2 * 

*%~*i x l x h 

which, if no further parameters remain to be eliminated, on solution for 8 
produce the inequalities, 

$ fy± — yjj (fi — ± in — yji (*» — */) 

"" 2 [(** — *f) 4 * (*1 — **)] 

selection of the largest right member of which defines the extreme absolute 
deviation, substitution of which in the inequalities for b determines its 
value, substitution of which together with that of the extreme deviation 
in the inequalities for a determines its value ; in his simplified solution ( 80 ) 
the procedure is abbreviated through the omission of certain members 
of the sets of intermediary inequalities from further consideration. 

In de la VallGe-Pouissin’s solution ( 81 ) for -f 1 deviation equations 
in m parameters, 

a 4- bx% -f- cy% 4> ... -f m t>i — Zi = — u L 8 (1 = i, 2 , . , m, m + 1 ; u — ± 1 ), 
the least greatest-deviation is determined from the determinant, A = 

| ig x M . . v m zm+i I , and its minors, Z k , when that sign is attributed to 
each unit, u t , which will render the product, Zt, the same in sign as the 
determinant. A, as 


Uj Zj + U, Zg -j- ... 4 + u m + 1 + 1 

or 


I *if+R.I + ... 4 \Z m \ + \Z m + i\ 

and the parameters from the minors, as 

h4^i i a 4>..4^i w 4^-fiim-fi 
U| Zg 4 u t Zg -f- . . . 4 » m Z m 4 +, Z m + g 

and 

b*=* ^ 4 »• ■ 4 ^ X m 4 ± i +1 

Og Z\ 4 4- ... -j- u m Z m 4* 11 Zffi -f i 

or the simultaneous solution of any m of the m 4- z deviation equations 
with the proper values of u t 8 inserted, and in his solution for n equations 
when n > m 4 i as the solution for that combination among all the 
possible combinations of the n equations taken m + i at a time which 
gives the greatest least-greatest-deviation. 
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least, the Straight line, y = a + b x, for a given set of observation 
points, P v (y t . * t ), must be equidistant in the direction parallel 
to the axis of the dependent variable from those three observation 
points, P i±l) ( y t .Xi ), P i±ft (y/.*/), P* TS (y*.**)> where *<^**^*/, 
which give deviations, 8 = y, — (a + b x t ), all of which are 
equal in absolute value to the least greatest-deviation for the set 
of observation points, and of which two are the same in sign and 
the third is of the opposite sign. The least greatest-absolute-de¬ 
viation will then be half the distance in the direction parallel 
to the axis of the dependent variable from the point with the 
deviation of the opposite sign to the line containing the two 
points with deviations of the same sign, or 

s ^ (yu — Xk+_ (xj — Xi) y k + (Xi y 9 - — x, y>) 

2 (Xj—Xi) 

and the required equation will be 



in which the sign before 8 is the sign of the deviation of the 
point not contained in the line (i). To give the least greatest - 

(i) The method of the least-greatest deviation, which was originally 
applied by Laplace by means of analytic solutions ( 27 , 11 , 88) and sub¬ 
sequently by J. B. J. Fourier by means of a proposed geometric solution 
(Analyse des equations diterminies , Paris, 1831, Si-84) to the determina¬ 
tion of the parameters of linear equations, and by J. V..Poncelet to the 
determination of linear approximations to be substituted for the original 
expressions in the evaluation of radic als (Sur la valeur approchie lineaire 
et rationelle des radicaux de la forme )/a 2 -f- <l u * expriment la resultants 
de deux ou de plusieurs forces, « Cours de in6caniqucappliqueeaux machines », 
Metz, 1826, Sec. Ill, N ote x ; S u r la val eur approchie lineaire et rationelle 
des radicaux de la forme ]fa 2 -f V a* — 6 a , ...» ibid., y** ed., 1832; «J. f. d. 

Math, reine u. angew. », 13 : 277-291 (1835)) an< l of scries (Recherches 
sur le Calcttl des Series, ou application de la mithode de moyennes a la tran¬ 
sformation ou calcul numirique et a la determination des limites du reste des 
series* « Mem. pres, a PAcad. roy. d. sc. », 6: 785-872 (1835)), was finally 
applied by P. L. Tchebychev to the power polynomial (Thiorie des mi - 
canismes connus sous le notn de parallilogrammes , « M£m. pres, a PAcad. 
imp. d. sc. de St. PGtersbourg », 7 : 539-568 (1854) ; Sur les questions de 
minima qui se rattachent d la representation approximative des fonctions, 
« Bui. de la Clas. phys.-math. de PAcad. imp. d. sci. de St. Pctersbourg 
16 : 145-150 (1858), «M6m. de PAcad. imp. d. sci. de St. Petersburg », 
6 °° Ser., Sci. math., phys. et nat., 9, Sci. math, et phys., 7 : 199-291 (1859)). 
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deviation in the dependent variable, the plane, z — a-\-bx-\-cy, 
for a set of observation points, .must be equidistant 

in the direction parallel to the axis of the dependent variable 
form the four observation points, 

Pi (Zi ■ Xi , yi), Pj (Zj. Xj , y f ), P k (z k . x k , y k ), P 1 (z x . X x , y x ), 

which give deviations, 8 = z t — (a -(- b x t + cy,), equal in absolute 
value to the least greatest-deviation for the set of observation 
points. If of the group of four observation points, Pi ±b , Pj ±b > 
P k ± 6 , P 1 8 , where {x x , y x ) lies within, or nearer one side of, the 
plane triangle the vertices of which are yi), (x,-. yi), and (x k> y k ), 
than any other of the points to a side of any other triangle, three 
give deviations which are the same in sign and the fourth gives 
a deviation which is of the opposite sign, the least greatest-deviation 
will be half the distance in the direction parallel to the axis of the 
dependent variable from the point with the deviation of the oppo¬ 
site sign to the plane containing the three points with deviations 
of the same sign, or 


The mathematical theory of the solution of the least greatest-deviation 
polynomial was successively developed by P. Kirchberger (Ueber Tcheby- 
chefsche Anndherungsmethoden , Inaug-Diss., Gottingen, 1902, 5-96, « Math. 
Ann. », 57 : 509-540 (1903)), K. Borel (Mdthode d’ approximation de Tche- 
bicheff, « Le9ons sur les fonctions de variables reelies et les dcveloppements 
en series de polynomes », Paris, 1905, 82-92), J. W. Young ( General Theory 
of Approximation by Functions Involving a Given Number of Arbitrary 
Parameters, « Trans. Amer. Math. Soc. », 8: 331-344 (1907)), L. Tonelli 
(I polinomi d % approssimazione di Tchebychev, « Ann. mat. », Ser. 3, 15: 
47-119 (1908)), F. Sibirami ( Sulla rappresentazione approsimata delle fun - 
sioni, idem, 16: 208-231 (1909)), G. Poj.ya ( Sur an algorithme toujours 
convergent pour obtenir les polynomes de meilleure approximation de Tche - 
bychef pour une fonction continue quelconque , « Compt. rend. 1 ’Acad. d. sci. », 
157 : 840-843 (1913)), C. de la Vall£e-Pouissin (Polinome d*approxi¬ 
mation minimum , « Le9ons sur l’approximation des fonctions d’une variable 
r6elle >>, Paris, 1919, 75-92), D. Jackson (On Functions of Closest Appro¬ 
ximation, « Trans. Amer. Math. Soc. », 22: 117-128 (1921); On Approxi¬ 
mation by Functions of Given Continuity, idem, 25 : 449-438 (1924) ; (5) ; 
The Theory of Approximation , «Amer. Math. Soc. Colloquium Pub. », 
11 : 77-108 (1930)), and S. Bernstein (Lecons sur les proprUUs extrtma- 
les et la meilleure approximation des fonctions analytiques d’une variable 
reille , Paris, 1926). In his mid-course method Smith ( 29 ) rediscovered 
the method of the least greatest-deviation and such of its theorems as were 
required as a basis for the first practical procedure for the numerical com¬ 
putation of the least greatest-deviation polynomial. 
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(y,- zj + yjZk + yn z t — y h z f — y,- z { — y< z k ) x x + (x k z f + 
+ XjZi + Xi Zk — Xi Zj — Xj z k — Xk Zi) yi + (Xi y,- + x,y k + 
+ x k y { — x k yi — Xj y 4 — x t y k ) z x + (x k yi z { -f x t y { z k + 

_ + Xi Vk Zj — Xj y,- Zk — Xj yk Z i — x k yi Zj) 

2 (Xi yj + Xj y k + x k yi — x k y,~ x f y,- — Xi y k ) 

and the equation, 


/ (xj yj Zk + Xj yk Zj + Xk yi z f — x k y± z j_ — x i y» •?* — y} z,) 
\ (Xi yi + x,- y k + Xk yi — x h yj — Xj y { — x { y k ) 


+ *) + 


y* zj + yj Zi -f yj Zk — yu zj_ — y,~ z k — y* Zj 
+ Xi yj + Xj y k + x k yi — x k yj — Xj yi — Xi y k X 

Xi Zj + Xj Zk + X k Zj Xk Zj Xj Zi — Xi Zk 

Xi yi + Xj y k + Xk yi — Xk y, — Xj y> — x t y k y ’ 


in which the sign before & is that of the deviation of the point 
not contained in the plane. If of the four observation points, 
Pi ±b , -Pj + s. Pk- b , Pi^ b , where (Xi , y,), {xj , y,). (x k , y k ), and 
(x\ > yi) are the vertices of a trapezium, the two pairs give devia¬ 
tions of opposite sign, and determine two non-parallel lines, Pi Lf) 
Pi 6 and P k T h Pi . h , the least greatest-deviation will be half 
the distance in the direction parallel to the axis of the dependent 


The literal application of this rccents mid-course method to the 
straight line would in effect require the determination of a parabola 
y' = a -f bx -h o x 2 , for the selected points, P,- ± b (y t *. x % ) y P k T 5 ( y k . x k ), 
and Pj ± 6 (yj . Xj) t giving these values of the dependent variable at these 
values of the independent variable, and of a second parabola, 

Y * % t for the assumed points, P( T i, *,■), P ( + i, x k ) y and P ( + i, Xj ) 9 
giving the value of unity with the sign opposite to that of the deviation 
at these values of the independent variable, the linear combination of 
which obtained by putting c = 8 y so as to eliminate their quadratic terms, 

y = [y' — 8 o =a -I- b x -f c x 2 — 8 (a -f- p x 4- y * 2 )]=(<* —8 a) -f (6 — 8 p) x, 

would be the equation of the line and 8 = c/y the least greatest-deviation. 
On the same basis the least. greatest-deviation and the parameters of an 
n* k degree parabola may be determined for n -f 1 points, selected to lie 
alternately on opposite extremes of the central trend of the observation 
points as the independent variable increases, from explicit expressions 
utilizing the Lagrangean polynomial for two variables, and might be de¬ 
termined for an n, m, . degree paraboloid from the polynomial for se¬ 
veral variables (J. F. Steffensen, Interpolation , Baltimore, 1927, 21-22, 
205', 216) contingent upon the elaboration of a rule and graphic artifice 
for the location and selection of the required points. 
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variable from one of the points, as P* ^ s , to the plane containing 
the line, P,-^ 8 P/ ±8 , and hence either of its points,- as P< ±# , 
and parallel to the line, P * ±8 Pi ± 8 or 

((y/ — yt) (*i — **) — (yi — y») ( z > — *«)) (** — *<) + 

H- ((z, — z<) (*, — Xk) — {Zi — z*) (Xj — Xi)) (yk — yi) + 

+ ((*> — *.) (yx — y») — (*i — *») (y/ — y<)) (ft — z t ) 

2 ((*/ — *<) (y» — y*) — (at, — at*) (y/ — y«)) 
and the equation, 

/({yi — y.) (*1 — 2*) — (y, — y*) (z, — z,-)) at,- + 

_ = ( + ((2/ — 2,) (at x — at*) — (z t — xk) (at/ — *<)) y< 

V (*/ — **) (yi — y*) — (*i — Xk) (yi — y t ) 

_ (yi — y.) (*1 — 2*) — (yi — y*) (Z/ — z,) ^ _ 

(*;■ — *<) (y»—y*) — (*i— **) (y>—y<) 

__ (z/ — z>) (at, — **) — (Zi — z*) (at, — at<) 

(at/—at,-) (y, — y*) — (at,—at*) (y# — yi) y ’ 

in which the sign before 8 is that of the deviation of the point 
not contained in the plane. If the pairs of observation points 
determine two parallel lines, and the set contain only four obser¬ 
vation points, the deviations would be zero, and the plane repre¬ 
sented by the required equation would contain both lines, but if the 
set contain more than four observation points, (Xi.y/), (Xj,y/), (xh, 
y*), and (at,, y t ) would lie in a straight line, the least greatest-de¬ 
viation would be half the distance in the direction parallel to the 
axis of the dependent variable between the two lines, and the plane 
represented by the required equation would pass through two 
points equidistant from, and be perpendicular to the plane contain¬ 
ing, both lines. The procedure for the determination of the least 
greatest-deviation involves inspection of the set of plotted obser- - 
vation points, selection of trial combinations of the proper num¬ 
ber of outlying observation points, and substitution of their values 
in the indicated deviation formula. As a criterion in the deter¬ 
mination of the least greatest-deviation of a set of observation 
points such formulae have comparative value but lack directive 
efficacy. A trial group of observation points will be shown to 
give a deviation greater or less than the deviations of other pre¬ 
viously tested groups with which it is compared. But it remains 
necessary to test all likely groups separately and to ascertain by 
elimination which is the required group. 
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The least greatest-deviation in the dependent variable can 
be determined more systematically through the selection of ex¬ 
treme observation lines or planes because the analytic criteria 
applicable to the sensible results then have the requisite directive 
efficacy to insure a definitive solution (i). The sum of the infinite 
powers of the absolute deviations in the dependent variable of a 

n 00 

set of indirect observations, Z | — (a + b . . .) |, is rendered 

»=i 

a minimum, when the greatest absolute deviation, 8 = | y t — 
— (a + b x t + . ..) |, is rendered least. For a set of observation 
equations in any number of variables whatsoever, at least two 
deviations must occur equal in absolute value to the least grea¬ 
test-deviation, which are of opposite signs. Let the equations, 
y i = « H- bxi and y M = a + b x„, from a given set of observation 
equations, y< = a + b Xi, arranged in the order of the algebraic 
magnitude of their deviations, represent a pair of extreme obser¬ 
vation lines, for any set of values of the parameters, a, b, between 
these extreme observation lines and within the interval for which 
they continue to be the extreme observation lines. The sum of 
the extreme absolute deviations, D, is the sum of the greatest 
positive deviation and the greatest negative deviation with its 
sign changed, or 

D — (y„ — a — b x„) + (a + b x x — y r ) — (y n — y x ) -f (xt — x H )b. 
The increment to the extreme deviations sum, A D, for a 


(i) In his introduction to an unfinished posthumous treatise, Fou¬ 
rier (op. cit.), outlined a geometric construction for the solution of the 
least greatest-deviation linear equation. The deviation equations, 8 = 
y i — a — Xib , corresponding to the given observation equations, = a + 
Xiby express the algebraic deviation as a function of the values of the para¬ 
meters. Let a and 6 be represented by a parameter point in a horizontal 
coordinate plane and 8 by a deviation point on a vertical coordinate axis. 
The deviations equations may then be represented by deviations planes. 
But only the absolute values of the deviations come into consideration. 
The absolute deviations equations, 8 = | y,- — a — X{ b |, are represented 
by dihedrons consisting of the portions of the original deviations planes 
above the (a, b) plane and the reflection of these planes in the lines of their 
intersection with the (a, 6) plane. The extreme planes of the system of 
absolute deviations dihedrons form a polyhedron with its convexity direc¬ 
ted toward the horizontal plane. The vertex of this polyhedron is both 
the parameter point of the solution for the least greatest — deviation li¬ 
near equation and the deviation point of the least greatest-deviation. 
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parameter increment, A b, is A D = {x v — x n ) A b. The ratio of 
the extreme deviations sum increment to the parameter in¬ 
crement is simply A £>/A b = (x x — x„), and the interval bet¬ 
ween a pair of extreme observation lines is increasing or decreas¬ 
ing as b increases according to whether the sign of (x t — x n ) is 
plus or minus. In the region where the observation lines tend 
to converge that intersection of two extreme observation lines is 
to be selected which appears to lie nearest in a direction parallel 
to the axis of the dependent variable to an opposite extreme 
observation line. The values of the independent variable in 
the equations of the three observation lines, taken two at a time, 
each of the intersecting lines with the opposite line, are substituted 
in the expression for the increment ratio. If the sign of the ratio 
changes from minus to plus at the intersection, the extreme de¬ 
viations sum becomes a minimum. With a set of observation 
planes, Zi — a + b Xi + c yi, the extreme deviations sum is 

D = (z n — Zi) + {x t — x„) b + (y t —y„)c, 

and the ratio of the extreme deviations sum increment to the 
distance, A s, in the (b, c)-plane, corresponding to the parameter 
increments, A b, A c, 

AD/As~ &> Af. 

\J A 8 b + A 2 c 

In the region where the observation planes converge, the four 
extreme planes in nearest approach may consist of three extreme 
planes which intersect to form a trihedron with its vertex directed 
toward the opposite extreme plane, or of two pairs of extreme 
planes which intersect to form two opposite dihedrons with their 
apices directed toward each other. If for each member of the 
triad of intersecting observation planes taken with the opposite 
plane, the ratio is positive for all directions of departure from 
the intersection included in the sector of the ( b , c)-plane in which 
any individual member of the triad of intersecting planes is an 
extreme plane, or if for each member of one pair of intersecting 
observation planes taken with each member of the opposite pair 
of intersecting planes, the ratio is positive for all directions, of 
departure from the intersection of the projecting planes of the 
lines of intersection of the pairs of intersecting observation planes 
on the (6, c)-plane, represented by linear combinations of each 
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pair of intersecting observation planes which eliminate a bet¬ 
ween their equations, included in the sector in which any two 
observation planes are both extreme planes, the extreme devia¬ 
tions sum becomes a minimum. Hence, taking three extreme 
observation lines, or four extreme observation planes, two at a 
time, each intersecting line or plane successively with the oppo¬ 
site line or plane, or each of one pair of intersecting planes with 
each of the opposite pair of intersecting planes, if the ratio is 
positive for each pair of opposite lines or planes for all directions 
of departure along the 6-axis or in the ( b , c)-plane, the distance 
between the intersection and the opposite line or plane, or the 
distance between the lines of intersection of each pair of inter¬ 
secting planes at the intersection of their projecting planes on 
the (b, c)-plane, is the least extreme deviations sum or the least 
range in the dependent variable for the set of observation equa¬ 
tions. Half of the least extreme deviations sum or the least 
half-range is the least greatest-deviation. The parameter point 
which is the mid-point of the least range is the required solution. 
If two opposite extreme lines or planes were parallel, the solu¬ 
tion would be indeterminate within the interval for which both 
were extreme observation lines or planes. Only if all the obser¬ 
vation lines or planes were parallel would no solution exist. 

Both of these methods for indirect observations can readily 
be extended to apply to implicit functional observations. By 
the method employing observation points, the straight line, 
x cos a -f- y sin a — p = 0, for a given set of observation points, 
P K (Xi, y t ), must be equidistant in a perpendicular direction from 
the three outlying observation points, Pi ±i {xi, y<), Pj ±i (xj, yj), 
P* T</ (x/,, yk) ; hence the least greatest-absolute-normal-deviation 
will be 


d 


(y< — y<) Xk + (xj — Xj) yk 4- (* » y>- — */ yt) 
2 y Uyi ^i)^ Jxr— ytf 


and the equation, 

( y< — y>) * + (*/ —Xj)y — {Xj y, ± Xj y t ) g — 0 

v /(yt — y») s + (*/—*<) 2 


Similar substitutions of the square root of the sum of the squared 
coefficients for the coefficient of the dependent variable in their 
denominators will convert the formulae for the least greatest- 
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deviation in the dependent variable and the equations in slope- 
intercept form for the plane into formulae for the least greatest- 
normal-deviation and equations in normal form. 

The least greatest-normal-deviation can be determined more 
systematically by a method employing observation curves or 
surfaces. The sum of the infinite powers of the absolute normal 

OP 

deviations, as S | *,• cos a + y, sin a — p j , is rendered a mini- 
*—1 

mum, when the greatest absolute deviation, as d = | x t cos a -(- y t sin a 

— p |, is rendered least. At least two deviations occur equal 
in absolute value to the least greatest-deviation and of opposite 
signs. If the polar vectorial epicycloids, Xj cos a + y x sin a = 
p (Ai , Vi ) and x„ cos a -j- y„ sin a = p (Xn yn) , from a given set of 
observation equations, x ,• cos a + y, sin a — p = 0, are the ex¬ 
treme observation curves intersecting a ray at points other than 
the origin, the sum of the extreme absolute normal deviations 
for any set of values of the parameters, a within the sector for 
which both are extreme observation curves, and p^ Tj _ y j <£ p 

^ P(*» . y»)’ * s 

(x„ cos x + y„ sin a — p) -f- (p — x x cos a — yi sin a) = 

= ( X„ — x-i) cos a + (y„ — y x ) sin a . 

The derivative of the extreme deviations sum with respect to a is 

* 1 ) cos a + (y»— y>i) sin x — (Xi— x„) sin a + (y„ — y x ) cos a. 

The radial distance from the intersection of two extreme observa¬ 
tion curves to the opposite extreme observation curve where 
the sign of the derivative changes from minus to plus is the least 
range; the least half-range, the least greatest-deviation; and the 
parameter point, which is the mid-point of the least range, the 
solution. With polar vectorial epispheroids, the extreme normal 
deviations sum is 

(x„ cos a + y„ cos (3 + z„ cos y — p) -f- (p — x x cos a — y x cos fl — 

— z x cos y) = (x„ — *x) cos a -f- (y„ — y x ) cos (3 + (*» — z i) cos Y • 

The partial derivatives with respect to two essential vectorial 
angles are 



IOI 


5 « 


(x „— *]) cos a 4- (y n — y x ) cos (3 4- (z n — z^\Ji —cos 3 a—cos*(J = 


and 


= (*i — x„) sin a 4 - (z n — z x ) 


sin 2 a 
2 cos y ’ 


g _______ 

(x„ — Xi) cos a 4- (y» — yi) cosp 4- (z„ — z,)^i — cos 3 a — cos 3 p = 

^ (Vi — Vn) sin p 4- (z„ — *,) • 

The method of least greatest-deviation in the dependent variable 
and the method of least greatest-normal-deviation are the methods 
of the mid-point of the least range (i). 


Numerical Examples. 

i. When an uncharged droplet falling in an electrostatic 
field becomes charged with an electron, the resulting change in 
its rate of fall corresponds to an alteration in its apparent weight. 
The electrostatic charge of an electron, e, may be determined 
from the electrostatic field strength, F, and the alteration in 
apparent weight, W, by means of the equation, F e — W. Treated 
as weighted observations, the values of e = Wi/Fi calculated 
from a set of determinations of F and W (32) and arranged in 
the order of their magnitude, together with their respective weights. 
Ft, locate a weighted median (Table I) ( 2 ). 


(1) A variant of the method of the least greatest-deviation or the 
mid-point of the least range, which, though apart from the succession of 
methods of least power-sums of the absolute deviations, might be of some 
significance, is the method of the least quartile or median deviation (so- 
called probable error) or the mid-point of the least interquartile range. 
The nearest approach of the first and the third quartile loci of a given set 
of observation lines, curves, planes, or surfaces defines their least inter¬ 
quartile range. Half of the least interquartile range 1 2 or the least semi- 
interquartile range is the least quartile or median deviation, and the mid¬ 
point of the least interquartile range the solution. 

(2) The weight decrement in grams is derived by calculation from the 

experimental data by means of the formula. 



in which s is the distance of fall in centimeters, tg the duration in seconds 
of fall under gravity, // the duration of fall under the influence of the field. 
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Table I. 
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2 . In physiological experiments an entire animal is often 
subjected to some physical or chemical influence when only a 
single action on a specific tissue or organ or a single effect on a 
specific function is to be determined. When quantitative results 
are required, in this situation where it is in the nature of the 
case impossible to secure that selective constancy of all relevant 
conditions generally obtainable in the conduct of physical meas¬ 
urements, the employment of the weighted median may be sin¬ 
gularly appropriate. In biological assay, where a representa¬ 
tive value is essential, the animals will vary not only in size but 
also in tolerance or susceptibility to the action of the given drug. 
Preliminary to an assay of digitalis bodies by the cat method it 
may be advisable to determine the minimal lethal dose per 
unit weight of intravenous crystalline ouabain for a sample of 
the population of cats to be used in the standardization (83) 
(Table II). 

3 . The constants for a second approximation to the gen¬ 
eralized law of error with its origin at the median may be so 
determined by the method of percentiles that the observed and 
calculated fractions of a frequency distribution which lie bet¬ 
ween the median and certain arbitrary limits shall be as nearly 

•») the coefficient of viscosity of air, g the acceleration of gravity, o the den¬ 
sity of the oil. and p the density of air, which involves a systematic error 
in as much as Stokes’ law for the radius of a sphere falling through a resist¬ 
ing medium is not quite valid for ultra-microscopic dimensions, and the 
electrostatic field strength from F =■■ V/d in which V is the electromotive 
force in statvolts, and d the distance in centimeters between the plates. 



Table II. 


MLf) (mg.flig,) --- 0.084. . .j 

| 0.085! 

0.0) 

1 0.09 

o.og 

0.098 
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i 

O.IIO 

Wi (kg.) =-- 2,2 . . . 


2.0 

2 .04 
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*.38 i 
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1.47 | 
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1.61 

1.44 


m -1 J j u 

E iv t —8.52 2.04 6.84— £ XV . 

i=l ‘I j w-1 


median, x M — 0 . 5 , and the several class-limits of the tabulated 
data, Xi , represent values of the probability integral, F (£,•) ; the 
corresponding arguments, + E, (= If x/c), enter into a sequence 
of equations, \x M — %,• |= c 1 + 2/3 7 c 1/, where c is the modulus, 
equal as possible (34,16). The decimal fractions between the 
and j, a measure of skewness. Subtraction of each equation 
from its successor yields a set of equations, x,- +1 — *, = c(^ +1 —£,) 
+ 2 / 3 / c (£; t1 2 — £< 2 ), or taking a class-limit as origin and the class- 
interval as unity, 1 — c (E ,- +1 — £,) + 2/3 j c — &*), and 

dividing through by (2,-n — &), =— 1 —---- c + 2/3 j c (£,- +1 + ?<), 

S* -l 1 - Si * 

to be solved for the values of the constants. 

The final set of equations, =— ~~ C~ =-- « + « i 1-1 + li) b, ob- 

SM 1 - hi 

tained by putting a — c and b = 2/3 7 c, is numerically of the 
simplest form expressing the relationships between the argu¬ 
ments derived from the data and the constants required for the 
curve. But to treat its left members as values of the dependent 
variable is to attribute error to the reciprocals of the differences 

Of the successive arguments, =—-—=- , and to deny it to their 

s*+ 1 —s* 

sums, Zi+i + Hence it would seem antecedently preferable to 
enter the values of the sums and the reciprocals of the differences 

in an equation of the form, (£, +1 -f- £,) cos * +- *—-—=- sin a — 

M+l- hi ' 

— p = 0, in order the distribute the error somewhat more equi¬ 
tably between them. 

The percentile distribution of the number of men paid at 
different wage rates in the principal industries in a selected year 
( 36 ) after these transformations and substitutions yields the 
respective sets of linear (34,16) and polar observation equations. 
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1.23 = a — 3-59 b — 3-59 cos a + 1.23 sin a = p 

.• and . 

2.99 = a + 2.47 6 2.47 cos a + 2.99 sin a = p 

represented by the network of observation lines (Fig. 3) and 
observation curves (Fig. 4), and soluble for the rectangular coor¬ 
dinates and polar parameters by any of the four graphic-analytic 
methods. 

For most lesser-deviations in the dependent variable and 
for most lesser-normal-deviations their solution requires the 
method of the modal point and depends on the proper selection 
of the respective modal points, M (a — 1.735, b = 0.345) (Fig. 3). 
and in the region of the mutual intersections of three curves 
M (a == no 0 , p = 1.6) (Fig. 4) which is equivalent to (a = 1.6 
sec a = 1.702, b — cot a == 0.364). 

For least deviations in the dependent variable the solution 
requires the method of median loci ( 16 ). The a-locus is a chain 
of linked areas, the 6-locus, a broken line ; the point of coincid¬ 
ence of the a-and 6-loci, the intersection, (1.774, 0.3426), of equa¬ 
tions, 2.36 — a - f- 1.71 b and 1.13 = a — 1.88 b, is the solution 
(Fig. 3). The increment ratio for the direction of departure from 
the intersection for the segment of the 6-locus on the line repres¬ 
enting the first equation is 


AD = L? 1 (° + 1) — 1J4.38 —4 .71) = . 

As \j 1.71 s -f (— i) s 

for the segment on the line representing the second equation, 

±£_ = Tl 1 - 88 ( 0 — 1) — 1 (4-38 — 4 -54) _ „ . 

As ^ 7 =^ 87 *“ ' 95 ' 

for the segments of the a-locus, 


= (—1.45—0.59 )/- 


2.04 and -^-=(2.14 + 3.oo)/i = 5.i4: 


hence the intersection, with the deviations sum, 


D,. x = (0.29—0.75) + 1.774 (o + 1) + 0.3426 (4.38—4.71) = 1.201, 
is the minimum point (Fig. 3) (1). 


(1) The linear equation. Ax -f By = 1, in what may be designated 
reciprocal-intercept form, since its intercepts are x = i/A and y = i/B, 
when set up as an observation equation by the substitution of observed 
values for its unknowns becomes Axi + Byi = 1 with the intercepts A = 
lfxi and B = i/y*. Solution of a set of observation equations based on 







io6 


For least normal deviations the solution requires the method 
of the median locus. The p-Jocus is a circuit of linked areas 
(Fig. 4). The linkage of the two smaller curvilinear quadri¬ 
laterals is the intersection of equations, 1.71 cos -a + 2.36 
sin a = p and — 1.88 cos a. -f 1.13 sin a == p, for which tan a — 

j 3 6^ TT3~ ~ — 2-9187 or a = 108 0 54' 45". The derivative 
at this angle is 
d D 

—- = 0.94602 (— 1.45 — 0.59) — 0.32412 (6.58 — 4.68) = — 2.55 

a & 

on arrival, and 

d D 

—— = 0.94602 (2.14 + 3.00) — 0.32412 (5.35 — 5-9 1 ) = 5-05 

a « 

on departure, changing from negative to positive, thus estab¬ 
lishing a minimum, with a deviations sum, 

D x , y = —0.32412 (0.59 -f 1.45) + 0.94602 (6.58 — 4.68) = 1.13 , 

which is the only minimum occurring at any point other than 
the origin (Fig. 4). The polar parameter point, (108 0 54' 45", 
1.6983), of the solution for least normal deviations is equivalent 


the linear equation in slope-intercept form by the method of median loci 
renders the sum of the deviations of the values of (yi — bxi) from theii 
median, which is equal to the sum of the deviations in the dependent vari¬ 
able, a minimum, and also renders the sum of the deviations of the values 


v « a ... 

of c - from their median, which is without intrinsic significance, a 

x i 


minimum ; solution of a set of observation equations based on the linear 
equation in reciprocal-intercept form by the method of median loci renders 

j __ ^ . j__* 

the sums of the deviations of the values of -* and of-— from 


y% 




their medians a minimum The solution by the method of median loci 
of the set of observation equations in reciprocal-intercept form involved 
in the present problem, 


1 = c ( 5 < +1 — 5 .) + 2/3 / c (li + ,* — 5 , a ), 


numerically 


0.886 a — 1.669 b ~ 1 


0.335 a + 0.826 = 1 , 

for equations of unitary and of different weights was begun but left inde¬ 
terminate by Edgeworth ( 18 ) and completed by Bowley ( 16 ) for equations 
of equal weight. 




Fig. 4 
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to the rectangular coordinates parameter point, (1.774, 0.3426), 
of the solution for least deviations in the dependent variable. 

For least greatest-deviation in the dependent variable or 
least greatest-normal-deviation the solution requires the method 
of the mid-point of the least range. The least range in the de¬ 
pend variable occurs in the region between the intersections of 
the two pairs of lines, 1.13 — a — 1.88 b and 1.57 --- a — 0.36 b, 
and 2.99 — a + 2.47 b and 1.23 — a — 3.59 b (Fig. 3). Taking 
the first equation of each pair, the increment ratio, A D/A b — 
— 1.88 — 2.47 — — 4.35 ; the second equation of the first pair 
with the first of the second, A D/A b ~ — 0.36 — 2.47 — — 2.83; 
and the second equation of each pair, A D/A b = — 0.36 -f- 3,59 
= 3.23. The least range, which occurs between the intersection 
of the second pair, (2.2727, 0.2904), and the opposite point on 
the second equation of the first pair, (1.6745, 0.2904), is 0.5982 ; 
the least half-range, 0.2991 ; and the mid-point of the least range, 
( 1 - 9736 , 0.2904) (Fig. 3). 

The least normal range occurs in the region between the 
intersections of — 1.88 cos a -f 1.13 sin a — p and — 0.36 cos a 
-f- 1.57 sin a — p at 106 0 8' 42" and of 2.47 cos a + 2.99 sin a 
= p and — 3.59 cos a -f 1.23 sin a + p at 106" 11' 41" (Fig. 4). 
Taking the first equation of each pair at the angle of the inter¬ 
section of the first pair, the derivative, 

= - 0.96056 (—1.88 — 2.47) — 0.27807 (2.99 — 1.13) -- — 4.70’ 

d OL 

the second equation of the first pair with the first of the second 
at the same angle, 

-y 0.96056 (—0.36 — 2.47) — 0.27807 (2.99 — 1.57) # -- 3.11; 
d a 

and at the angle of the intersection of the second pair, 

= 0.96032 (— 0.36—2.47)—0.27890 (2.99—1.57) —3.12; 

and the second equation of each pair at this angle, 

- = 0.96302 (— 0.36 + 3.59) — 0.27890 (1.23 — 1.57) = 3.20. 

d ot 

The least range, which occurs between the intersection of the 
second pair, (106 0 11' 41", 2.187), and the opposite point on the 
second equation of the first pair, (106 0 n' 41", 1.609), is 0.578 ; 
the least half-range, 0.289 ; and the mid-point of the least range, 



the polar parameter point, (io6° n' 41", 1.898), equivalent to 
the rectangular coordinates parameter point, (1.9736, 0.2904). 

4. The personal equation of an astronomical observer measur¬ 
ing the vertical diameter of Venus with a specific instrument, y, 
consists of a constant correction, a, and a relative correction, 6, 
which varies linearly with the actual diameter, x ( 36 ). Each 

. measurement gives an observation equation for the difference, 
y,-, between an observed diameter and the corresponding diameter 
according to the Nautical Almanac, of the form, y< = a -j- b Xi. 
In the solution of a set of 97 such equations for an individual 
member of the staff of the Greenwich Observatory ( 37 ) by the 
method of median loci (14) the. otherwise divergent a- and 6-loci 
intersect at (1.372, 0.0256), coincide throughout the segment 
from (1.243, 0.0297) to (1.218, 0.0302), and come into close jux¬ 
taposition in the region of (1.109, 0.0350) and (1.106, 0.0351). 
But the increment ratios for the relevant segments of the two 
loci locate the parameter point, (1.243, 0.0297), as the solution 
for least deviations (Fig. 5). Intersection or coincidence of the 
median loci merely represent points or tracts of equal deviation 
sums from the several loci. The increment ratio designates the 
singular point of the final solution. 

5. A geometric criterion has been proposed for locating the 
singular point of the final solution when the median loci coincide 
through two or more segments : 

« Let [a] segment of [a] line... be a locus of double medians : 
meaning that [it] will be an [a]-median ; and will also be a [63- 
median. Let [a segment of a second] line [which intersects that 
of the first] be likewise a locus of double medians. And let there 
be no other double median points or loci. The required point 
then must be on either [the one line segment] or [the other]; and 
it will be on both, at their intersection... For if it were at any 
other point on either of the segments, the sum of the weighted 
residuals would be greater by the weighted perpendicular let fall 
from that point on the other line. Now let [a segment of a third 
line intersecting one of the segments of the first two lines] also 
be a locus of double medians. By parity the required point 
must be either [one] or [the other of the two intersections of the 
three line segments]. It will be the intersection of those two 
lines for which the weighted perpendicular let fall from the inter¬ 
section on the third line is the less ». (18). 
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This criterion may be put to its crucial test by applying it 
to the eight equations, formed by the summation of two groups 
of the observation equations of the preceding example for each 
of four different observers (36), employed in its original demon¬ 
stration. The a-and 6-loci coincide throughout the broken line, 
(2.203, — 0.0463) (1.665, — 0.0042) (0.2221, 0.0406) (— 0.0953, 
0.0656) ; the analytic criterion designates (0.2221, 0.0406) the 
solution (Fig. 6). The weighted perpendicular, or deviation in 
the dependent variable, from the point, (1.665, — 0.0042), to the 
line, 43.91 = 59 a + 758.6 b, or 


oy.-x,- 


)/'s? + S 7 *& 59 (1-665 )+ 7 58.6 (—0.0042)—43.91 

V / 59 2 + 57*8-6* 


= 5i-2, 


OOII44 


aio 

Cd 98 J 



.001141 



nevertheless is smaller than that from (0.2221, 0.0406) to 112.79 
= 70 a + 891.1 b, or 

8 y ..,.= | 70 (0.2221) + 891.1 (0.0406) — 112.79 I = 61.1. 

The geometric criterion, deduced with reference exclusively to the 
lines immediately involved in the coincident median loci, will 
function in any particular case only by sufferance of the remain- 
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ing lines which must De grossly symmetrical in distribution rela¬ 
tive to the loci. Obviously in the present example the outlying 
lines, 46.27 = 25 a + 742.5 b and 14.21 = 5 a + 177.4 b, since 
they are both on the same side of the median loci, are able by 
virtue of the disproportionate steepness of their slopes to counter¬ 
act and reverse the local influence of the relationships of the 
segments of the median loci. The proposed geometric criterion 
is therefore a generalization of limited and uncertain applicability. 

6. Fifteen observations of the ratio of the length of a seconds 
pendulum to that of the standard seconds pendulum, r, and the 
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Fig. 8 

square of the sine of the latitude, O, used in a classical calculation 
of the ellipticity of the earth ( 38 ), substituted in observation 
equations treating the ratio as the dependent variable ( 18 ), the 
sine squared latitude and the ratio as conjoint variables, and 
the sine squared latitude as the dependent variable, solved by the 
method of median loci (Figs. 7,9), or the method of the median 
locus (Fig. 8), when, since geometric construction is impracticable 
because the range of values of r is too narrow relative to that of 
sin* O to permit the requisite representation on the same scale, the 



p-locus is plotted by substitution of successive trial values of a, 
yield corresponding equations, as 

r — a,+ sin 3 O a* 

sin 3 O cos a + r sin a — p 8 ini><» , r — 0 , 

sin 3 <l> = a B i n a<i> ., + r b ain t » • r, 

and 

r — 0.99681 + 0.0055074 sin 3 0 , 

— 0.0055073 sin 3 <I> + 0.99998 r — 0.99673 = o , 
sin 3 d> = — 180.843 + 181.423 r , 
the first two of which are equivalent (1). 

-000 a/ 000 j s oo<e/o 

tOOOsr) ■ /OOQJSI ; (OOM&) 

.#£0337 .#30344 


Fig. 9 

7. The interrelationship of the supply and the price of a 
farm crop was investigated through the employment as data of 

(x) The solution for the Boscovich-Laplace method as corrected 
by Bowditch ( 88 ), r = 0.996838 + 0.005472 sin* <t, is the intersection of 
the mean observation line, 0.99923 = a + 0.43710 b with the particular 
observation line, 1.00148 = a + 0.84829 b ; the inverse solution, sin* €> = 
— 182.13329 + 182.75m r, the intersection of the mean line;, 0.43710 = 
a + 0.99923 b, with the particular line, 0.84829 = a -f 1.00148 b: the 
inverse solutions are in this case equivalent equations with reciprocal 
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the percentile deviation of its yearly production from the preced¬ 
ing-five-year average and that of its purchasing power represented 
by its farm price multiplied by the ratio of its farm price index 
to a corresponding general wholesale commodity price index (i). 
The power equation was selected to conciliate economic generali¬ 
ties with an analytic function for the concomitant variation of 
the resulting indices of the production of the crop and the pur¬ 
chasing power of its farm price ( 39 ). 

The sensible solution for most lesser-normal-logarithmic- 
deviations by the method of the modal point is (32 0 15’, 2.7970) 
(Fig. io. Table III). 

The solution for least normal deviations by the method of 
the median locus is distinct from and intermediate to the solu¬ 
tions for least deviations in either dependent variable by the method 
of median loci (Fig. 10, Table III) (2). 


slopes and identical intercepts of which that for the axis of the respective 
dependent variable is explicit. 

The solution of I^aplace (38), for the least greatest-deviation, 0.00018, 
r = 0.99687 -f 0.0055399 sin 2 O, is the midpoint of the interval between 
the intersection of the lines, 0.99669 == a and 1.00137 = « + 0.84478 b , 
and the line, 0.99877 = a -f 0.31x42 b. 

(1) That the mathematical validity and economic significance of such 
indices have been vigorously impugned (B. Jones, Horses and Apples , 
A Study of Index Numbers , New York, 1934) does not impair the abstract 
interest of the present problem as a numerical example. 

(2) The solution for the least y £ deviations sum given by the inter¬ 
section of the observation curves, 

2.0828 cos a -f 1.9294 sin a — p and 1.9542 cos a f 2.0899 sin a — p 
(Fig. 10), where 


and 


d« 
bD 
b a 


I - 5993 °* ( 3 * s - 5 I 7 l ” 3 #o‘M 7 ) ■= — 0.1988 , 
= x -5993° 2 (38-6457 — 38.5947) = 0.1306 , 


D = 1.2481 ( 38.5947 — 38 . 5 x 7 i) + (38.8822 — 37.^771) = 1.70x9 , 


is equivalent to the intersection of the observation lines, 1.9294 = a + 
2.0828 b and 2.0899 ~ a -f 1.9542 b , where 


A D 
As 
A D 
A $ 


~ (38.5171 ~ 38 . 5947 ) 
Vi» + 2.0828* 
<38.6457 — 38-5947) 
Vi* + 1.9542* 


— 0.0336 


= 00233 
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Notwithstanding that a representation of an interrelation¬ 
ship was the desideratum in the original inquiry, purchasing power 
was treated as the dependent variable in the equation computed 
by the method of least squares (Table III) ( 39 ). In order to 
render it indicative of the effect of supply on price this equation 
was subjected to an adjustment consisting of the application of 
the transformation, y' = yjr, where r is the ratio of the value of 
the base of the independent variable index to the corresponding 
value of the dependent variable index, which, however, leaves 
the exponent, the essential measure of the relationship, unchanged 
(Table III) ( 39 ). The more directly significant solution would 
have been that for least squared normal deviations (Table III). 
The equation by least squares with supply treated as the depend¬ 
ent variable completes the set (Table III). 

The solution for the least greatest-normal-deviation by the 
method of the midpoint of the least range is located between 
2.1673 cos a + 1.9685 sin a = p and the intersection of 2.0492 
cos « + 1.9138 sin a = p and 1.8751 cos a + 2.1303 sin a = p 
(Fig. 10, Tables III). 

The angles of the normals to the equations for ^-deviations, 
normal deviations, and y-deviations derived by any of the type 
methods, and to corresponding forms of equation solved for most 
lesser-deviations, least deviations (1), least squares, and least grea- 

and 

D = 4.52886 (19 — 19) — 1.24806 (38.6457 — 38 5947) 4 - 
-4- (38.8822 — 37.1166) = 1.7019 ; 

the solution for the least ^-deviations sum given by the observation curves, 
2.0792 cos a -f- 1.9138 sin a = p and 1.9731 cos a 4- 2.0899 sin a — p 
(Fig. 10), where 

■ = 1.16749 2 (38.0063 — 38.1686) - — 0.221 , 
d a 

4^- = 1.16749* (38.0063—37.9925) =0.0188, 

0 a 

and 

D = (39.1996 — 37.9158) -f 0.60250 (39.0063 — 38.1686) = 1.1860, 
is equivalent to that given by the intersection of the observation lines, 
2.0792 == a 4 1.9138 b and 1.9731 = a 4 2.0899 b. 

(1) The theorem that the geometric median, or the antilogarithm 
of the median of the sequence of the logatithms of the values, is identical 
with the median of the values themselves, applies only to the simple me¬ 
dian ( 1 ). and not to the weighted median. Since the logarithmic weights 
increase geometrically, and the numerical weights arithmetically, the 
weighted median and the weighted geometric median will not necessarily oc- 



test-deviation, are successively greater, because increasingly 
influenced by the disparity of the dispersions of the observed 
values of the two variables (Table III, Fig. io). 

8 . Seven observations of the length of a degree of the mer¬ 
idian and the square of the sine of the latitude, substituted in 



Fig. u 

observation equations treating the length of a degree as the de¬ 
pendent variable, weighted by the lengths of the measured arcs, 
used in a classical calculation of. the ellipticity of the earth ( 38 ), 
may be solved by the method of median loci (Fig. n). The a- 

cupy corresponding positions in the numerical and logarithmic sequences 
and have equivalent values. The solution for least numerical deviations, de¬ 
termined by Rhodes by his analytic method of median loci, generalized 
to render the deviations sum, S | zi — / (**, y,, • • , m» . tq) | , a minimum 
for any function of the independent variables, and applied concretely to 
the power function, y = Bx a , by the use of a specially derived system of 
approximate weighting in the location of the medians of the parameters (17), 
is therefore slightly different from the solution of least logarithmic devia¬ 
tions (Table III : Fig. io). 
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and 6-loci coincide with the locus of a single equation through 
several segments where this equation so outweights the other 
equations that its locus constitutes a double median locus. The 
analytic criterion nevertheless designates the intersection of this 
double median locus with the locus of one of the other equations 
as the solution. 

Following the pattern of Laplace’s analytic solution for 
Boscovich’s method ( 11 ), Edgeworth solved this problem by 
eliminating a between the equation of the double median locus 
and each of the other equations and determining the weighted 
median of b (Table IV) ( 18 ) (i). This procedure, generalized to 
apply to any selected observation equation, rather than restricted 
to an observation equation known to represent a median locus, 
and to any number of parameters, rather than restricted to two 
parameters, constitutes Rhodes’ analytic method of median 
loci ( 17 ). 


Table IV. 


b = wjyi—w, v m 

W,X l — ;;' i X w 

I I 1 I , \ 

w x Xi — Wi x m = 0.29773 . j 1.80113} 0.13344J 0.19064! 0.33.S41, 0.0<J025 


382.81 6 


! 

22 <) .224 ,'318.422 


482.928 I530.59 ) 1906.()1 6 


These observations, substituted in weighted observation 
equations treating the length of a degree and the sine squared 
latitude as conjoint variables, may be solved by the method of 
the median locus (Fig. 12). The weighted median locus of the 
observation curves is plotted by the method of substitution. 
The final solution is determined by means of the analytic criter- 


(1) Through an inadvertant sinistroluxation of the decimal point 
in the second member of the sequence of weights Edgeworth however ob¬ 
tained an aberrant result. The solution for Boscovich’s conditions, 
a — 25538.85 -f 246.93 sin* <J>, is in Laplace's method the intersection of 
the weighted mean line, 25646.80 = a + 0.43717 6, with the weighted 
particular line, 88448.69 = 3.4633 a, or the equivalent unweighted line, 
25538.85 -- a (88). The solution for the least greatest-deviation, a ~ 
25525.10 -f 308.202 sin* O, is the mid-point between the intersection of the 
unweighted lines, 25666.65 — a -f 0.30156 b and 25832.25 = a 4- 0.83887 b , 
and the unweighted line. 25599.60 ~ a 4- 0.399466 (Fig. 11) ( 88 ). 
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ion for weighted polar observation equations. The values of 
the derivative at the crucial angle are 

= 0.003x3 (1.77507 — 3 09763) — 0.99999 (234851.03 — 

— 103697.44) + (25658.28. —0.99999 —0.52093.0.00313) (4-0469 — 

— 9 - 1583 ) = — 3-9 
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Fig. 12 

and 

= 0.00313 (0.65651 — 4.21619) — 0.99999 (296475-53 — 

S a 

— 42072.94) + (25658.23. —0.99999 —0.52093 0.00313) (1.6435 — 

— 11.5617) — 82.2 , 

and that of the minimum weighted absolute normal deviations 
sum is 

D w(x , y) = — 0.99999 (3 09763 — 1.77507) + 0.00313 (234851.03 — 
— 103697.44) + 79.8256 (4-0469 — 91583) = 1 - 36 . 
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9. An index of the cyclical fluctuation in the employment 
of a division of labor in the coal-mining industry in the form of 
the quarterly excess or deficiency in five-thousand man-shifts 
worked on the surface from the average for the period ( 40 ) was 
employed by Rhodes ( 17 ) in his demonstration of the fitting of 
the parabola, y — 32.83 — 2.07 x — 1.76 x 3 , with the minimum 
deviations sum, D y = 260.4, and the least mean deviation, D y \n 
= 15.32, by the analytic method of median loci. The solution 
may be confirmed by the application of the special analytic cri¬ 
terion to the intersection of its three median observation planes. 
With the direction cosines of each of the lines of intersection of 
the three median planes taken two at a time directed in the sense 
of departure from the point of intersection as parameter incre¬ 
ments, the increment ratio is computed from the sums of the 
antecedent and succeeding coefficients of either member of each 
pair of intersecting planes for each of the three direction lines 
(Fig. 13). Since all three increment ratios are positive, the de¬ 
viations sum increases in all directions of departure from the 
intersection, and the intersection is established as the minimum 
point. The deviations sum is computed for the intersection from 
the sums of the antecedent and succeeding coefficients of any 
of the three planes (1). 

10. Power formulae to estimate the normal basal metabolism 
were promulgated ( 41 ) on the basis of previously published data 
( 42 ) in a form equivalent to C — 280.51 W 0, r > A~ 0 ' 1333 for females, 
and to C = 3U-55 W 0,b A ~ n ‘ ,33S for males, in which C — calories 
per day, W — body weight in kilograms, and A — age in years. 
The mode of derivation of the exponents was withheld. But the 
formulae were advanced with the claim of giving lesser mean 
percentile deviations for each sex than earlier multiple regression 
formulae. Upon both physiological and mathematical grounds 
the peculiar pattern and singular identity of the exponents in 
these formulae for the sexual differences in the relationship of 
basal metabolism to body size and age elicit immediate doubt as 
to their correctness. Established clinical usage and a statistical 
inquiry, though it utilized the standard deviation rather than the 
mean deviation of the errors of prediction, into their performance 

(1) The corresponding parabola by the method of least squares is 

23.86 — 2.39 x — 0.99 x 2 with a standard error of 22.54. 
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( 43 ), have shown the formulae to b e empirically approximate or 
not grossly aberrant in comparison with alternative methods for 
estimating the normal basal metabolism/ The question as to 
the determination of the proper constants in power formulae 
based on the data to effect a minimum percentile deviation has 
nevertheless remained open. 

On substitution of logarithms for their numerical values, 
the data yield for females and for males respectively series of 
103 and of 109 observation equations of the form, log C ~ a +- 6 
log W + c log Ay as 

3-2457 = a + 1.97136 -f 1.6435 c 32617 = a + 1.9335 b + 1.3802c, 

.and. 

3.0488 = # + 1.66846 f 1.7924c 3.1504^=# + 1.78036 +1.7853c. 

The graphic method of median loci is obviously not feasible 
in the treatment of observation planes. The analytic method, 
though applicable, is not promising, when the independent vari¬ 
ables are several distinct variables, and not, as in Rhodes 
example, different functions of a single variable, since the possibil¬ 
ity of the selection of the appropriate trial observation equations 
by examination of the plotted observation points is excluded. 
While the graphic method is impracticable, and efficient prose¬ 
cution of the analytic method is prevented by the virtual impasse 
in the selection of the appropriate trial observation equations, 
the previously advanced formulae afford first approximations 
which can serve as initial trial values of the required parameters. 

The procedure for effecting the transition from these trial 
values of the parameters to the values of the parameters in the 
final solution for least deviations may be based upon two con¬ 
siderations. The deviation in the dependent variable given by 
the observation equation, Zi = a (- 6 x, + c y # -, is equal to the 
difference between the value of its first parameter, and 

an assumed value of the first parameter, a, at the assumed values 
of the succeeding parameters, 6, c, or to («(*,.*,.,**) — a)b,c, and for 
a set of such observation equations the deviations sum will be 
least when the assumed value of the first parameter is identical 

n 

with its median value, a m , and will then be equal to 2 |, i>yi) 

— Om\t>,c Given an observation equation, zt — a + b Xi + c y,-, 
if any arbitrary set of values of the succeeding parameters, b, c, 
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is assigned, the value of its first parameter is determined as a, 
— Zi — b Xi — c yi, and the least deviations sum of a set of such 

observation equations with the assigned, values of the succeed- 
» » 

ing parameters, 2 I z%—a — bx { — cyi |, is equal to 2 | cti-Om\b, c - 

i-l i= 1 

For the set of observation equations, Zi = a -f b Xi + c y*, the 

n 

least deviations sum, 2 | z, — (a + b Xi + c y.) ; , with a given set 

t = 1 

of values of the succeeding parameters, b , c, is therefore equal 

to the sum of the deviations of its values of the first parameter, 

« 

from their median value, a m , or 2 | a,— am\b.c- The least 

i=i 

deviations sum for a set of selected trial values of b and c may 
accordingly be computed if the number of observation equations 

n m—1 

is odd as 2 a; — 2 a,. By this device the least devia- 

,c) i=m tl 1 

tions sum for a given set of, observation equations with any as¬ 
signed set of parameter values may be determined. A second 
approximation to the required values of the parameters may be 
arrived at by interpolation between sets of trial values and extra¬ 
polation beyond their smallest deviations sum. The graph of 
the variation of the deviations sum as the value of the simple or 
the weighted median is departed from approximates to the gen¬ 
eral shape of a skew parabola. Similarly the graph of the var¬ 
iation of the deviations sum as the parameter point on the inter¬ 
secting or coincident median loci giving the minimum deviations 
sum is departed from assumes the form of a parabola or a para¬ 
boloid. Parabolic formulae will accordingly serve to interpolate 
between successive selected values of the parameters and to 
extrapolate below their deviations sums in the determination of 
second approximations to the required values of the parameters. 
The transition from these second approximations to the values 
of the final solution is effected by application of the method of 
median loci and its analytic criterion. 

Thus, by putting c— 0, and taking serial values ol b, by 
putting 6 — 0, and taking serial values of c, and by taking sets 
made up of serial values of 6 and c, series of values of a are com¬ 
puted, their medians located, and their minimum deviation sums 
and mean deviations determined for the given sets of observa¬ 
tion equations for females (Fig. 14) and for males (Fig. 15). Then, 
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may be compared with the corresponding least squares formulae 
derived in the course of the classical procedure of correlation anal¬ 
ysis (Table V). 

The solution for least normal percentile deviations was de¬ 
termined by applying trial values of the direction cosines to the 
set of polar observation equations, log C cos a + log A cos (J + 
log W cos y = p, for females, tracing a region of the median lo¬ 
cus, and studying the values of the partial derivatives and the 
deviation sums at its intersections (Fig. 16 ; Table VI) (i) and 
may be compared with the corresponding least squares formula 
derived by the analytic method (Table V). 


Discussion. 

The combination of observations in two or more variables 
involves a decision between the determination of a dependent 
variable as an explicit function of one or more independent var¬ 
iables, as z = / (x, y, . . , «, v) and of the several variables as im¬ 
plicit functions of each other, f (x, y, . . , u, v) — 0 . The alter¬ 
native of the determination of one variable as an explicit function 
of other variables or of a mutually implicit function of several 
variables is not indicated by the data themselves but is dependent 
upon the purpose the data are to serve. And the purpose the 
data are to serve depends upon the use to which the function 
derived from them is to be put. 

An explicit function derived from the present sets of complete 
data consisting of values of both the dependent and the indepen¬ 
dent variables in effecting their adjustment provides an instrumen¬ 
tality for the completion of partial sets of the present data and 


(i) A more direct approach to the solution might have been to deter¬ 
mine the normal deviations sums for sets of trial values of the direction 
cosines, approximate to their required values by interpolation, and apply 
the analytic criterion to the indicated intersection. 

The figure representing the median locus does not attempt to delineate 
the actual intersections of the observation curves but only the tangent 
lines to the curves of intersection of the three surfaces taken two at a time 
at the point of common intersection the direction cosines of which are cal¬ 
culated from the observation equations transformed from polar to rectan¬ 
gular coordinates. 
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butes to the deviation of the data relative to the function derived (i). 
Only one implicit function is determinable for the sets of data 
since all the variables are accorded a like status. 

The combination of observations in one variable by the determi¬ 
nation of the mode, the median, the mean, or the midpoint of the 
range, or of observations in two or more variables by the determina¬ 
tion of an explicit or implicit function by the method of the modal 
point, median loci (2), mean loci, or the mid-point of the least range, 
renders a minimum the sums of the absolute deviations raised to the 
zero, the first, the second, or the infinite power, characterized 
as most lesser-deviations, least deviations, least squares (3), and 


(1) An implicit function in m variables the values of m — i of which 
were exactly known, or to be regarded as approximately so as a matter of 
expediency, while the values of the remaining variable were liable to error, 
would be equivalent to an explicit function of the variables the values of 
which were exactly known. 

(2) The analytic solution devised by Laplace ( 11 , 88 ) for Boscoyich’s 
conditions ( 10 ), that the sum of the positive corrections be equal to the 
sum of the negative corrections on the assumption of the same degree of 
probability of errors in defect and of errors in excess, and that the sum of 
all the corrections, positive as well as negative, be the least possible in order 
to reconciliate the observations as much as may be, is a method of mean 
and median loci. But the power-mean, x 9 which has the least total /><*- 

n 

power absolute deviations sum, 2 \x *— x \P — wiw., has equal bilateral 

i =1 

k n 

p — iM.power deviations sums, 2 (x ~ xfiP — 1 == 2 (x % —~ x)P — 1 (i). 

i =1 *+l 

The arithmetic mean is the second-order power-mean which has equal 
bilateral first-power absolute deviations sums or a zero first-power al¬ 
gebraic deviations sum, while the median is the first-order power-mean 
giving the minimum absolute deviations sum but has equal bilaterial 
zero-power deviations sums (i), so that the two conditions are inconsistent. 
The method of mean and median loci, which has been characterized as a 
hybrid between the method of least squares and the method of situation ( 18 ), 
employed as a preliminary step in Rhodes’ analytic method of median 
loci ( 17 ), wouldin the case of two variables or parameters be likely to lead 
directly to one of the final median observation equations, as instanced in 
the footnotes to numerical examples numbers 6 and 8, or at least to a near¬ 
final-median observation equation. 

(3) The method of moments developed by Pearson (44) which equates 
the area and moments given by the function to the area and moments cal¬ 
culated from the data is equivalent to the method of least squares in the 
dependent variable for parabolas of any order with the distinction that it 
renders least Squared deviations of all the points of some curve with the 
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the least greatest-deviation (i). Each method for the combination 
of observations involves a commitment to a determinate distri¬ 
bution of the relative frequencies of deviations of different ma¬ 
gnitudes, because each method determines the best value of the 
average or of the function for a certain particular distribution of 
the relative frequencies of deviations of different magnitudes 
alone, and that distribution of the relative frequencies of devia¬ 
tions of different magnitudes requires the application of the 


moment system determined by the observation points from the function 
instead of the least squared deviations of the observation points alone from 
the function. The fitting criterion based on the postulated equivalence 
of the moments of the data to the corresponding moments of the fitted 
valeus has also been shown by M. Sasuly (Trend Analysis of Statistics , 
Theory and Technique , Washington, 1934, M* 203-212, 220-229, 239-241) 
to correspond to the fitting criterion based on least squares for the n th degree 
polynomial if its parameters are determined by postulating the equivalence 
of the first n -f 1 moments. 

(1) Corresponding to the non-limiting members of the succession of 
methods of least power-sums of the deviations for all the data are methods 
of least power-sums of the deviations of somewhat arbitrary parts of the 
data. Such is Mayer’s method (45), the earliest systematic procedure for 
the combination of observation equations more numerous than the para¬ 
meters, of simultaneous solution of a set of m composite equations, £ (z± — 
a -f h + y t c + . . . + V{ m), in which the summations extend over the 
parts of the sequence of observation equations arranged in the ascending 
order of the values of one of the variables, delimited by the indices which 

are the integers nearest the values of 1 and - , —— }- 1 and 2 -- , -f- 

m m m m 


1 and 3 


(m — 2) n 


(m — 1 ) n (m — t ) ;/ 


r and w. 


preferably in the order of the independent variable, or, in the case of more 
than two variables, since it is advantageous that the observation equations 
be so grouped that the contrasts between their several sums should be as 
great as possible, of that independent variable the variation of which has 
the most marked effect on the dependent variable, though a preliminary 
solution with the equations arranged in the order of the values of the depen¬ 
dent variable might be required to indicate the relative effects of the several 
independent variables on the dependent variable. Since the procedure 
is equivalent to passing a line or plane through m points each of which is 
the mean of n/m observation points, it may be designated the method of 
mean observation points, or, since it applies the arithmetic mean to each 
part of the data, the method of least squared deviations sums or of zero 
deviations sums. In as much as the mean observation points are the re¬ 
sult of applying the arithmetic mean equally to each variable in each part 
of the data, the line or plane passing through them will more appropriately 
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method for the determination of the best value of the average or 
of the function. 

The relative frequency distributions.of the presumptive de¬ 
viations ( 48 ) or the presumptive relative frequency distributions 
of the deviations are founded on hypotheses concerning the occur¬ 
rence of deviations of different magnitudes. Different presump¬ 
tive relative frequency distributions follow from different assump¬ 
tions concerning the occurrence of deviations of different magni¬ 
tudes. The different methods for the combination of observations 

indicate the relationships between the several variables than it will desi¬ 
gnate the estimate of one variables to be derived from the values of the 
others. On this basis Koller (loc. cit.) has cited the line connecting the 
two mean observation points as a good approximation to the representa¬ 
tion of the fundamental relationship between the variables and derived 
the standard error of its direction coefficient. 

A variant of this method of mean observation points or of zero de¬ 
viations sums occurs in Dufton’s method ( 46 ) of dividing the plotted obser¬ 
vation points into two groups at the median of the independent variable and 
drawing a line to pass through the median of the independent variable with 
respect to the line in each group, which may be designated the method of 
median observation points or of least deviations sums. 

Other methods quite apart from the succession of methods of the 
least power-sums of the absolute deviations which tend to render the devia-. 
tions a minimum without doing so in an algebraically determinate manner 
are Cauchy’s method ( 47 ) of representing the dependent variable as a func¬ 
tion of a convergent series of independent variables by the application of 
the theorem, that the fraction formed by the sum of all the numerators 
divided by the sum of all the denominators of a sequence of unequal frac¬ 
tions the denominators of which are all of the same sign is intermediate in 
magnitude between the greatest and the least of them, successively to the 
values of the dependent variable and the coefficients of the first parameter 
in the observation equations to determine the first parameter which is stet 
mean of the values of the dependent variable, to the corrections required on 
substitution of the first parameter for the values of the dependent variable 
and the deviations of the values of the first independent variable from 
their mean to determine the value of the second parameter, and to the 
corrections required after the substitution of all the preceding parameters 
and the deviations of the values of each succeeding independent variable 
from their mean to determine each succeeding parameter, and Goedseels* 
most approximative method ( 28 , 80 ) by which, when known values of the 
extreme positive and negative deviations are substituted iQ the deviations 
inequalities, the limits of the smallest interval which contains the value of 
each parameter is determined by the successive elimination of all the other 
parameters, the mid-point of which interval is the most approximative 
value of the parameter and the semi-interval its degree of approximation. 
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also follow from these different assumptions. The variation of 
the relative frequency of the deviations with their magnitude 
describes a deviations distribution represented analytically by a 
deviations function. The presumptive deviations functions may 
be derived from the assumptions and the methods for the combi¬ 
nation of observations deduced from the functions, or the methods 
based on the assumptions and the functions deduced from the 
methods (i). 


(x) To determine what average should be taken for three observations 
of the same phenomenon, Laplace (50) postulated that an error in excess is as 
probable as an error in defect, that the probability of an infinite error is 
null, and that the total probability of all the errors is unity, referred to a 
theorem on the probability of the causes of events, and arrived at the re- 

fYl — m | x. — x I 

fleeted negative exponential function, <X> (#; — x) ~ —e x , 


as representing the probability of an error as a function of the error, from 
which almost a century later Glaisher (51) in turn deduced as a direct result 
the self-styled remarkable conclusion, that, since the condition that the 
exponential probability function, 


.n © ( Xi - x) = 


- m ( j x x —- x | + | *2 — X 1 + . . .) 


be a maximum is that the linear error function, 


y = | x x — X | + X, ~ AT | + . . . , 

be a minimum, the definitions of the hitherto undefined simple median 
define the most probable value. Taking 

n n 

log II <b (Xi — r) ==• n (log m — log 2) — m 2 | Xi — x \ , equation of the 
i -1 


partial derivative with respect to x to zero, —— II <D (x t — x) -- 0, produc- 

0 x 

es the definition of the simple median for its most probable value, and 
equation of the partial derivative with respect to m to zero, 

_ d n O (xi — x) — —-2 | Xi — #|=0, so that m = V l ——- - , 

dm m 2 I X{ — x | 

the reciprocal of the mean absolute deviation (52). Very recently this 
median error-function has been derived anew from theorems on the proba¬ 
bility of events upon the explicit basis of the first assumption alone (58). 
Conversely the error function can be deduced from the definition of the 
median and its minimum deviations sum property on the assumption that 
it is the most probable value (49, 54). 

Similarly postulate sets can be posited as a basis for the normal error 
function from which the arithmetic mean can be deduced as them ost prob¬ 
able value (52), or the normal error function can be deduced from the ass¬ 
umption that the mean is the most probable value ( 21 ), but a more critical 
selection of assumptions and postulates and mathematical deduction 
pursues an intermediary course (55). 



The best value of a variable or of a function of one or more 
variables is indeterminate without a deviations distribution (49). 
For each deviations distribution a certain function of the data 
constitutes their best value. In order that each method for the 
combination of observations determine their best value the data 
must conform to a certain deviations distribution. These devia¬ 
tions distributions may be represented by deviations functions. 
The methods for the combination of observations represent com¬ 
bining functions. The deviations function determines the com¬ 
bining function, and the combining function determines the de¬ 
viations function. Probability may be defined as the relative 
frequency in a presumptive deviations distribution (48). The 
best value for a specific deviations distribution is then the most 
probable value for that deviations distribution. 

The several methods for the combination of observations and 
their associated deviations distributions depend upon certain sets 
of corresponding assumptions regarding the frequencies of the 
occurrence of deviations of related magnitudes. The positing of 
such a cardinal assumption as that lesser deviations are of greater 
frequency, that positive and negative deviations are of equal fre¬ 
quency, that equal positive and negative deviations are of equal 
frequency, or that the greatest deviation is of finite frequency, 
together with the necessary supporting postulates is the founda¬ 
tion of a method for the combination of observations and of a 
deviations function. The methods for the combination of obser¬ 
vations conforming to such sets of assumptions are respectively 
the methods of most lesser-deviations, of least deviations, of 
least squares, and of the least greatest-deviation, or the methods 
of the mode and the modal point, of the median, median loci, 
and the median locus, of the mean, mean loci, and the mean locus, 
and of the mid-point of the range or of the least range. The 
deviations distributions accordant with the same sets of assump¬ 
tions are a sharp peak which would reach its limiting form in the 
single isolated concentrated frequency (56), the reflected negative 
exponential curve (56), the normal probability curve, and a lim¬ 
ited-range curve which would reach its limiting form in the 
rectangle (56). 

The method for the combination of observations to be applied 
in the determination of an average or of an explicit or implicit 
function should be implicit in the data and indicated by the data. 



The method for the combination of observations assumes a cer¬ 
tain distribution of deviations of different magnitudes and the 
distribution of deviations of different magnitudes indicates the 
appropriate method for the combination of observations. The 
crucial question is to match the actual deviations distribution (48) 
most closely with a presumptive deviations distribution (i). In 


(I) The form of the presumptive deviations distributions ranges 
from the single isolated frequency through the reflected exponential curve 
and the normal probability curve to the rectangle. Actual deviations 
distributions may be classified according to their positions in relation to 
these presumptive deviations distribution. The method for the combina¬ 
tion of observations appropriate to any data is the method corresponding 
to the presumptive deviations distribution to which is actual deviations 
distribution most closely conforms. 

The relative values of the root mean squared deviation, the mean 
deviation, and the median deviation are determinate for . each deviations 

i _!£! 

function : foi the median deviations-function, <X> (x) d x =- e *1 dx, 

2 1 ) 


the ratios are 7): a : r = i : 1.4141 : 0.6032 or a : : r 

and for the mean deviations-f unction, O (x) d x — — 

a 


=■ 1 : 


1TZ 


0.7072 : 0.4902, 

_ X* 

e 20* dx, the 


ratios are a: 7) : r = 1 : 0.7979: 0.6745 or v): a : r = 1 : 1.2533 : 0.8453 (53). 
The ratios for the actual deviations distribution may be compared with the 
ratios for these presumptive distributions as a test for the position of the 
actual deviations distribution in relation to these presumptive devia¬ 
tions distributions. 

But the effectiveness of the comparison is somewhat impaired by the 
fact that for each set of data the standard deviation, mean deviation, and 
median deviation will differ according to the method for the combination 
of observations employed since in actual deviations distributions in con¬ 
tradistinction to presumptive distributions the mode, the median, the mean, 
and the mid-point of the interquartile range are not likely to coincide and 
the successive methods for the combination of observations are based upon 
these averages. Thus in numerical example number 9 where antecedent 
economic considerations and subsequent considerations of goodness of 
fit favor the solution for least deviations over the solution for least squares, 
the solution for least deviations gives a mean deviation of 15.32, a standard 
deviation of about 29.33. and a median deviation of about 10 with the ratios 
Y): o: r = 1 : 1.917 : 0.653 or a : 7) : r = 1 : 0.522 : 0.342, which suggest a 
deviations distribution intermediary to the median distribution and a 
modal distribution, the solution for least squares gives a standard deviation 
of 22.54, a mean deviation of about 17.29, and a median deviation of about 
12 with the ratios, <x: 7j : r = 1 : 0.767 : 0.533 or : <x: r = r : 1.304 : 0.693, 
which suggest a distribution intermediary to the median and mean distri- 
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practice the more pertinent question will more often be the as¬ 
sumptions antecedent to which deviations function best agree 
with the experimental conditions, or the function resulting from 
the application of which method for the combination of observa¬ 
tions will best meet the research requirements. 

butions but perhaps nearer to the mean distribution and considered by 
themselves might justify a least squares solution, and a solution for least 
quartile deviation by the method of the mid-point of the least interquaitile 
range would give a quartile deviation smaller than either of the preceding 
median deviations, standard deviations and mean deviations greater than 
the smaller of the preceding standard and mean deviations, and still other 
ratios. The ratios of the minimum standard deviation, mean deviation, 
and quartile deviation obtainable from the data, a : tj : r = 22.54 : 15.32 : 
< 7.25 = 1 : 0.678 : < 0.322 or 7) : a : r — 1 : 1.473 : < 0.474, suggest 
approximate conformity to the median distribution. The ratios of the 
mean deviations and the standard deviations for corresponding formulae 
for least deviations and for least squares in one dependent variable, in 
the normals, and in the other dependent variable in Table III for numerical 
example number 7, which are <r: yj — 1 : 0.893, 1 •' 0.833, and 1 : 813 suggest 
approximate conformity to the mean distribution in a deviations distri¬ 
bution intermediary to the mean distribution and a mid-point of the range 
distribution. The ratios of the mean and standard deviations for corres¬ 
ponding formulae in Table V for numerical example number 10 which are o : 

: 7) = 1 : 0.807, 1 : 783, 1 : 0.788, and 1 : 0.773 for females, and 1 : 0.746, 
1 : 0.764, and 1 : 739 for males, suggest distributions intermediary to the 
median and the mean, for females approximating to the mean, and for 
males tending toward the median. The decisiveness of the comparison 
of the calculated ratios with the theoretical ratios is further vitiated by 
the error to which the calculated deviations are subject. 

The proportionate values of the probability integral for deviations of 
different magnitudes are also determinate for each deviations function. 
Subsequent to the derivation of averages or equations by both the me¬ 
thod of least deviations and the method of least squares, some indication 
of which is more properly applicable to the data may be secured by deter¬ 
mining whether the frequency distribution of the deviations of different 
magnitudes given by the average or equation derived by the method of 
least deviations is in closer accord with the distribution defined by the 

I r + v r\ 1*| 

least deviations probability integral,— 1 e d x , than in the 

2r lJ — Vt| 

distribution of the deviations given by the average or equation derived by 
the method of least squares with the least squares probability integral, 
I f+ve ** 

— I e 2o* d x, in which u represents an arbitrary factor. If the 

<*YznJ - vo 

deviations distribuzion for the least deviations average or equation con¬ 
forms to the least deviations probability integral, 0.5000 of the deviations 
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The mode and the methods of the modal point apply to the 
condition of relative exactitude in a certain part of the data with 
gross uncertainty in the rest of the data. In the physical sciences 

will lie within the limits of ± 0.6932 yj ( 53 ), and 0.6321, 0.8647, 0.9502, 
0.9817, 0.9933, 0.9975, 0.9991, and 0.9997 within the limits of ± Y), ± 2 yj, 
db 3 *)> ± 4 ± 5 * 1 * ± 6 > 1 * ± 7 *)» and ± 8 7), and if the deviations di¬ 

stribution fo the least squares average or equation conforms to the least 
squares probability integral, 0.5000 will lie within the limits of ± 0.6745 o, 
and 0.6827, 0.9545, 0.9973, and 0.9999 within the limits of ± a, ± 2 o, ± 3 c, 
and ± 4 o. Comparison on this basis of the actual deviations distribu¬ 
tions for each type of formula for which equations have been derived 
by each method in numerical example number 10 with the theoretical 
distribution for the method will therefore afford some indication of the 
relative appropriateness of the alternative methods to the data. 

Table VII. 


Comparison of Actual and Theoretical Percentages in Deviations Distribution . 


SEX 

TYPE OF 

FORMULA 






M E 

T 

HOE 







i 

L E 

A 8 ' 

r D 

E V 

Z A 

r 1 0 

1 N S 


Least 

S Q U A 

1 r a 

; s 

Quartiles 

i 

Successive Multiples 
of Mean Deviations 

Quartiles 

Standard 

Deviations 



25 

25 

25 

25 

68.2 

86.5 

95.0 

98.2 

99.8 

25 

25 

25 

25 

68.3 

1 

1 

95.5 

99.7 

Female 

Average 

27 

22 

27 

23 

59 

88 

98 

IOO 


24 

24 

31 

20 

6 5 

96 

IOO 


Age 

28 

22 

21 

29 

63 

9i 

99 

IOO 


25 

26 

23 

25 

68 

96 

IOO 


Weight 

34 

16 

26 

24 

62 

84 

100 



23 

24 

28 

24 

70 

96 

IOO 


Weight-Age 

29 

21 

19 

31 

54 

92 

99 

IOO 


27 

26 

21 

26 

66 

97 

IOO 

Male 

Average 

28 

22 

22 

28 

58 

89 

98 

99 

99 

2^27 

28 ? 

22 

72 

96 

99 


Age 

28 

22 

t 

22 

28 

58 

89 

98 

99 

99 

2 3 

28 

28 

21 

72 

97 

99 


Weight 

32 

18 

25 

25 

55 

89 

99 

IOO 


26 

23 

27 

24 

67 

97 

IOO 


Weight-Age 

29 

21 

21 

29 

55 

90 

98' 

IOO 


25! 

31 

28 

26 

69 

97 

IOO 


With averages and equations derived by the method of least deviations, 
smaller percentages of the deviations occur within the range of the quartiles 
and greater percentages beyond them, and smaller percentages within the 
range of the first multiple and greater percentages within the ranges of 
the succeeding multiples of the mean deviation than are consistent with 
the least deviations integral. With averages and equations derived by 
the method of least squares the percentages of the deviations within the 
ranges of the quartiles and the successive multiples of the standard devia¬ 
tion appear to be consistent with the least squares integral. Hence the 
method of least squares proves to be preferentially applicable to the data. 
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such data subject to irregular irregularities might accrue in the 
course of the perfection of experimental methods and result 
from combining data secured by methods of very different degrees 
of refinement. The greater deviations will not affect the result 
at all. Solutions for most lesser-deviations are applicable to 
situations in which an approximation is required to have a neglig¬ 
ible error as often as possible but in which when it has an appre¬ 
ciable error the mere occurrence of such an error is of greater 
importance than its precise magnitude. Such would appear to 
be the psychic method of combining perceptions in the learning 
and performance of skilled acts in which inadequacy or failure 
of the response to the situation is only such divergence of the re¬ 
sponse from that response which is accompanied by the accustom¬ 
ed feeling of its rightness as is great enough to give rise to a 
sense of its incompletion, a feeling of a break in its rhythm, and 
a need for its repetition or readjustment. The application of the 
method of most lesser-deviations results in the definition of a re¬ 
lationship or an instrumentality for an estimate or forecast which 
will be as exact as possible as often as possible. Manufacturers 
of ready-made clothing might profit from the employment of im¬ 
plicit functions for most lesser-deviations relating various body 
lengths and circumferences since it would be of advantage to pro¬ 
duce clothes fitting the greatest number of customers with the 
fewest alterations and how much of an alteration was required 
for such customers as still required any alteration at all would 
be of lesser consequence. And the stocking sales-person who 
applies the traditional artifice of estimating the length of the foot 
as equal to the circuit of the fist might do better with an explicit 
function for most lesser-deviations and as a result have fewer 
items returned for exchange. 

The median and the methods of median loci and the median 
locus apply to the condition of haphazard variation in the exac¬ 
titude of the data (68). Such data subject to random irregula¬ 
rities might result from experimental methods affected by certain 
uncontrolled or imperfectly controlled causes of inconstancy. 
Since the greater deviations affect the solution only in propor¬ 
tion to their own magnitude (38), the result does not depend unduly 
upon the less exact data (38, 17, 63). When the observations 
are discordant by reason of the varying degrees of their uncertainty, 
methods based on the median are not only appropriate, but are 



better than methods based on the mean (38, 12, 13). Solutions 
for least deviations are applicable to situations in which an approxi¬ 
mation is required to have the least possible mean error. 

The mean and the methods of mean loci and the mean locus 
apply to the condition of constant exactitude throughout the 
data. Such data require a perfected and controlled experimental 
method and technique. The greater deviations may then be al¬ 
lowed a disproportionately greater weight in determining the 
result. Solutions for least squares is applicable to situations in 
which an approximation is required to have the least possible 
standard error. 

The mid-point of the range and the methods of the midpoint 
of the least range apply to the condition that the greatest inexac¬ 
titude to which the data are subject is limited. Such data affec¬ 
ted by only finite irregularities comprise the results of any and 
all experimental methods. The method of the least greatest- 
deviation was originally employed as a crude test of the hypothesis 
that a given functional relation obtained between the independent 
and dependent variables, which was tenable if the least greatest- 
deviation proved to be within the limits of the error to which the 
observations of the dependent variable were judged to be suscep¬ 
tible (27, 38). The greatest deviations are given all the weight 
in determining the result. Solutions for the least greatest-de¬ 
viation are applicable to situations in which an approximation 
is required to be exact only within the extreme limits of a stated 
fixed interval (28, 29). 

The method for the combination of observations selected may 
finally be influenced by considerations of computational exigency 
or convenience. The methods of most lesser-deviations and of 
the least greatest-deviation are merely the limiting cases and the 
methods of least deviations and of least squares the simplest 
prototypes for odd and even finite integers of the complete sequence 
of all the possible methods of positive-power sums of the absolute 
deviations. The method of least squares itself was advocated 
on grounds of analytic expediency (20) before its first theoretical 
justification was advanced (21). Analytic facility has perhaps 
been coequal in influence with a special alliance to the theory of 
mathematical probability (55) in enabling it to continue after 
thirteen decades to be in the active process of significant develop¬ 
ment. Mean loci and their intersections and the mean locus and 
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its critical values are completely defined analytically. The ap¬ 
plication of the method of least squares accordingly depends 
merely on introducing the observation numbers into an automatic 
algebraic mechanism. The multiplication of the number of vari¬ 
ables alters- merely the compass and length but not the feasibility 
of the procedure. The other methods generally depend upon 
the preliminary transformation of the observation numbers into 
observation points or observation loci and therefore require geo¬ 
metric plots and diagrams. Upon these diagrams the modal 
point must be isolated, the median loci traced, or the extreme loci 
distinguished. The locus which, in the case of the mean, is ob¬ 
tained by a single stroke of analysis, must, in the case of the me¬ 
dian, be traced segment by segment (12). At the third variable 
such graphic methods reach their ultimate extreme, if not of 
practicability, then of practical resource and endurance. The 
methods of the modal point, which for two variables are equivalent 
to drawing a line through the densest region of a swarm of obser¬ 
vation points, as presented constitutes no more than a planned 
approach to a sensible solution. The methods of median loci 
and of the median locus are provided with analytic criteria pos¬ 
sessed of directive and definitive efficacy. The methods of se¬ 
lected extreme observation points, arithmetically perhaps the 
most simple and direct of all methods for the analytic determina¬ 
tion of straight lines, depend on spatial perceptions which may 
be tested numerically. The alternative methods of the mid¬ 
point of the least range are, like the methods of median loci and 
the median locus, provided with analytic criteria possessed of 
directive and definitive efficacy. The method of median loci, as 
has been truly remarked, involves to some extent the practice 
of trial and error (57). In fact all such methods as require the 
selection of observation points or of observation equations, the 
designation of a particular parameter point or the tracing of par¬ 
ticular loci, or the substitution of trial values of the parameters 
are by such tokens zetetic. The prosperity of the search depends 
not on its method and instrumentalities alone but on knowing 
where to seek. 
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S. S. WILKS 


The Analysis of Variance and Covariance in 
Non-Orthogonal Data' 


The simple arithmetical procedure suitable for analyzing 
the variance in data from orthogonal and other well-designed 
experiments has been thoroughly discussed [i, 2 , 4 ] and widely 
used. However, there are many situations in which non-orthog- 
onal data is unavoidable. For example, in experiments on live¬ 
stock in which sex cannot be determined at the beginning of 
the experiment sex and treatments will not be orthogonal. Even 
in experiments which are designed to be orthogonal, it is not in¬ 
frequent that damage or loss of some of the observations beset 
the orthogonality. Again, in problems arising in medical work 
in which all available data must be used, orthogonality with 
respect to each of several factors cannot in general be attained. 
The same type of problem arises in attempts at estimating post¬ 
parole behavior from the records of released and paroled criminals. 

Use of Discrete Variates in a 2 x 3 Classification. 

The usual procedure, which has been discussed by Yates [ 3 ] 
for handling problems involving non-orthogonal data consists in 
determining constants in linear combination by least squares, 
computing the sum of squared residuals, and using an appropriate 
test of significance for the particular hypothesis considered. In 
a considerable number of such problems the pertinent questions 
can be answered by simply applying significance tests to various 
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sums of squared residuals computed under the different hypo¬ 
theses considered. The method of determining constants and 
computing residuals is cumbersome at best, but there is a method 
of finding the sum of squared residuals without having to deter¬ 
mine the constants, which the author proposes to discuss here. 
The device is simply one of introducing variates which take the 
values o or i and reducing the whole procedure to a problem in 
classical regression theory, and evaluating certain determinants. 

We shall first consider the theory of the method and then 
illustrate it with a set of data. First, consider a two-way classi¬ 
fication arranged for convenience in two rows and three columns, 
so that each observation is characterized by a continuous variate x, 
a particular row and a particular column. Without setting up 
any specific hypothesis at present we shall suppose that a general 
mean and any particular row or column operate additively to 
produce the true mean of the x's falling in this row and column. 
This can be expressed as follows 

(1) rrii = p. + ax Sj,- + a 2 8j* + Pi eu + p 8 s 2 i + (J 3 e 3) - 
where 

( 2 ) aj 4" a 2 — » Pi + P 2 + Pi = 0 

and i = 1 , 2 ,. . . N, N being the number of observations. The 
S's can be either 0 or 1 , but for any observation, that is, any value 
of i, one of them must be 1 and the other 0 . A similar statement 
holds for the s's. This is due to the fact that each observation 
belongs to one row and one column. ( 1 ) can be regarded as a 
classical regression equation in which ji, the «'s and the (i's are 
to be estimated subject to the restrictions ( 2 ). The independent 
variates are the S's and the s's. We form the sum of squares 

( 3 ) cp = S (xi — mi) 2 

t=] 

which must be minimized subject to ( 2 ). This is equivalent to 
finding the unrestricted minimum of 

(4) <p' = E ( Xi — mi) 2 -f- X, (ai -|- a 8 ) -f- X s (|3i -+- P» + Ps)- 

«=i 



The normal equations are now 


(5) 
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■f x 2 

=0 

- - 2 e 2j ( Xi 

— mi) 

4 _ ^2 

=0 

— 2 Ej.- (Xi 

— »«,) 

^2 

=0 

«1 + «2 



= 0 


Pi + Pa + Ps 


= 0 


We note that 2 8 k 8 2 < = 0 , 2 8 ‘k = 2 8 k = AY, 

2 8jh = 2 8 2 * — N 2 ., 2 8 k ®k = AY , 2 e?,- = 2 sk — N.i , 

2 8 k oh = N v x x ., etc., where N x . is the number and Xi. the 
mean of the x's of the individuals in the first column, with similar 
meanings for N». and ~x 3 . Similarly, N. x is the number and aY 
the mean of the ac's of the individuals in the first column, with 
similar meanings for N . a , x. 2 , N . 3 , *. 3 . N n is the number 
of observations in the first row and first column, with similar 
meanings for AY, N n , etc. Thus, the equations in ( 5 ) can be 
written as 


( 6 ) 

N (a + N x . «i + N.j. « 2 + N. x Pi + N. t p 2 + N. s p 3 — N 

N x . (i + AY + N n pi + AY p 2 + AY p 3 + Xi — AY 

JV 2 . (i + AY a 2 + N n Pi + N ti Pa + AT 23 p 3 + Xi = AY 

N. 1 |x + Nn #1 + N ix a 2 + N.i pi + X 2 = AY 

N.t (1 + Nu ai + Nn <*3 + N.t p 2 . + X 2 = AT . 2 

N. 3 [a -|- AY oil “h AY AY Ps "h Xj — N. 3 

«i + 0 


+ N. 3 p 5 


*1 *1 
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The determinant of the coefficients of |i, the a's, P's and X’s in these 
equations is not zero; therefore, the equations have a unique 
solution. Both X's will be zero as can be easily seen from their 
values in terms of determinants. Thus, the values of jx, the a's 
and p's obtainable from these equations minimize the sum of 
squares in ( 3 ) when the conditions ( 2 ) are imposed. The value 
of the minimum value of 9 which is the same as that of 9' is obtain¬ 
ed by substituting the values of [x, the a's and p's from ( 6 ) into ( 3 ). 
If this substitution is performed, using determinants, and if the 
residuals — m, are squared and summed over all observations, 
that is, with respect to the i, we get the sum of the squared resid¬ 
uals to be expressible as the ratio of two determinants as follows, 



IP 

Nx 

Si. 

S 2 . 

s.i 

s. 2 

S. s 

0 

0 


Nx 

N 

Nx. 

N a . 

N.x 

N.i 

n. 3 

0 
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Si. 

Nx. 

Nx. 

0 

Nxx 

Nx, 

Nx 3 

I 
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s t . 

n 2 . 

0 

N t . 

Nn 

N 2 i 

N 33 

I 

0 

R(n,a r , p s ) = 

S.x 

N.x 

Nxx 

Nix 

N.x 

0 

0 

0 
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S-s 

N.s 

Nx , 

Nn 

0 

N. 2 

0 

0 

I 

(7) 

s. a 

N. 3 

Nx s 

N ti 

0 

0 

N. 3 
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0 

0 

1 

I 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

I 

1 

I 

0 
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where N 1 . Xx- = S.j , etc., and A is the determinant obtained by 
deleting the first row and column of the determinant in the nu¬ 
merator of the expression for R (|x, a,, p s ). R (p, a,, p s ) will have 
N — 4 degrees of freedom, that is, the number of observations 
minus the number of independent constants, which is 4 in this 
case ((x, one a and two P's). Under the assumption that the expected 
value of x is given by ( 1 ), and if N n — N n = ... = iV 2S , effects 
due to rows and columns are said to be orthogonal. In the or¬ 
thogonal case and also other special cases including that of propor¬ 
tional frequencies in rows or columns the determinants in ( 7 ) 
are very easy to evaluate and R (;x, a,, Ps) reduces to the usual er¬ 
ror sum of squares entering into the analysis of variance associat¬ 
ed with this type of data. In the non-orthogonal case, the eval¬ 
uation of the determinants becomes somewhat more tedious. 
If an appropriate significance test, based on the sums of squares 
of residuals, indicates that certain main effects are existent, then, 
under the assumption that n, the a's and P's operate additively, 



»45 


estimates of these effects (that is, estimates of the a's and P's) 
can be obtained from equations ( 6 ) in the usual way. Equations ( 6 ) 
can always be set up from the elements of the determinant in the 
numerator of R (p,, a,, p 5 ) as given in ( 7 ). To estimate, for exam- 

pie, Px we use the ratio —where A is the same as that in ( 7 ) 

and Api is the determinant obtained by interchanging the first 
and fifth columns in the numerator of ( 7 ) and then deleting the 
first row and column. 

Unless there are a priori grounds for assuming effects due 
to rows and columns operate additively as in ( 1 ), it is important 
to test for the existence of interaction between rows and columns. 
To do this we assume the true mean of the r-th row and s-th 
column to be p + a(S, s where 2 a(3 rs = 0 and calculate the sum 
of the squares of the residuals within classes, say R (p, <xp, s ), which 
will have N — 6 degrees of freedom in this case. If interaction 
between rows and columns is non-existent, then R (p, a,, (J s ) — 
R (p, apr S ) and R (p, ap fS ) will be independently distributed 
with 2 and N — 6 degrees of freedom. Thus R. A. Fisher’s z test 
can be used. The analysis of variance table for testing the 
interaction would take the form 


Degrees of Freedon Sums of Squares 


Interaction. 2 A — B 

( 8 ) Error. N —6 R (p , ap„ ) = B 

Total. N —4 R (jx , a,, p*) = A 


We compute z = \- log e 


' (N — 6 ) (A — B) 
2 B 


and determine 


significance from Fisher’s tables with n x = 2 , and n 2 = N — 6 . 

Instead, Snedecor’s F, that is e 2 1,1 , could be used. 

If interaction is non-significant, we can then proceed to make 
a significance test for main effects, for example, due to columns. 
The procedure then is to assume the P's to be zero in ( 1 ) and de¬ 
termine the sum of the squares of residuals ( 3 ) subject to the con¬ 
dition that a x + aj = 0. Denoting the sum of squares by 


10 
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R (, a,) we find by the method used in determining R (p , a, , (S 4 ) 
that 



NX 

Si. 

Sg\ 
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Nx. 
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Ni. 

N a . 
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Si. 

N v 
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n 2 . 
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A' having a meaning similar to that of A in (7). It will be no¬ 
ticed that the determinants in (9) are obtained by deleting the rows 
and columns in the determinants in (7) associated with the P's and 
X*. The analysis of variance table for testing for effects due to 
columns is, 


Degrees o Freedom Sums of Squares 


Columns. 2 A—B 

(10) Error. N —4 R (jx , a,, (S s ) = B 

Total. N—2 R(n,*,) = A 


Similarly, one can set up a table for testing for effect due to rows. 

It should be pointed out that one can always compare varia¬ 
tion within classes with variation between classes and test whether 
the estimates of the subclass means p. + a | 3 fS vary excessively 
from each other. But such a test would serve hardly more than 
an exploratory step, for, in the case of significance, it alone would 
furnish no information as to whether the variation was due to 
rows, to columns, or both, either additively, or in a more complex 
law of operation. In the event of non-significance, the test would 
indicate, of course, the futility of further more refined work on 
the same data. 


Triple Classification 

The extension of the above procedure to an m x » classifi¬ 
cation is immediate. In the case of an m x n x p classification, 
one would set up the determinants defining the sum pf squares 
R (jx, a,, , ft) from which. R (p ,a,, &), R (n , a,), etc. can 
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be obtained by deleting certain rows and columns. As an exam¬ 
ple of a triple classification consider the 2 x 2 x 3 case, in which 

(n) = (x -(- oci 8n -(- a 2 + Pi ex,- + P» Ej* + Yi “I" Y* H - Ys 

where 

( 12 ) «i + a s = 0 , 81 + p 2 = 0 , Yi + Y* + Y» = 0 • 


By the same steps used in the 2x3 case we find 


R (t* . <*r . , Y<) = 



(13) 


S x*NxS x .. S t .. S.\. S. a . S..\ S .. 2 S.. s 0 0 0 

Nx N N t .. N 2 .. N+. N. 2 . N.. 1 N.. a N.. s 0 0 0 

51.. N u . Nt..O N n . N 12 . N V i N V2 Ni. 3 1 0 0 

5 2 .. N 2 .. 0 N 2 .. N 2 ], N 22 . N 2 .x N 2 . 2 N 2 . 3 1 0 0 

S. h N.x. N n . N. n . IV.,. 0 N. n N. l2 N. n 0 I 0 

S. 2 . N , 2 . N l2 . N 22 . 0 N, 2 . N.n N. 22 N. 23 0 1 0 

5.. x N.. 1 Nx. 1 N 2 .x N.xx N. 2 x N..x 0 0 0 0 1 

5.. 2 N.. 2 Nx- 2 N 2 . 2 N. 12 N. i2 0 N.. 2 0 0 0 1 

5 .. 3 N.. 3 Nx. 3 N 2 . 3 N. 13 N. 2 j 0 0 N.. j 0 0 1 

00II00000000 

OOOOliOOOOOO 

OOOOOO 111 OOO 


where A" has. a meaning similar to A in (7). The meanings of 
the N’s are similar to those in the 2x3 case. For example, N t .. 
is the number of observations in which <*1 is operative, N 3 . 3 
is the number in which a 2 and y» operate, etc. Si.. = Ni.. Xx. ■, 
etc., where j^i.. is the mean of the x's on which a, operate. It 
will be noticed that due to the three sets of conditions (12) 
there are now three rows and columns of 0's and x's bordering 
the determinant in (13). The condition for complete orthogon¬ 
ality for all three sets of effects under the additive hypothesis 
expressed by (11), is that the numbers within each of the types 
N „., N ,. t , and N. sl be equal, and, of course, 

2 N rs .= 2 N r . t = 2 N.,t = N . 

r,s 9 ,t a ,t 

If there had been only two y's, and each N with double sub¬ 
scripts had been equal to j, we would then have a 2 x 2 Latin 
Square, with the oc's, P's and y's referring to rows, columns and 
treatments. 



The determinants in the various sums of squares of residuals 
would then be extremely simple, and upon evaluation would 
reduce to the familiar expression entering into the analysis of 
variance for Latin Squares. 

Now, suppose we wish to test the hypothesis that the effects 
due to the three classifications are additive, that is, that interac¬ 
tion is non-existent. We would calculate the sum of • squared 
residuals within classes, say R (p , a p y, s( ) which is similar to 
R (pL, a p, s ) for the two-way classification, and apply Fisher's 
z-test to the following table, 

Degrees of Freedom Sum of Squares 


Interaction. 7 A — B 

(14) Error. N —12 /? (p, a p y f5 , ) = # 

Total. N —5 R (u., a r , p s , y») = A 


If the z-test does not yeld significance here then, of course, no 
interaction of any order can be assumed to exist. However, 
if there is interaction it may be only of first order. To test for 
first order interaction, as for example, that between the effects 
represented by the a 's and P's when it is assumed that the effects 
represented by the y's and the joint effects of the a's and P's are 
additive, we determine the sum of squared residuals R (|x, a p,<, y«) 


where 2 y» = 0, 2 a p, 5 — 0 , and use the information in the table, 

l r, s 

Degrees of Freedom Sums of Squares 

Interaction (a x P).. 1 A — B 

(15) Error. N — 6 R (p , a p, s , y< ) = B 

Total . N — 5 R ((i, a, , p,, y«) = A 


It will be noticed that R ((x, a p fs , y«) is essentially the sum of 
squares of residuals for a 2x6 classification, and would be 
similar to (7). Tables similar to (15) can be set up for the other 
two types of first order interactions. 

If the effects of the three classifications are additive, that is, 
interactions non-existent, one can then test for the significance 
of any one of the main effects, for example, those due to the y's 
by the following table, 
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Degrees of Freedom Sums of Squares 

Main effect (y) .... 2 A — B 


(16) Error. N — 5 R (fj., a,, p s , y t ) = B 

Total. N — 3 R ({jl , a,, (J s ) —A 


Although the example which we have considered in a triple 
classification is only the 2x2x3 case, the method readily ex¬ 
tends to the m X n X p case. There would be m x's ,n P's , and 
P y's so that S a, = E ( 3 S = E y* = 0. Analysis of variance tables 

r s t 

can be constructed from the R's for the various hypotheses which 
arise. For example, the analysis of variance table corresponding 
to (15) would be 

Degrees of Freedom Sums of Squares 

Interaction (ax|3) .. (m—x)(n — i) A—B 


(17) Error. N — p—m n+i R{\l ,a P,*,Y< )=B 

Total. N — m — n-p-\- 2 /?([/., a, , p s , y<) — A 


Higher Order Classifications. 

The extension of the above procedure to a general k-way 
classification is straightforward. Theoretically, there could pos¬ 
sibly be interactions of order as high as k — 1, but for practical 
purposes, particularly with few observations, there would be 
little value in considering interactions of order higher than first 
or second. The determinants entering into each R will each be 
bordered by k rows and columns of 0's and i's ; a row and 
column corresponding to each set of effects. Within such a given 
row (or column) the i's are placed in the columns (or rows) 
associated with the particular set of effects to which the row (or 
column) corresponds, and 0's are placed elsewhere. For exam¬ 
ple, in (7) the last row corresponds to the (3 effects and i's are 
placed in the columns associated with the p effects. A similar 
statement holds for the last column. 

To test for interaction betwefen the a and p effects, say, assum¬ 
ing the remaining effects operate additively, we use the z-test 
on the information in the following table, 







Degrees of Freedom Sums of Squares 

Interaction (a x p).. (m — i)(n — x) A — B 

(18) Error. N-mn-p-...- g+k-2 R (p,ap„,Y«, •••«*) — B 

Total . N—m—H—p—..<-g+k —i I?((x,a,,p s , ...©,) —A 


where there are m a's,« p's... g w's and £ sets of effects (k-way 
classification). 

If interaction between the a and p effects is non-significant 
we can test for main effects. For example, the analysis of variance 
constituents for testing for effects due to the a's are as follows, 


Degrees of Freedom Sums of Squares 

Main effect (a) .... m — i A — B 

(19) Error . N-m—n—p—...-g+k-i R ([z,a f ,p s ,.. .o>,)= B 

Total. N—n—p-...—g+k -2 R ((i,p s ,Yii • ••«*) = A 


Analysis of Covariance 

Suppose that for each observation x a value of a related 
continuous variate y is known. It is often important to utilize 
the information furnished by y to eliminate the effect due to y 
and to make more accurate estimates of main effects on x when 
the effect of y is additive. For example, in a pig feeding experi¬ 
ment it is important to take account of initial weight in order to 
test from final weights for effects due to feeding treatments. The 
scheme which we have used for setting up the R 's in determinantal 
form requires very little alteration to include a continuous variate 
and hence the case of analysis of covariance. Thus, if we had a 
y variate in the 2 x 3 case which operated linearly, the true mean 
of the i-th observation would now be 

m' - p y* + mi 

where nn is given by (1). If we let R (p; (r, a,, p s ) be the minimum 
of the sum of the squares of the residuals E (xi — m;') J we get 

t 

I? (p; (A, a,, p.) = ^ 

whereAj, is the determinant in the numerator of (7) with another 
row inserted between the first two rows and another column in- 







serted between the first two columns ; the elements of the inserted 
row and column being Exy,£y 8 ,lVy,Si'. ,S a . , S. x ',S. 2 ',S.j',0,0. 
Si ., S 2 .'.... have the same meaning for the y's as the S x ., S 2 .,... 
have for the x’s . A 2 is the determinant obtained by deleting the 
first row and column of Ai. In the case of several y variates, 
a corresponding number of rows and columns are inserted. 

In the important case in which the true value of the 
regression coefficient p can be assumed the same in all sub-classes 
the problem of testing for interactions and main effects is exactly 
as before, except that we now have to include the extra row and 
column in the determinants, when making the tests. The effect 
of this is to reduce the number of degrees of freedom in each 
R by unity. The case in which p depends on the sub-classes, 
for example, is of a form similar to (i), the problem is straight¬ 
forward and can be handled by the method of determinants, but 
we shall not enter into the details here. 

Illustrative Example. 

Nice and Fishman [5] reported a study on change in blood 
viscosity in normal and adrenalectomized rats following emotion¬ 
al excitement. On each of 24 normal rats they measured the 
viscosity of the blood, at a temperature of 26° C, drawn from the 
heart of the rat in quiet state. The viscosity was also measured 
in blood drawn after excitement (fear and pain caused by electric 
shocks). The same thing was done on each of 16 rats from 3 
to 5 days after being adrenalectomized. The blood in some cases 
was venous and others arterial, it being impossible to draw either 
at will. It is clear that there is no orthogonalization at all in this 
experiment. For purposes of illustration we shall examine cer¬ 
tain hypotheses. 

We shall let x be the blood viscosity in excited state, y the 
viscosity in quiet state, p will refer to the regression coefficient 
of x on y. (i, will refer to the general mean, a*, a 2 to arterial and 
venous blood in excited state, p x , p 2 to arterial and venous blood 
in quiet state, and yi» Ya to being normal and adrenalectomized. 
Each rat is therefore measured on x and y and classified three 
ways, according to the a's, p's and y's. Thus, Nice and Fish¬ 
man’s data may be presented in the following form, from wich 
determinants for the R’s for making various tests may be set up 
and computed: 
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0 

5-30 

4-33 

1 

0 

0 

I 

I 

0 

3-76 

3.45 

I 

0 

I 

O 

O 

1 

5-89 

4.26 

I 

0 

I 

O 

O 

1 

6.65 

4 . 7 i 

I 

0 

1 

O 

O 

1 

3-35 

3-14 

I 

0 

I 

O 

° 

1 

4.07 

3-45 

1 

0 

1 

O 

O 

1 

6.92 

5 *°i 

I 

0 

I 

O 

O 

T 

5* 2 5 

4.43 

I 

0 

I 

O 

O 

I 

5*74 

4.91 

I 

0 

I 

O 

O 

I 

5*50 

4.22 

I 

0 

I 

O 

O 

I 

5-35 

4.83 

0 

I 

J 

O 

O 

i 

4.33 

3-55 j 

0 

I 

I 

O 

O 

I 

5 * 2 i 

3-99 

I 

0 

0 

1 

O 

I 

4*95 

4.40 

I 

0 

0 

1 

O 

I 

4-93 

4.43 

1 

0 

0 

I 

O 

I 

6.88 

4.35 

0 

I 

0 

1 

O 

I 

5.26 

4.80 

0 

1 

0 

i 1 

O 

I 
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Suppose, for example, we wish to test for interaction between 
the a's and y's, that is, between type of blood and treatment 
in excited state. We have, 

Degrees of Freedom Sums of Squares 


Interaction (axy) . 1 A-B = .653 

Error.:. 36 R (|x , a y rt ) = B = 20.482 

Total. 37 R (fi, a,, y,) = A = 21.135 


We find z — .069, which is not significant. Therefore, the in¬ 
teraction (a X y) may be regarded as non-existent. As a matter 
of fact, no significant variation of viscosity in excited state can 
be ascribed to the a's and y's, as the following table shows, in 
which z has the non-significant value .109, 

Degrees of Freedom Sums of Squares 


Between Classes. 3 A-B = 1.373 

Within classes. 36 R (fx . a y, t ) = B — 20.482 

Total. 39 R ((x) — A = 21.855 


We may now test for main effects due to the y's, that is, treat¬ 
ments. For this analisis, we have, 

Degrees of Freedom Sums of Squares 


Main effect (y) . 2 A-B = .287 

Error. 36 R (fx , a,, y,) = B = 21.135 

Total. 38 R (n , «,) = A = 21.422 


z — .678, which is not significant. Thus, the evidence wall not 
support a conclusion of different main effects on blood viscosity 
in excited state due to treatments. 

Now, suppose we make use of the information contained in 
y and, as far as possible, eliminate the variation due to y. We 
assume the regression of x on y to be the same for all sub-classes 
and the possible effects due to the a's, (i's and y's to be additive. 
The constituents for the analysis of variance are, 

Degrees of Freedom Sums of Squares 


Treatment (y). ^ A-B = .050 

Error. 35 2 ?(p;n, a,, p,, y,)=B = 11.223 

Total. 36 K(p;p,a f ,p,) = A = 11.273 
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The main effects due to treatments after eliminating effects 
due to y, the a 's and p's, are clearly non-significant. In fact 
* = -931- 

In a similar way various other hypotheses can be tested by 
using the R’s, expressible as ratios of determinants. 

SUMMARY 

By making use of variates which can be either o or I, the 
problem of analyzing variance and covariance in multiply-class¬ 
ified non-orthogonal data is reduced to a procedure of evaluating 
ratios of determinants. 

The application of the method to the problem of testing 
certain hypotheses is illustrated by a numerical example. 
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ARTHUR OLLIVIER 


On the analysis of variation in general death rates 


Comparison of the general death rates of two or more popu- 
ations is usually made by studying the crude rates or by means of 
corrected death rates set up by the use of some form of standard 
population. Yule (i) has listed three methods of making such 
corrections and has discussed the advantages of each procedure. 

The problem cannot be regarded as completely solved as soon 
as such corrections and comparisons have been made, for small 
variations in general death rates do not necessarily mean different 
general mortality conditions nor does the agreement of general 
death rates imply that the populations are subject to exactly 
the same mean probabilities of death. For example, five Iowa 
counties whose general death rates for 1925 were exactly the 
same, 9.2 per thousand, had death rates in 1926 which varied 
from 8.3 to 10.3 per thousand. Since neither the inhabitants 
nor the living conditions in these Iowa counties changed materially 
from 1925 to 1926, it does not seem reasonable to suppose them 
subject to the same probability of death in one year and to different 
probabilities in the following year. Many other similar illustrations 
can be given. What seems to be needed further is some criterion 
by which to judge the statistical significance of such variations 
in general death rates. 

Pearson and Tocher (2) have studied several such criteria when 

1) Yule, G. U. On some points relating to vital statistics. J. R. S. S., 
v. 97 (1934) P ar t I, pp. 1-84 — s. also C. Gini, Quelques considirations 
au sujet de la construction des nombres indices des prix et des questions ana¬ 
logues. «Metron», Vol. IV, n. t, 1924. 

2) Pearson, Karl and Tocher, J. F. On criteria for the existence of 
differential death rates. Biom. v. n, (1913), pp. 159-184. 




two populations only were being considered; Unfortunately, 
neither of the criteria considered by them to be best suited to 
making such tests seems capable of being used to compare more 
than two populations at one time, and while a complete analysis 
may finally demand the comparison of death rates two at a time, 
the beginnings of such an analysis may well be made by comparing 
a much larger number. 

The problem to be considered in this paper may be stated as 
follows: Given the general death rates of several populations, 
is it possible to set up a criterion to test whether or not they are 
alike with respect to general mortality, where we mean by this 
last phrase, whether or not the variations in general death rates 
which occur could reasonably be accounted for on the hypothesis 
of chance fluctuations from the same basic mean probability of 
death ? Furthermore, when a set of populations is encountered 
which appear to be unlike with respect to general mortality, is 
t possible to make such an analysis of the characteristics of the 
several populations as will indicate the probable reasons for the 
unlikeness ? 

The paper is divided into three sections. The first is devoted 
to the development of several theorems relating to the distribution 
of the number of deaths that would occur if the several populations 
under consideration were samples drawn from a composite universe 
by either the method of unrestricted or the method of stratified 
random sampling. These theorems are regarded as essential 
to the later development of test criteria to be applied to the prob¬ 
lems stated above. The second section considers the use of a 
modified form of the squared Lexis ratio as a criterion for testing 
the statistical significance of variations in general death rates, 
while the third section consists of an application of the theory 
of the paper. 

Section i. In applying the criteria to be developed in the 
next section it will frequently be advantageous to consider what 
would have happened if the several populations whose death 
rates are being studied had been random samples drawn from 
the same infinite population or universe. Since, however, the 
human populations under consideration are composed of various 
groups, such as age groups, which differ widely from one another 
with respect to the relative frequency with which death occurs 
within a given time interval, it seems appropriate to suppose 
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that the universe from which they are supposedly drawn is similarly 
« stratified » (i). 

In drawing a sample of s individuals at random from such a 
stratified universe, either one of two procedures may be followed. 
First, individuals may be drawn at random from the universe as 
a whole, leaving entirely to chance the stratum from which any 
individual selected may be drawn. Second, a fixed number of 
individuals, si, may be drawn from the i-th stratum, where i ranges 
over all strata in the universe, and so that the sum of all s< shall 
equal the sample number, s. The first method will be called the 
method of unrestricted random sampling and the second the 
method of stratified random sampling. It seems likely that 
neither the mean (expected) number of deaths, nor the variance 
in the number of deaths of repeated samples will be the same for 
the two methods of sampling. 

Now let Pi denote the probability that death will occur to an 
individual in the i-th stratum of the universe within a given time 
interval. Consider the following question : What is the expected 
number of deaths, variance in the number of deaths, and distribu¬ 
tion of the number of deaths, for repeated samples of s drawn 
by each of the two methods .mentioned above ? For the method 
of stratified random sampling the answer is contained in Theorem 
i and its corollaries, given below. 

Theorem i. The probability that specified numbers of 
deaths will occur within a given time interval in an exposure of s 

lives, when s, of them are drawn from the i-th stratum, t=i,2,. 

...,«, and S Si = s, is given by the terms of the expansion of 

i—n *. 

(i) II (pi -f <7,) *, where = 1 — Pi. 

i-1 

Proof : Consider a single term of the expansion of (1). It 
can be written as 


(2) Pi • P a • P 3 . . . P H , where Pi has the form 

(Si )! 


( 3 ) 


P, = 


(n )! (Si — r { ) ! 


f . * —f. 


(1) This terminology seems to have been first used by A. L. Bowley. 
Cf. Nevman, J. On two different aspects of the representative method . 
J. R. S. S., v. 97, (1934). Part. IV, pp. 558 ft . 




But (3) is the probability that among an exposure of s< lives, 
all from the i-th stratum, there will occur exactly r t deaths within 
the specified time interval. Since the values of P< and P/, (i / j), are 
independent in the probability sense, the product, (2), gives the 
probability that in an exposure of s lives, drawn as specified, there 
will occur exactly Sr* deaths within the given time interval, 
exactly r< of the deaths occurring among the s< lives exposed from 
the i-th stratum. But the complete expansion of (1) is composed 
of all terms similar to (2) which may be obtained by varying r, 
from zero to s«, and may therefore be considered as the probability 
function. 

Corollary 1. The expected number of deaths among a total 
of s exposed lives drawn as in Theorem 1 is E (D) = 2 s< pi. 

Corollary 2. The variance in the number of deaths for 
repeated samples of s exposed lives drawn as in Theorem 1 is V — 
= 2 Si pi qi. Variance is here understood to mean the expected 
value of the square of the deviation from the expected value. 

Corollaries 1 and 2 follow directly from Theorem 1, for if 
the number of deaths, in the case of Corollary 1, or the square 
of the deviation from the expected number of deaths in the case 
of Corollary 2, be multiplied by the corresponding probability, 
given by the proper term of (1), and the whole summed for all 
possible samples which can arise from (1), the results will be those 
stated above. 

It may now be noticed that stratified random sampling, as 
here defined, yields terms which may be described as a generalized 
Poisson series, for if each s< = 1 we have in Theorem 1 and its 
corollaries exactly the results of the Poisson series. 

For the case of unrestricted random sampling we have: 

Theorem 2. The probability that specified numbers of 
deaths will occur within a given time interval among a total of s 
exposed lives drawn unrestrictedly at random from a stratified 
universe is given by the terms of the expansion of (P -f Q)‘, 
where P = 2 P» Pi, Pi designates the probability of drawing an 
individual from the i-th stratum in a single trial, and Q = 1 — P. 

Proof: The proof of Theorem II depends upon the following 
lemma which is assumed. 

Lemma. The probability of securing exactly s< individuals 
from the i - th stratum (* = i , 2 ,. .., n) in a total of s drawings 
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from a stratified universe is given by the appropriate term of the 
expansion of 

(4) (p 1 + p 2 + ... + p n y, 

where P< has the meaning given in the statement of Theorem 2. 

Taking up the proof of Theorem 2, we note that (4) can be 
written in the form 


( 5 ) 


S, 


S ! 


s i 

1 7 > 2 


_ D l p 3 p » 

(s.) ! (*,) ! . . . (Sn) ! 1 2 » 


where the symbol S s designates summation over all possible 
partitions of s into numbers s«, which are positive integers or 
zero. 

Now by Theorem 1 the probability that certain numbers of 
deaths will occur in repeated samples with assigned numbers, s», 
from the i - th stratum is given by the appropriate terms of (1). 
Moreover, the probability of securing a sample with such assigned 
numbers when the drawing is unrestrictedly at random is given 
by the appropriate term of (5). Since the probabilities given by 
these two formulas are independent of one another, the product 
of a term of (1) by a term of (5) gives the probability that there 
will occur the compound event consisting of first drawing a sample 
of s with the specified numbers, s<, of individuals from the i - th 
stratum and second, of finding a specified number, n, of deaths 
occurring within the given time interval among the s< individuals 
in the i - th stratum of the sample. Since the expression 


(6) Z.V- 


( s ) ! 


(*i)l ••.(*»)! 1 


p 1 ... p " s 


( S l) • jS 1 Jl ' f l V 

1. V' 


1 M ! (Si—n )! 1 \ 


V _ (^ w ) • _ x » „ " 

(r n )! (Sn — r n )! » » 


1 —r 
n n n 


consists of all possible terms which can arise from products of 
terms of (1) and (5), it may be regarded as the probability,func¬ 
tion for the distribution of the number of deaths under the con¬ 
ditions specified in the theorem. 

To simplify (6), we note that it can be written in the form 


( 7 ) 


, (»)1 p'l 

\( Sl )!...(s„)! 1 


(*i)! 


(*»> ! . 4 

rj (Sn-r H )'. p 


W! (si—r,)! 

n *n ~ r n 

9 

n n 


x 1 _ 1 

p q 





by the process of writing the product of the several summations 
in (6) in expanded form. Now in (7) we may divide the (s<)! which 
appears in a numerator by that which appears in a denominator 
and make other fairly obvious changes that enable us to write 
the result as 


(8) S' \ (rj) | (,„) !( Sl - ri )l ... ( s n -r „)! (Pl pl) ' ’ ’ ’ {Pnpn) 


the number of terms in (8) remaining the same as in (7). 

The expression in (8) to the right of the summation signs is 
one of the terms of the expansion of the multinomial 

(9) (Pi pi + P 2 pi + . . . + Pn P» + Pi qi + • • • + Pn q»Y 

and since the summations in (8) extend over all integral values of 
n from zero to Si and the first summation is over all partitions 
of s, it follows that, (8) contains all the terms of the complete 
expansion of (9). 

If now we put S Pi pi = P , it follows that S P, q, = 1 — 
— P — Q, and we can write (9) in the simple form 

(xo) (P + QY 

which demonstrates the theorem. 

Corollary 1. The expected number of deaths in an unre¬ 
stricted random sample of s drawn from a stratified population is 
E(D) u =sZPiPi. 

Corollary 2. The variance of repeated samples of s drawn 
from a stratified population by the method of unrestricted random 
sampling is given by V — s P (1 - P), where P is defined above 
and by the variance we mean the same as in Corollary 2, The¬ 
orem 1. 

Both of these corollaries follow directly from Theorem 2. 
They may, however, be proved independently of that theorem by 
a direct application of the kind of argument already used. 

It may now be stated that in drawing unrestricted random 
samples of individuals from a stratified universe the number of 
deaths occurring in the samples will tend to be distributed accord¬ 
ing to a simple Bernoulli series if we disregard the strata from 
which the deaths occur. It should be noted that P, may or may 
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not be proportional to the number of individuals in the i-th 
stratum of the universe and that the theorems proved above will 
hold in either case. It may also be pointed out that while the 
language in which the theorems above are stated implies that 
we are chiefly interested in the distribution of numbers of deaths, 
the results given by these theorems apply equally well to other 
sampling problems which satisfy the conditions imposed. 

Section 2. The statistical measure which seems best suited 
to the consideration of the significance of the variation of several 
death rates simultaneously is the Lexis ratio. 

The Lexis ratio is usually defined as follows (1) : Given n 
sets of observations with s individuals in each set, let x% be the 
relative frequency of success in the i - th set. On the hypothesis 
that the n sets constitute a Bernoulli distribution, the standard 
deviation of relative frequencies is (p q/s) l h where p is the pro¬ 
bability of success in a single trial. The Lexis ratio is then 
defined to be 

_ [i/tt S ( Xj — __ s [i/m S {Xi — />)»]»/» 

(pq/s) 1,8 ( spq ) l/ > 

Two modifications of (11) are usually made in practice. First, 
p is generally not known and is taken as the arithmetic mean, 
weighted or unweighted, of the relative frequencies recorded in 
the n sets. Secondly, in the analysis of social or economic data, 
it is seldom that the sets of observations contain the same number 
of individuals. This variation is usually neglected, the expression 
spq being computed from a value of s which is the arithmetic 
mean of the varying number of individuals in the sets. A slightly 
modified definition of L makes it unnecessary to neglect this 
variation and at the same time will give a result more suited to 
the consideration of our problem. 

Suppose then we have n sets of observations drawn in some 
manner from a stratified universe. Let sq represent the number 
of individuals in the i - th set that belong to the j - th stratum. 
Let di be the observed number of successes which occur in the 
i-th set. Then if each set be supposed to have arisen by unres¬ 
tricted random sampling from the same stratified universe in 
such a manner that the mean probability of drawing a success 

(1) Ristz, H. L., Mathematical Statistics (Carus Monograph 3). See 
page 152. 


n 
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in any one trial is P, we have from the corollaries to Theorem 2 
that Si P and Si P Q are the expected number of successes and 
the variance in the number of successes respectively for repeated 
samples of s<. Take 

(12) U = , where s, = S, s, 7 

and let 

(13) L\ = 1 /» L\ . 

It may be noted that is the analogue of the square of the Lexis 
ratio defined above. 

On the other hand, if each of the n sets be supposed to have 
arisen by stratified random sampling, we have by the corollaries 
to Theorem 1 that S,- s, 7 pj and S/ s, 7 pj qj are the expected number 
of successes and the variance in the number of successes respecti¬ 
vely for repeated samples of the i - th set. Now take 


(14) 
and 

(15) 


s '7 Pi 

(S# sn pi qj) 1 '* ' 


L\ = 1 jn Si l\ . 


Again we may state that IJ 2 is the analogue of the squared Lexis 
ratio. 

It seems fairly obvious that if the n sets did actually arise 
as unrestricted random samples, n a large number, then L*, will 
not differ greatly from unity, and if they arose as stratified ran¬ 
dom samples then U 2 will be approximately one. What we need 
further to make these measures available as tests of the respect¬ 
ive hypotheses is the variance and distribution of L*i and Z.% for 
repeated samples of n sets. While we do not know the exact 
distribution of either of these two measures the following con¬ 
siderations yield a useful approximation. 

It has been shown in Theorems 1 and 2 that for repeated 
samples of Si, the number of successes is distributed according to 
(P + Q)'i for the case of unrestricted random sampling and ac¬ 
cording to II,- (pi + qj)'ij for the case of stratified random sampling. 
It seems reasonable to assume that the distribution of relative 
frequencies in such composite populations as are represented by 
the terms of the expansions of these two expressions are nearly 



enough normal, as indicated by the classical theorem of Pois¬ 
son (i), to justify the use of the Helmert formula (2) for the 
distribution of variance of the deviations from the population 
mean in the numerical applications which follow. Making this 
assumption the problem of finding the distribution of and L\ 
becomes merged into the single problem of finding the distribution 
of 

/_£\ _ i/m S (x, — MY 


in samples of n, where the variate x is subject to the normal law 

l jx-M)* 

(17) /(*)=—7=« 2o * 

<T y 2 7C 

The distribution of w, or of functions similar to w, is well 
known and has been found by several writers. As has already 
been noted, Helmert is probably entitled to credit for being the 
first writer to find the distribution of this function. A detailed 
account of his work is given by Czuber (3). Student (4), Fisher 
(5), Pearson (6), and Romanovsky (7) have also studied the 
distribution of w and similar functions. Because of this well 
known character of the distribution no proof will be presented 
here. However, we note that 


(18) 


gives to within infinitesimals of higher order the probability that 
w will lie between w and w + d w. 

At this point it should be noted that in computing the Lexis 
ratio from observed data we do not usually know the probability 


(1) cf. Czuber, E. W ahrscheinlichkeitsrechnung , Erster Teil , (1914), 
pp. 120-140 and 173-180. 

(2) Helmert, Astron. Nach., Band 88, No. 2096-97 ; also ibid. 
Band 85, No. 2039. cf. Czuber, E., Beobachtungsfekler, pp. 147 ff. 

(3) Czuber, E. Beobachtungsfekler , pp. 147 ff. 

(4) Student, The probable error of the mean , Biom. v. 6, (1908-09), 
PP- 1-25- v 

(5) Fisher, R. A. Frequency distribution of the correlation coefficient. 

Biom., v. 10, (1915), pp. 507-521. , 

(6) Pearson, Karl, Biom., v. 10, (1915)* PP- 522-529. 

(7) Romanovsky, V., On the moments of standard deviations and cor¬ 
relation coefficients . « Metron », v. 5 (1926), No. IV, pp. 3-45. 
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of success in a single trial. We therefore generally accept the 
relative frequency of success in the total number of trials in the 
n sets of observations as an approximation to the probability, />, 
and are therefore dealing not with true errors, but with apparent 
errors, which are sometimes called «residuals» in English, or 
«erreurs apparentes» in French and «scheinbaren Fehler» in 
German. Helmert (1) has likewise given the distribution func¬ 
tion of a sum of squares of such residuals where the original de¬ 
viations follow the normal law. If we define 

(19) Wi = —--- 

where x is the sample mean, then Wi can be shown to be distributed 
exactly as is w, with the sole exception that in (18) n must be 
replaced by w-i. 

It should be further noted that in (19) we have used the 
population variance for the denominator while in practice this 
must also be estimated from the data at hand. Strictly speaking, 
therefore, the distribution in which we are interested will not 
follow that of w or w Xt but will be more like that of Student's z 
or Fisher's t function. However, in the applications we wish to 
make of the distribution function of L 2 , the number of items upon 
which the relative frequency of deaths, ^>', is based is so large 
that we may assume that sp' q' relates to an infinite supply wi¬ 
thout making any material error. Then the problem of the di¬ 
stribution of L 2 is that of the distribution of the mean value of 
independent squares of residuals expressed in units of the popu¬ 
lation variance. Hence, we write L 2 X — w and also L 2 2 = w and 
accept (18) as giving a suitable approximation to the distribution 
of both these measures with, the condition that n be replaced by 
w-i when an estimated probability is used instead of a true pro¬ 
bability (2). 

If now the transformation 

(20) t — \J 2 jn n (w — i)/2 , a/2 = \J 2/n 
be made in (18), the result will be 

(1) cf. Czuber, E., loc. cit. 

(2) R. A. Fisher has stated that the squared Lexis ratio is distributed 
as in Chi-square. Sec Statistical Methods for Research Workers. Fourth 
Edition, p. 82. It is possible that he reached that conclusion by reasoning 
similar to what has just been given. 
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which is exactly the form of the Pearson Type III curve tabulated 
by L. R. Salvosa (i). By making use of this simple trasforma- 
tion it is possible to employ the tables given by him to test the 
significance of the deviation of w, and hence of L* x and L * 2 
away from its expected value of unity. 

In all that has been done thus far in this section it has been 
assumed that composite populations such as those with which we 
are dealing are approximately normal. In order to throw some 
light on the size of the samples involved in our thinking, the 
value required to make almost sure a prescribed degree of approach 
of a normal law to a simple binomial population may be approxima¬ 
ted as follows, if we accept the deviations of fh, from zero and 
of p 2 from three as measuring the departure of the binomial from 
the normal. For the binomial distribution we have that 


( 22 ) 


4 P <1 


sfiq 




I 6 

sp q s 


Suppose we. wish to have Pi k lt | p 2 — 3 1 <; k a where ki and k a 
are previously chosen positive constants. Then we must satisfy 
the two conditions 


(23) 


k 


v 'l 


Till k^l 1 2 

sfq \ 


From these inequalities, we obtain 

1 — 4 pq 


(24) 




k { pq 


& « 


— kpq\ 

spq 


— bpq\ 

hpq 


respectively, and if we choose the greater of these two values of 
s obviously both conditions will be satisfied (2). 

Before going on to section three, an example of the use of 
w will be given. The following data, Table I, represent a coin 


(1) Salvosa, L. R. Tables of Pearson's Type Ill Function , Annals 
of Math . Stat.y v. 1 (1930), pp. 191-98 and appendix. 

(2) As an illustration of the above applied to death rates, suppose 
p = .01, q = .99 and that we wish to have k x = k t = .01. Solving for 
s gives us 9700 and s j> 9940. Clearly if s 10000, the required 
degree of approximation will be attained. This is about the size of the 
populations used in the third section. 
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tossing experiment in which seven coins were tossed a total of 
128 times. The probability of obtaining a head in any one toss 
of a single coin is assumed to be one-half. 


Table I 


Number of heads. 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

L* 

X* 

Theoretical Frequency . . 

1 

7 

21 

35 

35 

21 

7 

1 



Observed, Sample i ... 

0 

6 

17 

36 

42 

18 

9 

0 

.857 

3 • 244 

Observed, Sample i ... 

0 

10 

25 

34 

28 

24 

7 

0 

1.036 

3.244 

Observed, Sample 3 .... 

0 

10 

25 

3 ° 

30 

24 

9 

0 

1.271 

3-244 


Sample 1 gives the frequency of an actual tossing experiment, 
samples 2 and 3 are arbitrarily chosen frequencies which might 
have arisen from such an experiment and are used to illustrate 
a point to be made a little later. Now using p = q = %, we 
obtain w — L 2 = .857 for sample 1. This is then a case of sub¬ 
normal dispersion although we know that it should actually re¬ 
present a sample from a Bernoulli population. Transforming from 
w to / by means of formulas (20) we find t = -1.14, a/2= .125. 
Entering Salvosa’s Tables with these values, we find the proba¬ 
bility of securing a value of t less than or equal to that actually 
found to be P = .128. That is, about once in eight times we 
would expect to find, as a random sampling fluctuation, sub¬ 
normal dispersion as great or greater than that found in this sample. 

That the Chi-square test does not give exactly the same in¬ 
formation about a sample as does the squared Lexis ratio w, is 
shown by considering the data for all three samples in Table I. 
If we follow the practice of grouping the two end classes at each 
end of these samples into a single class, we will get the same 
value of Chi-square for each of these samples, namely, X*= 3.244. 
Hence, judged by this test, each of the three samples is an equally 
good approximation to the theoretical distribution. However, 
the squared Lexis ratio differs widely in the three cases, for 
it is .857 in sample 1, 1.036 in sample 2 and 1.271 in sample 3. 
Sample 2 has almost normal dispersion while sample 3 has deci¬ 
dedly super-normal dispersion. The probability of finding a 
value of U equal to or greater than that actually found is P — .379 
for sample 2 and P = .018 for sample 3. Judged by this test, 
it appears that sample 2 is much more likely to appear as a ran¬ 
dom sampling fluctuation that either samples 1 or 3. 

It should be noted here that the two tests, X s and w, are not 
antagonistic nor do they contradict one another. They do not 





give the same results when applied to a sample because they 
measure different characteristics of the sample. One, X 3 , mea¬ 
sures the departure of the sample frequency away from the theore¬ 
tical frequency; The other measures the departure from the 
expected value of the variance or dispersion of the sample. It 
ought to be added that the X 3 test can probably be used for a 
wider variety of purposes than the Lexis ratio. The latter, 
however, seems better suited to our present purpose. 

Section 3. We will consider now the application of the 
above theory to the analysis of the general death rates of the 
rural population of the state of Iowa, United States of America. 
Data (1) for the years 1925 to 1929 inclusive are used. This 
selection of data was made because it was believed from a priori 
considerations that the rural parts of the population of Iowa 
would show many characteristics of homogeneity which would 
be absent in other data, especially if data for both rural and 
urban districts were included. There is a total of ninety-nine 
counties in Iowa with an average rural population of about 18000, 
the inhabitants of all cities of ten thousand or over being not 
included. Data from but ninety-five counties were used ; four 
counties were excluded because they contain state institutions 
such as hospitals for the insane, the deaths of the inmates of 
which are not separately reported. Consequently, the general 
death rates of these counties were excluded because we did not 
know how to make a correction for this factor. 

Before applying the methods of the preceding section the 
remaining ninety-five counties were grouped into nine geogra¬ 
phical districts ; each district consists of ten or eleven counties 
and represents approximately one ninth of the state’s area and 
population. These districts were numbered consecutively from 
south-east to north-west ; Districts I, II and III form the eastern 
third of the state from south to north ; Districts IV, V and VI 
run from south to north in the central third of the state ; while 
Districts VII, VIII and IX in like manner form the western third 
of the state. 

(1) These data cannot be reproduced here. They may be found in 
the various publications of the Bureau of the U. S. Census, Washington, 
D. C.. See especially the annual « Mortality Statistics », the « Birth, Still- 
Birth and Infant Mortality Statistics * and the « Population Reports for 
the 1 yth General Census » (1930). 
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In Table II we have the data for these nine districts arranged 
to test the hypothesis that the general mortality rates of these 
districts differ from each other by no greater amount than can 
reasonably be accounted for by random sampling fluctuations. 
The « probability » of death upon which the theoretical number 
of deaths is computed for each district is the mean general mor¬ 
tality rate for all nine districts. Population estimates are taken 
from the Census of 1930 and the observed number of deaths is 
for 1929. 

The final column of Table II is computed from formula (12). 


Tabj.e II 


District 

. Population 

Observed 
Number of 
Deaths 

Theo¬ 
retical 
Number 
of Deaths 

Diffe¬ 

rence 

Difference 

Squared 

spq 

4 

I . 

I 3934 I 

1542 

1320 

222 

49284 

1308 

37.68 

II. 

‘ 21175 * 

2164 

2007 

157 

24649 

I(>88 

12.40 

Ill. 

197039 

1925 

1867 

58 

3364 

1850 

1.82 

IV. 

189561 

1981 

1796 

185 

34225 

1779 

19-23 

V. 

246703 

2145 

2338 

-193 

37249 

2316 

16.09 

VI. 

180739 

1569 

1713 

-144 

20736 

1697 

12.22 

VIII. 

169361 

| 1715 

1605 

no 

I2IOO 

1590 

7.61 

VII. 

209683 

1839 

1987 

-148 

219O4 

1968 

II .13 

IX. 

160387 

1273 

1520 

-247 

61009 

I 5°5 

40.52 

Totals . . . 

1704565 

16153 

16153 

0 



158.70 


Its total, 158.70, divided by eight, gives the value of L\ to be 
19.84. Transforming this by means of formulas (20), we get the 
necessary entries to Salvosa’s Tables to be / = 37.68, a/2 = .5. 
This value of t is beyond the range of the tables, hence we con¬ 
clude that it is highly unlikely that the general death rates of 
these nine districts differ by no more than random sampling 
fluctuations (1). 

(1) The same conclusion is reached if we consider each of the ninety 
five counties alone as a district instead of grouping them as above. The 
data cannot be given here but the results are: a/2 = . 146, i — 19.14, 
which value of t is also beyond the range of the tables. 
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An interesting observation about the geographical distribu- 
tion of death rates over the state may be made from Table II. 
It can be seen there thtit the districts having negative differences 
between actual and theoretical death rates are in the north and 
north-western part of the state, while those whose observed num¬ 
ber of deaths exceed the theoretical number are in the south and 
south-east. This fact suggests that there may be a systematic 
variation in general death rates across the state from south-east 
to north-west, due perhaps to some characteristic of the popula¬ 
tion which likewise varies in this manner. 

As a partial check on the theory suggested in the sentence 
above, the correlation coefficients between the general death rates 
for successive years and like-wise between the birth and death 
rates for the same year were computed and are given in Table III. 
These coefficients are too small to be of any particular value for 
prediction purposes but they are large enough when compared to 
their probable errors to be considered significant. The negative 
character of the correlation between birth and death rates sug¬ 
gests that age distribution may be the characteristic differentiat- 

TABLE III 

Correlation coefficients for the rural parts of 95 Iowa counties 
Between death rates for Between birth and death rates 

successive years. for the same year. 


Years 

r 

Year 

r 

1923-24 

.63 ± .04 

1924 

-.26 ± .07 

1924-25 

•58 ± -05 

1925 

-•33 ± 06 

1925-26 

.41 ± -06 

1926 

-.38 ± .06 

1926-27 

.64 ± .04 

1927 

-•25 ± .07 

1927-28 

•50 ± -05 

1928 

-.15 ± °7 

1928-29 

•52 ± -°5 

1929 

-.48 ± *°5 


ing these populations since a high death rate and a low birth 
rate usually accompanys an aged population with the opposite 
true for a young population. 

The data of Table IV are arranged to test the hypothesis 
that the general mortality of the nine districts considered before 
differs significantly because the districts differ significantly with 
respect to the age distribution of their inhabitants. To test this 
hypothesis, we recognize that the population of each district is 
composed of individuals who fall into different age strata and 
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that the proportional numbers of persons in each age stratum 
varies from district to district. After correcting the npmber of 
deaths expected to* occur in each district fof this age stratification, 
we inquire whether or not the remaining variation in general 
death rates between districts can reasonably be accounted for 
by the hypothesis of chance fluctuation. 

To make the correction mentioned above, a specific probability 
of death, pj , is computed from the data at hand for each age 
stratum into which the populations-are divided in such a manner 
that the number of deaths expected in the state is the same as 
the observed number. The number of deaths expected in the 
i-th district is then E ( D ,*) = S/s,,* Pj , where s, ; - is the number of 
persons in the j-th stratum of the i-th district. In computing 
pj for Table IV age strata data for the several counties were taken 
from the 15 -th General Census (1930), while the deaths within 
each stratum were for 1929 (1). 


Tabi e IV 


District 

Observed 
Number of 
Deaths 

Expected 
Number of 
Deaths 

Difference 

Difference 

squared 

1 

s..p. q. i 
*7 7 7 , 

'? 

I. 

i.S-H 

1 

| ! 

I500 ^ 

! 

4 -' 

‘764 

i ! 

1 

14-4 

r.24 

II. 

2164 

2(>6i 

io 3 

I0609 

1786 

5-94 

Ill . 

iy-25 

1944 

19 

361 

I85I 

. 20 

IV. 

1981 

I f)61 

20 

4OO 

1794 

. 22 

V. 

21 45 

225O 

- 1 <>5 

IIO25 

2062 

5-35 

VI. 

1569 

I606 

-37 

1 369 

1476 

•93 

VII. 

1715 

I638 

77 

59*29 

1769 

3 * 3 ° 

VIII. 

I «39 

. 1837 

2 

4 

1689 

.00 

IX. 

* 2 73 

1356 

-*3 

6889 

!294 

5 - 3 2 

Totals . . . 

16153 

16153 




22.50 


(1) It should be mentioned here that the age strata which we were 
compelled to use, since no other was available, are not very favorable to 
our analysis especially since all persons over seventy-five years of age were 
grouped into one stratum. No correction could be made, therefore, for 
variations among the districts within this age stratum, although it was 
knows that such variation existed and did materially affect the number 
of deaths which occurred. 













The last colum of Table IV was computed from formula (14). 
The total of this column, 22.50, divided by eight, gives us the value 
of w — l ? 2 = 2.81. Transforming this by (20), we have a/2 = 1/2, 
t — 3.62. Referring to Salvosa’s Tables with these entries we 
find the probability of securing a value of t equal to or greater 
than this by chance to be P — .002. The odds are strongly against 
the hypothesis that all variation except that due to chance fluc¬ 
tuation, is due to the age stratification of the population of the 
several districts. However,.the decrease in these odds from those 
of Table II is considerable and we feel justified in concluding 
that the variation is due at least in part to age distribution (19). 

Finally, we note that, in the analysis of data like those we 
have been considering, if there are k distinct quantitative factors, 

F 1( .F», (such as age strata) each of which has an effect 

upon the relative frequency of death, then it is possible to think 
of the universe from which the separate populations are presu¬ 
mably drawn as being stratified on the basis of each such factor. 
The universe would thus be distributed into cells, so that each 
individual in a given cell could be said to fall, on the basis of factor 
Fi, within the limits Fi to Fi + d Fi. Now if it be possible to 
assign to each such cell a definite relative frequency (or « proba- 
ability») of death, then it will be possible to consider the effect 
of stratification on the basis of one factor alone or on the basis 
of any combination of such factors by adding together the fre¬ 
quencies in the cells and by determining the mean probabilities of 
death for such sums. The analysis necessary for the consideration 
of stratification on the basis of several factors does not differ from 
that already considered for one factor, since the only change that 
needs to be made is to provide for a larger number of strata. 
Theoretically, therefore, it will be possible to consider the effect 
of stratification successively on the basis of more and more factors, 
until all variation except that which may reasonably be due to 
chance fluctuation has been eliminated. Thus it would be possible 
to state that a group of populations differs with respect to general 
death rates of its members because they differ by more than can 
reasonably be ascribed to chance with respect to certain of the 


19) Application of the above methods to the data when the counties 
are not grouped into districts gives a/2 = . 146, t — 5.48. This value 
of t should be compared with that of note (17). 




factors, Fi. Practically, it will nearly always be impossible to 
carry out such an analysis, first, because adequate data for consi¬ 
dering the effect of stratification on any other basis than age usually 
does not exist, and second, because it is probably true that many 
of the factors affecting the relative frequency of death are not 
quantitatively measurable. 


The University of Iowa, Iowa City, Iowa 



NECROLOGIO 

Harold Ludvig Westergaard 1853 - 1937 . 


La nostra rivista ha perduto quest'anno in H. L. Westergaard 
il decano del suo comitato direttivo, uno dei suoi piu venerati collabora- 
tori. 

Alla famiglia del « Metron » egli apparteneva sin dal 1923 quando il 
suo nome b cominciato a figurare appunto fra i membri del comitato 
direttivo, dal terzo volume. In 4 Metron» collabord con il lucido studio 
On Periods in Economic Life (Vol. V, I-1925), nel quale tenta di ricon- 
durre ad una estrertia semplicita di metodo le ricerche intomo ai movi- 
menti economici chc particolarmente gli americani Moore e Persons pa- 
reva avessero inutilmente ingombrato con complicate elaborazioni mate- 
matiche. 

Pcrchd il Westergaard in tutta la sua attivita statistica, pur rive- 
lando un pieno possesso della matematica, mostra, forse percid appunto, 
di preferire i piti semplici procedimenti aritmetici quando giA questi rie- 
scono a mettere in evidenza i caratteri essenziali del fenomeno studiato; 
ed anchc nel dominio della teoria pura non trascura mai l’applicazione e 
l’esempio. 

Tre sono le opere del Westergaard che ancora oggi formano oggetto 
di consultazione: 

Die Lehere von der Mortalitat und Morbiditdt , pubblicata a Jena nel 
1882 col motto « Observations et numerandae et perpendendae» (una 
seconda edizione fu fatta nel 1901). 

Die Grundzuge der Theorie der Statistik , pubblicato a Jena nel 1890 
(una seconda edizione tedesca ebbe luogo nel 1928, oltre a tre edizioni in 
danese); 

Contributions to the history of Statistics , pubblicato a Londra nel 1932. 

In una prima parte dei suoi fondamenti della statistica il W. pone 
a base della metodologia lo schema del calcolo delie probabilitA; in una 
seconda tratta delle applicazioni del metodo alio studio della popolazione, 
alia statistica economica, alia tecnica delle assicurazioni; nella terza in- 
fine traccia le prime linee di una storia della statistica, che poi si sviluppa- 
rono nel succitato volume Contributions to the history of Statistics. 

Nel trattato sulla mortality e la morbilitA il Westergaard fa ancora 
precedere alle sue indagini antropologico-statistiche un'esposizione teorica 
probabilistica con particolare riguardo ail’errore medio, del quale fa anche 
una larga applicazione nel campo demografico. 

Ma il libro che si legge con interesse, ricco di notizie e di nomi, chiaro 
nell’esposizione, b la storia della statistica. In essa il W. parte dalle prime 
opere di Francesco Sansovino e di Giovanni Botero del secolo xvi per 



arrivare alle ultime decadi del secolo xix, quando cominciarono ad affer- 
marsi quei grandi progressi tecnici ehe facilitarono, piu che pel passato, 
la raccolta accurata di vasti materiali statistici ed aprirono la via all'a- 
nalisi quantitative dei fenomeni sociali tanto in onore ai nostri giorni. 

Forse l’opera del Westergaard ci appare un po* troppo fredda, dove 
raramente si ritrova il calore del contributo personale ; forse lo si sente 
alquanto assente dai problemi che agitano I’ora presente ; egli resta tut- 
tavia una eminente figura rappresentativa di un periodo glorioso per la 
nostra disciplina. 

H. L. Westergaard fu professore per oltre otto lustri nell’ Univer¬ 
sity di Copenhagen, dopo essere stato impiegato nell’Istituto statale da- 
nese delle assicurazioni sulla vita. Membro di numerose society scientifiche 
ed economiche danesi ed internazionali, apparteneva dal 1902 all’Istituto 
Internazionale di Statistica e nel 1934 a ^ a Sessione di Londra, circondato 
da grande venerazione da parte di tutti i presenti, fu calorosamente salu- 
tato da Armando Julin l’attuale Presidente dell’Istituto. 

Oltre alle opere citate ricorderemo ancora di lui le seguenti: 

La mortalitd nelle campagne (in danese, in collaborazione con M. Rubin) 
del 1886 ; 

La statistica dei matrimoni (in danese, in collaborazione con M. Rubin) 
del 5890 ; 

Vantica economia nazionale e le sue inter pretazioni sociologiche (in danese) 
del 1896 ; 

U intro duzione alio studio dell* Economia Nazionale (in danese) del 1897 ; 
Uinfluenza delValcoolismo sulla durata della vita (in danese) del 1910; 

Gli scopi ed i metodi della statistica (in inglese) del 1916 ; 

Lo sviluppo economico della Danimarca (in inglese) del 1922 ; 

Le statistiche demografiche dei paesi scandinavi e delle repubbliche del Bal- 
tico (in inglese) del 1926. 


G. Pietra 


Prof. Corrado Gini, Direttore responsabile. 


Roma - - Tipografia Ippolito Failli. 
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RENZO CISBANI 


Contributi alia teoria delle medie - II 


Nel numero precedente di questa rivista sono apparse sotto 
questo titolo due note relative ad argomenti appartenenti al 
campo delle medie. In questo numero vengono presentate altre 
due note (i): 

III. — Su una condizione necessaria e sufficiente perche una 
media ponderata potenziata di n quantitd sia sempre compresa tra 
il minimo e il massimo di esse. 

IV. — Sull’estensione del concetto di media aritmetica alle 
serie sconnesse. 


Ill — Su una condizione necessaria e sufficiente perchi una 
media ponderata potenziata di n quantity sia sempre com¬ 
presa fra il minimo e il massimo di esse. 

Sommario. — Si determinano le condizioni necessarie e sufficient 
perchS una media di potenze di n numeri, ponderata con pesi qualunque, 
sia sempre compresa tra il minimo e il massimo di quei numeri; il risul- 
tato 6 ottenuto in modo pressoch£ immediato, a differenza di quanto gik 
k stato conseguito, limitatamente al caso di una media ponderata sem- 
plice e alia sola condizione sufficiente, da altri autori. 


I. — Intendiamo per « media ponderata continua potenziata 
d'ordine «» (2) della funzione / ( t) integrabile, positiva e crescente 
nell’intervallo {a, b), la funzione del numero reale »: 


T(n) = 


'f\f(t)T®( 0 


d t 


/: 


e tog [/(/)]<*« 


per nffiO; Y (n) =e rt> 


J ®{t)dt 

ove 0 (/) 6 una funzione integrabile qualunque 


/: 




per n 


(1) Il dott. Renzo Cisbani mancava ai vivi il 12 marzo 1938, lasciando 
ultimata la nota III, sopra indicata, e lasciando appunti riguardanti Far¬ 
go men to della nota IV, che venivano poi riordinati dal dott. Guido Zappa. 

(2) Cfr. per questa definizione C. Gini, Di una formula comprenstva 
delle medie «Metron » Vol. XIII, n. 2, pag. 3. 




La funzione ¥ (n) b continua per qualunque valore di n, 
avendosi 


e (<)/»* [/(<)]<*« 

J* 

come si pu6 vedere facilmente ricordando la regola di derivazione 
sotto il segno d’integrale. 

Proponiamoci di cercare le condizioni necessarie e sufficienti 
perchfe una media continua ponderata e potenziata ¥ (»), nel 
senso ora detto, sia compresa fra il minimo e il massimo dei valori 
della funzione f (t) in base alia quale b definita. 

Dovri valere, se n^tO la doppia disuguaglianza: 


, /: 

l i m ¥ (w) = e 


f («) < 



<m 


(i) 


ed anche, se n > 0 

[f(*)rf*e(t)df<f'L/iQrewdtKvwrf'ewdt (ii) 

ove si 6 supposto J 0 (t) d t > 0, come b sempre lecito (i); la (II) 
equivale alle: 


f‘ {[/ (or -[/(«)]*) &(t)dt>o 


Applicando la formula generalizzata della media (2), si ot- 
tiene: 


J* {[/ w - [/ wrj ®(t)dt= jt/ (b)r - [/ wj I ' 1 © (t) d 

j [ {[/ m - u («)?j e ( t ) dt =| [/ (i)]» - [/ («)]») 0 ( t ) d \ 


(1) Se cid non fosse, basterebbe cambiare segno alia funzione 0 (/), 
per il che la Y (n) non altera il suo valore. 

(2) Cfr. Goursat, Cours d’Analyse. Tome I, pag. 184. La formula b 
anche nota sotto il nome di teorema di Bonnet. 
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ove , ^3 sono convenient valori interni all'intervallo {a , b) 

legati dalla relazione / 0 (t) d t = 0 che si deduce immediata- 

Jvi 

mente dalle due equazioni precedenti. 

Le condizioni necessarie e sufficienti per la validity della (I) 
sono quindi: 

ffc 


j^@{t)dt> 0 J* 0 (t) 


d(> 0 


(IV) 


Se n < 0 oppure n = 0, un ragionamento perfettamente 
analogo al precedente porta ancora a concludere che le (IV) sono 
condizioni necessarie e sufficienti per la validity della (I). 

Le IV possono anche ridursi, notando che £ sempre 


alia, seguente 


j 0 d t 4- f @dt=f@dt 

J a J J a 

j b @dt> J U Odt> 0. 


(IV') 


2. — II passaggio dalle medie continue alle medie discrete, 
6 pure pressocchd immediato, se si usa un particolare artificio, 
che ora esponiamo (i). 

Intendiamo per «media ponderata potenziata d'ordine n » 
di k quantita x x , ... , x% disposte in ordine crescente e positive, 
la funzione continua del numero reale n (2) 


O(n) 


2 Xi pi 
»=1 

k 

S Pi 

. t=i 


k 

5 pi 
•=1 


per n ^ 0 ; O (n) = yxfi . . . per n = 0 


ove i pi sono numeri qualunque. 


(1) Cfr. Steffensen, On certain inequalities and methods of appros- 
simations . «The Assurance Magazine» 1919, pag. 275. 

(2) La funzione < 1 > (n) & continua, per gli stessi motivi precedentemente 
esposti per la T (n). La forma di G> (n), proposta dal Dunkel, d 4 luogo a 
interessanti generalizzazioni nel campo continuo ; vedasi la mia nota i a 
Su alcune medie continue di questi Contributi alia teoria dells medie « Metron 
XIII, n. 2». 
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Supposto n > 0 poniamo 

a = i /(/) = #< 

b = k + i‘ 0 (/) = pi 

per f variabile nell’intervallo (t, * + i). 

£ allora: 


<I> (») = 


/ '*+x 

. 1 





d t 


e quindi condizioni necessarie e sufficienti perchfe valga la disu- 
guaglianza x x < O (») < x k (V), poich6 x x = / (i), Xk = f (k + i), 
sono ancora le (IV). 

Le (IV) possono ricondursi a somme eseguendo Tintegra- 
zione dei primi membri: se oc x 6 il massimo intero minore di 5ii 
il minimo intero maggiore di esse divengono 


S pi + p ai (^i — cti) > 0 E pi + Pot-i (&2 — ^ 2 ) ^ 0 (VI) 

t*i *=03 


od anche 

S* Pi > “ l 2 1 Pi + A* ( 5 i - «i) > 0 (VI') 

»=i »=i 


Le stesse condizioni valgono anche per n < 0 . 

Le (IV) (VI) non sono, in generale, di utility pratica, essendo 
impossible determinare i valori 5i»senza particolarizzare la 
funzione f (t). 

Possiamo perd enunciare un criterio sufficiente per la validity 
di (I) e rispettivamente, di (V), nelle disuguaglianze 

f‘&(t)dt> 0, J b ®{f)dt> 0 (VII) 

che devono valere per ogni valore di tin [a, b) e, rispettivamente 

i p t > o, s pi >o (viii) 

che devono pure valere per ogni valore intero di q in (i ,k). 
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Le (VII) e (VIII) possono ridursi rispettivamente alle 


0< j‘ ®(f)dt< j b ®(t)dt 

(IX) 

q k 

0< S pi< S pi 

1 1 

(X) 


condizioni, queste, di semplice applicazione, e gii determinate da 
L. Steffensen e L. Bonferroni in un caso particolare (i). 

Piccole modifiche al ragionamento precedente sono necessarie 
per trovare che anche le disuguaglianze 

P 1 © W [/ (t)T dt> o r 0 (0 [/ (*)]» 4 / > 0 

J « J 5 a 

sf fi x n i + fo, x\ (lx — «i) > 0 S pi x H i + (a 2 —y > o 

1 ao 

ove * «i, a 2 conservano lo stesso significato prima assegnato 
a 5i, 1 <*i» » sono condizioni necessarie e sufficients perchfe 

valgano, rispettivamente le (I), (V). 


(i) Steffensen, Loc . ci/. ha determinate quella condizione sufficiente 
come parziale risultato ottenuto nella dimostrazione della nota disugua- 
glianza di Jensen per pesi qualunque ; il procedimento & analiticamente 
complicato, ma esatto. 

L. Bonferroni, Medie dedotte da funzioni concave . « Giornale di Mate- 
matica Finanziaria» 1927, mentre mediante una semplice interpretazione 
meccanica del problema determina molto piti rapidamente la stessa disu- 
guaglianza, propone le (IX), (X) come condizioni necessarie oltre che 
sufficient, per la validity di (I), (V); il che 6 inesatto, come chiaramente 
risulta dalle considerazioni fatte nel testo. La dimostrazione che il Bon¬ 
ferroni fa della necessariet 4 delle (IX), (X), sia nel caso continuo che nel 
caso discreto, non 6 affatto convincente. Il Bonferroni aggiunge che per 
particolari gruppi di x% possono valere le (V) senza che valgano le (X): 
il che sembra mostrare che egli stesso non d convinto della necessariet 4 
almeno della (X). 

Si noti anche che, per il caso n = 1, non 6 necessario supporre negli 
sviluppi del testo, che / (/), o rispettivamente X{, sieno positivi; e che, per 
gli altri casi, si possono dare, volendo, condizioni di validity piti late sul 
segno di / (*) o 
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Ne deriva che le disuguaglianze: 

f a © w [/ wr dt>j l Q{t) [/ (*)]» d t > 0 (XI) 

S pi *"< > S pi x n i > 0 (XII) 

i i 

sono sufficient! ad assicurare la validity della (I) o rispettivamente 
della (V), ed indipendenti dalle (IX) e (X). 


Applicazioni. 

Medie ponderate con pesi non tutti dello stesso segno sono 
quelle considerate da Francesco Giglio nel lavoro Fenomeni de- 
mografici in Italia secondo Valtimetria (« Pubblicazioni della 
University Cattolica del Sacro Cuore. Serie ottava: Statistica 
Vol. VII, pp. 337-391») e da lui chiamate Altitudini medie teoriche 
di eccedenza naturale e Altitudini medie teoriche di incremento della 
popolazione. Scelto un intervallo di tempo (che nel caso conside¬ 
rate dal Giglio £ 1 ’intervallo 1881-1901) si intende per altitudine 
media teorica di eccedenza naturale per una data regione la media 
aritmetica delle altitudini delle frazioni piu popolose per ciascun 
comune, altitudini ponderate secondo la differenza tra il numero 
dei nati e quello dei morti deb comune in quel dato intervallo. 
Si intende invece per altitudine media teorica di incremento della 
popolazione la media aritmetica delle altitudini delle frazioni pifi 
popolose dei singoli comuni, altitudini ponderate secondo la diffe¬ 
renza tra la popolazione finale e quella iniziale del comune. 

Non sempre capita che la somma di un numero qualunque 
di primi pesi, e la somma di un numero qualunque di ultimi 
pesi sia sempre dello stesso segno, e quindi c’h in tali casi la possi¬ 
bility che l’altitudine media teorica sia esterna al campo di varia- 
zione delle altitudini delle frazioni piu popolose dei singoli comuni 
nella regione considerata. 

Riportiamo qui 'i calcoli per la determinazione dell’altitudine 
media teorica di incremento della popolazione degli ex-circondari 
di Chiavari, La Spezia, Melfi relativamente al ventennio 1881-1901. 
I dati sulla popolazione presente sono ricavati dai censimenti 
del 31-12-1881 e del 9-2-1901. L’altimetria del centro principale 
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6 stata presa dal Dizionario dei Comuni del Regno deiristituto 
Centrale di Statistica del 1927 (1). 

Come si scorge subito dalle tabelle, la somma di un numero 
qualunque di primi pesi 6 sempre positiva in tutti e tre i casi, il 
che porta che sia necessariamente verificata la seconda delle dise- 
guaglianze (I) ossia che la media sia sempre inferiore al termine 
massimo, mentre la somma di un numero qualunque di secondi 
pesi non 6 sempre positiva in nessuno dei tre casi, e pertanto non 
6 detto che la media sia sempre superiore al termine minimo. 

I valori medi trovati sono — 1774,96 per l'ex-circondario 
di Chiavari, + 31,83 per l'ex-circondario di Spezia, e + 192,94 
per l'ex-circondario di Melfi. Gli ultimi due sono compresi tra il 
minimo e il massimo, mentre il primo e negativo, quindi inferiore 
al termine minimo. 


(1) Le divergenze tra i nostri risultati e quelli del Giglio sono dovuti 
alia diversa fonte per Taltimetria del centro principale. Per lo scopo esem- 
plificativo propostoci non era necessaria un’esattezza assoluta dei dati. 
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Ex-circondario di Chiavari. 


C O M U N I 

Altitu* 

dine 

Popola- 

sione 

presente 

x88x 

Popola- 

zione 

presente 

1901 

Incremento 

popolazione 

(pi) 

s ph 

A =1 

» 

^ Ph 

k—i 

Rapallo. 

2 

IO.I79 

10.765 

+ 586 

4* 586 

4- 590 

Chiavari. 

3 

II.94O 

12.5OO 

4- 560 

+ 1.146 

4- 4 

S. Margherita ligure 

3 

7.262 

7.169 

— 93 

+ 1.053 

— 556 

Moneglia.. 

' 4 

2.234 

2.423 

+ 189 

+ 1.242 

— 463 

Sestri levante . . . . 

4 

9-650 

12.039 

+ 2.389 

+ 3.631 

— 652 

Lavagna,. 

12 

6.975 

7.067 

+ 92 ! 

+ 3.723 

— 3 041 

Portofino. 

19 

1125 

912 

— 213 

+ 3.510 

— 3*133 

Zoagli. 

30 

3*039 

3*101 

4- 62 

+ 3.572 

— 2.910 

Carasco. 

3 i 

1-853 

I.717 

— *36 

+ 3.436 

— 2.982 

Casarza ligure. . . . 

34 

2.022 

2.132 

+ no 

+ 3.546 

— 2.846 

Cicagna. 

»7 

2.450 

2.410 

— 40 

+ 3.506 

— 2.956 

S. Colombano Cernetoli 

140 

4.146 

3*701 

— 445 

+ 3.061 

— 2.916 

Borzonasca. 

155 

4.236 

4.270 

+ 34 

+ 3-095 

— 2*471 

N6. 

186 

4-075 

4.006 

— 69 

+ 3-026 

2.505 

Cogorno. 

217 

3.804 

3.276 

-528 

+ 2.498 

— 2.436 

Castiglione Chiavarese. 

271 

2.300 

2.512 

+ 212 

+ 2.710 

— 1.908 

Favale di Malvaro. 

325 

1.726 

1.478 

— 248 

H- 2.462 

— 2. no 

Neirone. 

332 

3*149 

2.831 

- 318 

4- 2.144 

— 1.872 

Coreglia ligure. . . . 

I 340 

1.024 

762 

— 262 

4" x. 882 

~ 1*554 

Varese ligure. 

347 

7-556 

7.170 

— 386 

4- 1-496 

— 1.292 

Lumarzo. 

353 

2.978 

2.958 

— 20 

4- 1.476 

— 906 

Lorsica.. . 

370 

1.841 

1.660 

— 181 

4- 1.295 

— 886 

Orero. 

370 

I-45 1 

1.274 

— 177 

4- 1.118 

— 705 

Mocconesi. 

372 

2.227 

2.210 

— 17 

H- i.xoi 

— 528 

Mezzonego. 

426 

1.989 

2.031 

+ 42 

4 - 1 .143 

— 511 

S. Ruffino di Levi. 

450 

1.532 

1.459 

— 73 

4- 1.070 

— 553 

Maissana. 

570 

2.823 

2.532 

— 291 

4- 779 

— 470 

S. Stefano d* A veto . . 

1.017 

5.280 

5091 

— 189 

4- 590 

— 189 





















II. 


Ex-circondario di La Spezia. 


C O M U N I 

Altitu- 

dine 

Popola- 

zione 

presente 

x88x 

Popola- 

zione 

presente 

X90X 

Incremento 

popolazione 

(pi) 

2 Ph 

A 5=1 

,i p ‘ 

La Spezia. 

3 

30.732 

65.612 

4 - 34*88o 

4 - 

34-880 

+ 51-849 

Barassola . *. 

6 

1.130 

I- 3 I 4 

+ 234 

4 - 

35 -H 4 

+ 16.969 

Levanto. 

II 

4.416 

4.817 

+ 401 

4 - 

35 - 5 I 5 

+ 16.735 

Deiva. 

13 


1.149 

-f- 80 

4 - 

35-595 

+ 16.334 

Monterosso al Mare. 

13 

1.823 

1.902 

+ 79 

4 - 

35-674 

+ 16.254 

Vernazza. 

1 18 

1.802 

I.988 

4- 186 

4 - 

35.860 

+ 16.175 

Sarzana. 

2 7 

9-845 

I2.I4I 

+ 2.296 

4 - 

38.156 

+ 15-989 

Lerici. 

3 7 

6.071 

9.026 

+ 2.955 

4 - 

41.hi 

+ 13-693 

Portovenere » . . . . 

37 


5.685 

+ 1.780 

4 - 

42.891 

+ 10.738 

Santo Stefano di Magra 

5 i 

2.183 

2.693 

+ 510 

4 - 

43.401 

+ 8.958 

Riomaggiore. 

55 

2.990 

3-331 

+ 341 

+ 

43-742 

4- 8.448 

Ameglia. 

80 

2.209 

2.885 

+ 676 

4 - 

44.418 

+ 8.107 

Areola. 

86 

5.018 

9.015 

+ 3 997 

+ 

48.415 

+ 7.431 

Bor ghetto di Vara. 

97 


1.584 

— 224 

4 - 

48.191 

+ 3*434 

Brugnato . 

141 


970 

4 - 32 

4 - 

48.223 

+ 3-658 

Riccd del Golfo di Spe¬ 
zia. 

145 


2.714 

4- 286 

+ 

48.509 

+ 3.626 

Castelnuovo di Magra . 

188 

3-194 

3-830 

+ 636 

+ 

49.145 

+ 3-340 

Rignone. 


1.144 

1.054 

— 90 

+ 

49-055 

+ 2.704 

Beverino. 

210 

2 -543 

2.614 

+ 7 i 

+ 

49.126 

+ 2.794 

Carrodano. 

212 

1.294 

i-M 5 

— 149 

1 

T“ 

48.977 

+ 2.723 

Sesta Godano . . . . 

232 

3.866 

3-856 

— 10 

+ 

48.967 

+ 2.872 

Polio. 

251 

2.511 

3.222 

+ 7 ii 

+ 

49.678 

4~ 2.882 

Vezzano ligure. . . . 

271 

3654 

5.338 

4 ~ 1 • 684 

+ 

51-362 

+ 2.171 

Ortonovo ...... 

283 


3.042 

+ 440 

+ 

51.802 

+ 487 

Framura. 

289 

I. 109 

1.151 

+ 42 

+ 

51.844 

+ 47 

Bolano.. . 

321 

I.898 

2.146 

+ 248 

+ 

52.092 

+ 5 

Carro. 

420 

1.779 

1-544 

— 235 

+ 

51.857 

— 243 

Zignago. 

475 

1-503 

1-495 

— 8 

+ 

51.849 

, — 8 
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Ex-circondario di Melfi. 


C O M U N I 

Altittt- 

dine 

Popola- 

sione 

presente 

x 88 x 

Popola- 

zione 

presente 

X90X 

Incremento 

popolazione 

(pi) 

*= t pk 

n 

S p h 

k—i 

Lavello. 

313 

6.288 

7-445 

-f I-I 57 

+ I - I 57 

+ 3- r 92 

Montemilone. 

330 

2.662 

3 -I 50 

4 - 488 

+ 1 *654 

+ 2.035 

Venosa. 

412 

8 # .oi4 

8-585 

+ 571 

4- 2.216 

+ x -547 

Rapolla. 

438 

3.246 

3-303 

+ 57 

4- 2.273 

+ 976 

Palazzo S. Gervasio. . 

483 

7.111 

6.941 

— 170 

+ 2.103 

+ 919 

Atella. 

500 

2-336 

2.384 

"h 48 

+ 2.151 

+ 1.089 

Melfi. 

531 

u.765 

14.649 

4* 2.884 

+ 5-035 

+ 1.041 

Maschito. 

595 

3-522 

3.226 

— 296 

+ 4-739 

— 1-843 

Barile. 

600 

3.884 

4-093 

4 - 209 

~r 4-948 

— 1 -547 

Ripacandida. 

622 

4-997 

5-409 

4- 412 

+ 5-360 

— 1.756 

Ruvo del Monte. . . 

630 

2.487 

2.703 

4- 216 

+ 5-576 

— 2.168 

Muro Lucano .... 

654 

8.679 

8.270 

— 409 

+ 5- i6 7 

— 2.384 

Rionero in Vulture. 

662 

11-383 

11.809 

+ 426 

+ 5-593 

— 1-975 

Bella. 

670 

5-132 

4.892 

— 240 

+ 5-353 

- 2.401 

Rapone. 

830 

1.979 

1.797 

— 1S2 

+ 5 -I 7 I 

- 2.l6l 

Forenza. 

836 

7-538 

6-347 

— 1.191 

+ 3 - 98 o 

~ 1-979 

S. Fele. 

862 

6.859 

6.341 

— 5 *% 

+ 3-462 

— 788 

Castelgrande. 

915 

3-307 

2.931 

- 376 

+ 3-086 

— 260 

Pescopagano. .... 

954 

3-740 

3-846 

4- 106 

+ 3 - x 9 2 

4- 106 
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IV. — Sull’e8tensione del concetto di media aritmetica alle 

serie sconnesse. 

i. E noto (i) che la pid naturale rappresentazione geometrica 
di una serie sconnessa di s modaliti si ha considerando un s-edro 
regolare in uno spazio ad s-i dimensioni, facendo corrispondere a 
ciascun vertice dell’s-edro una delle s modality, ed inline dando 
a ciascun vertice un peso pari alia frequenza’ della modality cor- 
rispondente. 

Per far cid £ conveniente considerare una s-upla di assi coor- 
dinati ortogonali fa , x t ,... , x s ) in uno spazio ad s dimensioni 
S,; ed usare, per la rappresentazione della nostra serie, l’s-edro 
che ha per vertici i punti di incontro dell’iperpiano di equazione 
S Xi = i con gli assi coordinati. H vertice generico di questo 
s-edro avr 4 per coordinate x x — 0 , x a — 0 ,. . . Xi—x — 0, = i, 

x i+ i = 0 , x s = 0. 

Converr 4 ancora dare ai vertici P, dell’s-edro come pesi, 
anzichd le frequenze assolute delle modality della serie, le corri- 
spondenti frequenze relative, che indicheremo con 

Ci proponiamo di estendere il concetto di media aritmetica 
alle serie sconnesse, seguendo il principio della conservazione 
delle propriety formali (2). 

Le tre piii importanti propriety formali della media aritmetica 
sono le seguenti: 


(1) Cf. Gini e L. Galvani, Di talune estensioni del concetto di media 
ai caratteri qualitativi. « Metron » Vol. VIII, n. 1-2, pag. 117. 

(2) I proff. Gini e Galvani nelFopera citata (*) p. 318, hanno esaminato 
la possibility dell’estensione del concetto di media aritmetica alle serie 
sconnesse mediante il principio di conservazione delle propriety formali. 
Essi, partendo dal punto di vista di non accettare l’introduzione di una 
modality fittizia nelle serie sconnesse se detta modality non avesse da cia- 
scuna modality effettiva distanza eguale alia distanza (fissa) tra due qua- 
lunque modality effettive, giungevano alia conclusione che 6 possibile 
estendere il concetto di media ai caratteri sconnessi soltanto per mezzo 
della conservazione della propriety : « Somma quadrati scostamenti eguale 
minimo >, e che in tal mo do si arrivava a definire come media aritmetica 
della serie il valore di massima frequenza. Il prof. Gini, perd, ripensava al 
problema, e notava che ci si poteva mettere da un diverso punto. di vista 
ed accettare l’introduzione di modality fittizie che non avessero distanza 
da tutte le altre modality eguale alia distanza tra due qualsiasi modality 
reali, ed indirizzava in questo senso l’autore di questa nota. 



*4 


i° La somma algebrica degli scostamenti dalla media arit- 
metica b nulla. 

2° La somma dei quadrati degli scostamenti dalla media 
aritmetica 6 un minimo. 

3° La media aritmetica b il baricentro dei pesi delle singole 
modality. 

Vediamo innanzitutto come convenga estendere il concetto 
di scostamento alle serie sconnesse. 

Lo scostamento di un carattere b da un carattere a in una 
serie rettilinea pub interpretarsi come un operatore che applicato 
ad a da b. Cosl, se b a = + 4, b — -f 9, lo scostamento b — a 
b un operatore, -f- 5, che applicato ad a = + 4» di b = + 9. 
In particolare, nella rappresentazione geometrica di una serie 
rettilinea, se A b il punto rappresentativo della modaliti a, e B 
il punto rappresentativo della modaliti b, lo scostamento di B 
da A pud essere rappresentato da un segmento orientato col primo 
estremo in B ed il secondo in A. Esso b in altri termini individuato 
da un numero (la distanza tra B ed A) e da un verso (quello da A 
verso B). £ quindi un operatore che applicato ad A ci di B, e pub 
anche considerarsi come un vettore in uno spazio ad una dimensione. 

Nelle serie sconnesse dovri pertanto considerarsi come sco¬ 
stamento di una modality b da una modaliti a un operatore che 
applicato ad a ci di b. E se facciamo una rappresentazione geo¬ 
metrica della serie in un s-edro, detto A il punto rappresentativo 
della modality a, e B il punto rappresentativo della modality b, 
si avr 4 che la rappresentazione geometrica dello scostamento dovri 
essere un operatore che applicato ad A ci d& B, che sari indivi¬ 
duato da un numero (la distanza tra A e B) una direzione (quella 
della retta A B) e un verso (quello da A verso B) ; vale a dire un 
vettore B — A nell’S*. 


Come quadrato di un vettore « si intenderi il quadrato del 

suo modulo, «*, vale a dire il prodotto scalare u x u, cosa che si 
fa sempre nello spazio ordinario. 

Pertanto la propriety, i° della media aritmetica va estesa alle 
serie sconnesse nel seguente modo : 

La somma vettoriale degli scostamenti dalla media aritmetica 
i nulla. 

Le altre due propriety si estendono senza modificarne 
l'enunciato. 
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Determiniamo ora le formule cui devono soddisfare le coor¬ 
dinate di un punto tale che la somma vettoriale degli scostamenti 
delle varie modality da esso sia 0, essendo le varie modality con¬ 
siderate ciascuna _col_suo peso. Siano x x , x 3 .. . , x, le coordinate 
di detto punto P. P dovr& soddisfare alia seguente equazione 
vettoriale 

fl(Pl-P) + f 3 (P>-P) + ■ ■ ■ +fs(Ps-P) =0 

i 

che si scinde nelle s seguenti equazioni scalari, cui devono soddi¬ 
sfare le coordinate di P. • 

fi (i — Xi) — /, Xi — u Xi — • • . — /s Xi =0 
— fiX 3 + f 3 (i —x 3 ) — f 3 x 3 — . . . — f s x 3 = 0 (i) 


— tl Xs — h Xs — ft X s — . . . + f s (I — X,) = 0 

ossia 

*iS/< = fi 

x 2 % fi — fi 

^ fi — fs 

ma S fi = i, quindi *i = A ,**=/*,...,*$= /*. Abbiamo cosl 
le coordinate del punto richiesto. 

Determiniamo ora un punto soddisfacente alia condizione: 
somma quadrati scostamenti — min. 

Le coordinate Xi ,x 3 , . ,x s di tale punto devono soddi¬ 

sfare alia relazione 

F {xi ,x 2 .... ,x s ) = h (*i — i) 2 + fi x a 3 + ... + fi x * s -f 
+ fa x*i + /* {x 3 — i) a + • • • + fi x s + ... + f s x 2 i + /* x s 3 +... 4- 

+ ft {x s — i) 2 = min. 

Un tale punto, se esiste, deve soddisfare alle equazioni che si 
ottengono eguagliando a 0 le derivate parziali della F, vale a 
dire, deve essere 

fi (Xi — i) + fa Xi + . . . + fs Xi = 0 
fi x% + /a (5j — i) + • • • + ft x 3 = 0 


fi x t + f% Xt + •. . + fs (x t — i) — 0 
Ma queste equazioni altro non sono che le (i), e pertanto il 





punto le cui coordinate rendono minima la F, se esiste, b il mede- 
simo punto P che rende nulla la somma dei quadrati degli scosta- 
menti. Un punto poi che rende minima la F esiste sempre, perchd 
essa d continua, e sempre positiva, quindi P soddisfa effettivamente 
a detta propriety. 

Si vede anche immediatamente che il baricentro dei punti 
Pi con pesi /< b il punto P di coordinate A , /g ; pertanto 

siamo portati a definire come media della serie la modality rappre- 
sentata dal punto P di coordinate A > A » • • • > A- 

2. Si consideri ora la quantity 




che ci da la distanza tra il baricentro e il centra di figura. 

Come si nota subito esso non b altro che lo scostamento qua- 
dratico medio percentuale della serie delle frequenze A; vale a 
dire lo scostamento quadratico medio assoluto delle frequenze 

diviso per la loro media aritmetica -i- . La quantity R, essendo un 

indice relativo della variability della serie delle frequenze, pud 
essere preso come indice della diseguaglianza di distribuzione della 
serie sconnessa. R £ 0 allora e solo allora che tutte le frequenze 


fi sono eguali, mentre prende il suo valore massimo 


■f-? 


allora 


e solo allora che tutte le frequenze /,• sono eguali a 0, meno una 
che b uguale ad i. 

-1/5 _ I 

Dividendo R per il suo valore massimo 1 / —-— si ha un indice 
relativo di diseguaglianza di distribuzione variabile tra 0' e 1: 


C = 




s 


s — 1 


Esso coincide con l’indice di variability relativo della serie 
delle frequenze che si ottiene dividendo lo scostamento quadra¬ 


tico medio assoluto per il suo massimo valore —• \/ s — z. 
3. Relazioni tra C , 1 S R , S S R . 


(1) C. Gini, Di una estensione del concetto di scostamento btedio e di 
alcune applicazioni alia misura della variabilitd dei caratteri qualitativi . 
«Atti R. Istituto Veneto. Tomo LXXVII parte 2 a (1917-18)». 



H prof. Gini, in una sua memoria (i) dava per le serie scon 
nesse il seguente scostamento semplice medio con ripetizione 

. _ l S R = 2 /< (i — /<) 

e il segue'nte scostamento quadratico medio con ripetizione 

= y/S/((i- /,)* 


S —— I 

Dividendo 1 Sr per il suo valore massimo - si ottiene un 

s 

indice di variability relativa, che possiamo indicare con 1 S' R . £ 
facile vedere che 6 -■ 

l S' R + C* = i. 

Infatti si ha 


s/< (i —A) s r)‘ ” 


+ f+ T)-rh( 1 —f)-‘- 


s ^ s 2 

Lo scostamento semplice medio delle modality della nostra 


serie dalla loro media aritmetica e dato dalla formula 


i 7 ) = s/ < i^-2/r+£/ 2 * 

i r k 

mentre lo scostamento quadratico dalla formula 

**I=|/SA (1-2/,-+ S/ 2 *) = V/I-SA 
Poichy y S /, (i —/,) = I — s /*<, si ha 

cioy il quadrato dello scostamento quadratico, *>), dalla media arit¬ 
metica coincide con lo scostamento semplice medio con ripetizione, 
cioy 1 S R . 

Per inquadrare lo scostamento 3 S R nelle formule ora poste, 
y opportuno ricorrere alia sua interpretazione geometrica. 

£ 

2 S* = v/S h(r-U)' 

cioy la media quadratica delle distanze tra i punti modality effet- 
tive e le proiezioni del baricentro sugli assi coordinati, proiezioni 
che son punti estemi all’s-edro, e quindi non rappresentano mo¬ 
dality fittizie accettabili. 

Di qui la difficolty che si incontra volendo esprimere *S R 
in termini degli scostamenti definiti a partire dalla media aritme- 



i8 

tica. Si pud solo stabilire geometricamente la diseguaglianza 
di scarso significato statistico. 

4. Significato delta media aritmetica per le serie sconnesse. — 
Nelle serie rettilinee, o nelle cicliche, la media non determina ne- 
cessariamente la serie; inlatti esistono infinite serie rettilinee 
che hanno una certa media. Cid non d nelle serie sconnesse; in- 
fatti noto il punto P, media della serie, sono note le sue coordinate 
fi, ossia le frequenze relative dei termini della serie, che d quanto 
dire la struttura della serie. II punto P pud quindi, oltre che come 
media, interpretarsi come punto rappresentativo della distribuzione. 

D prof. V. Castellano (1) ha esteso agli iperspazi la rappresen- 
tazione in coordinate triangolari, ed ha mostrato quale legame 
passa tra queste e la rappresentazione cartesiana. £ facile dedurne 
che il punto P, che per noi rappresenta la media aritmetica della 
serie sconnessa, d nello stesso tempo il punto rappresentativo 
della distribuzione nel sistema a coordinate triangolari esteso 
agli iperspazi, quando si faccia tale rappresentazione nell’s-edro 
che ha per vertici i punti d’incontro dell’iperpiano 2 = 0 con 

gli assi coordinati. 

D Prof. Gini (2) ha dato i seguenti indici di dissimiglianza 
per due serie sconnesse di s modalita ciascuna tra cui possa porsi 
una corrispondenza biunivoca : 

-f 211 (1) 

detto Indice lineare di dissimiglianza, e 

|/_i_ S (/',-/"<)’ (*) 

detto Indice quadratico di dissimiglianza 

Insieme all’indice (2) egli considera anche l’altro 

]/ -s(/',-r ,) 1 2 (3) 

(1) Vittorio Castellano, Ausdehnung der Dreickskoordinaten dar - 
stellung auf Hyperrdume « Archiv fur math. Wirtschafts- und Sozialfor- 
schung. Band. III. Heft 3 ». 

(2) C. Gini, Die Messung der Ungleichheit zweiev Verteilungen, etc . 

« Archiv fur math. Wirtschafts und Sozialforschung. Band III. Heft 3 *. 
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che rappresenta la distanza tra i due punti rappresentativi nel 
sistema a coordinate triangolari, prendendo come unit 4 di misura 
l’altezza dell’s-edro; come anche 

t/S (/',-/"<)* (4) 

che rappresenta la medesima distanza quando si prenda come 
uniti di misura la distanza dei vertici daH'origine (come abbiam 
fatto nei primi 4 paragrafi. V. Castellano (1) considera poi la 
formula 

|/_i_S (f ,-/"<)* <5) 

che rappresenta la medesima distanza quando si prenda come 
uniti di misura l’altezza dell’s-edro, e pud costituire un indice di 
dissimiglianza variabile tra 0 e 1. Tutti questi indici possono in- 
terpretarsi anche come distanze tra le medie 

Applicazioni. 

Consideriamo le serie sconnesse costituite dalla distribuzione 
della popolazione attiva secondo la professione. Limitiamoci ai 
seguenti paesi: Italia, Inghilterra con Galles, Stati Uniti, Svezia, 
Bulgaria. I dati sono presi dall’Annuario Statistico Italiano del 
1935, e ci danno le frequenze percentuali di ciascuna professione. 


PAESI 

Agricoltori 

Industrial! 

Comm. 

Banca 

H> 

Difesa del 
Paese 

Ammini- 

strazione 

pubblica 


Scrviri 

domestic! 

Altre 

profession! 

Totals 

Italia. 

46.3 

30,4 

8,2 

4,6 

0,8 

2,1 

3>3 

3 >i 

1,2 

100,0 

1 

Inghilterra e Galles. 

6,3 

36.9 

I 4»3 

8,7 

1,0 

0,6 

4,6 

n ,5 

l6,I 

100,0 

Stati Uniti. 

21,9 

30,9 

I 3»2 

7,9 

°>3 

1,5 

6,7 

9>4 

8,2 

100,0 

Svezia. 

0 

00 

28,7 

II. 4 

5-8 

1,2 

0,9 

4*5 


12,4 

100,0 

Bulgaria. 

00 

O 

9.2 

2,8 

1 

i ,3 

I,I 

I,I 

G 9 

o »7 

1,0 

8 

O 


Valutiamo anzitutto per ciascuno di questi paesi la disegua- 
glianza di distribuzione, e a tal fine determiniamo i valori di C. 
Essi sono: per l'ltalia 0,484; per l’lnghilterra 0,334 > P er gh 
Stati Uniti 0,291, per la Svezia 0,315, per la Bulgaria 0,789. 


(1) Op. cit. 
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Se vogliamo invece determinare degli indici di variability 
per queste serie, calcoliamo gli scostamenti semplici medi con ri- 
petizione l S R e l S' R . Essi hanno i seguenti valori: VS* £ per l'ltalia 
0,681, per l’lnghilterra 0,790, per gli Stati Uniti 0,812, per la Sve- 
zia 0,800, per la Bulgaria 0,335 I mentre 1 S'« £ per l’ltalia 0,766, 
per l’lnghilterra 0,889, per gli Stati Uniti 0,914, per la Svezia 0,900, 
per la Bulgaria 0,377. 

Le radici quadrate dei valori di 1 S R ci danno i valori di *yj. 
Essi sono, per l'ltalia 0,825, P er l’lnghilterra 0,888, per gli Stati 
Uniti 0,901, per la Svezia 0,894, per la Bulgaria 0,579. 

L’esame di questi indici di variability mette in luce come 
nella Bulgaria, paese eminentemente agricolo in cui una grande 
percentuale degli abitanti vive rielle campagne, la variability sia 
minima. Essa 6 invece massima negli Stati Uniti, nella Svezia, 
e nell’Inghilterra. L’ltalia si trova in una posizione intermedia. 
Simili risultati ci darebbero gli altri indici di variability. Inte- 
ressante 6 anche esaminare la dissomiglianza tra la distribu- 
zione delle profession! in Italia e quella negli altri paesi. Ecco 
i valori che si ottengono per gli indici di dissomiglianza da noi 
considerati. 


INDJLCK CUWbiDISKArU 

Inghilterra 

Stati Uniti 

1 

Svezia 

Bulgaria 


0,092 

0,056 

0,047 

0,077 

|/-Ls (A-A)* 

0,210 

0,090 

0,074 

0,137 

|/ s -=~ S (f'i - f’\f 

0.594 

. 0,254 

0,209 

0,387 

v s (fu - nr 

0,631 

0,270 

0,222 

0,411 

j/j_ £ (/>,_ f t f 

0,446 

0,191 

0,157 

0,291 


Tutti gli indici mettono in luce una abbastanza alta somi- 
glianza tra la distribuzione delle professioni in Italia e in Svezia, 
come pure in Italia e negli Stati Uniti; minore somiglianza tra 
la medesima distribuzione in Italia e in Bulgaria, e minore ancora 
in Italia e in Inghilterra. 





C. GINI e G. ZAPPA 

Sulle propriety delle medie potenziate e combinatorie 


Nella nota: C. Gini, Di una formula comprensiva delle niedie, 
apparsa nel precedente numero di questa rivista, venivano date 
alcune formule che definivano nuovi tipi di media, e infine veniva 
stabilita una formula comprendente in s& come casi particolari 
tutte le formule di medie ferme basali sin qui conosciute. 

In detta nota erano anche presentate applicazioni delle for¬ 
mule in parola da cui gii si potevano dedurre le principali pro¬ 
priety di alcune di queste medie. Di tali propriety viene data qui 
la dimostrazione. 

1. Media monoplana potenziata. 

p _ 

Jlf»= Jy/ E a*i (I) 

£ noto (i) come questa media cresca al crescere di p, eccet- 
tuato il caso in cui tutti gli a t sono eguali, nel qual caso resta 
costante. 

2. Media monoplana combinatoria. 


M e = |/ 



P e i (at) 


(H) 


(1) O. Dunkel, Generalized geometric means and algebraic equations 
« Annals of Mathematics » Vol. n - 1909- 1910 pag. 26. 

(2) O. Dunkel, Op. cit. pag. 22, 
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E noto (2) come questa media diminuisca al crescere di c, 
eccettuato il caso in cui tutti gli a» sono eguali, nel qual caso resta 
costante. 

3. Media monoplana combinatoria potenziata. 

I "/To 

M “=y ini) 

Posto Ai — {ai), la (III) diventa 



ossia equivale alia radice c-esima di una media monoplana poten¬ 
ziata. Poiche questa cresce al crescere di p (escluso il caso in cui 
tutti gli Ai siano eguali) e poich& & sempre c > 0, si ha che la (III) 
cresce al crescere di p, a paritd di c escluso il caso in cui tutti gli Ai 
sono eguali, ossia escluso il caso c = n e il caso in cui tutti gli ai 
sono eguali, nei quali casi la (III) rimane costante al crescere di p, 
a parity di c. 

Posto invece nella (III) = a p it essa diviene 



ossia equivale alia radice />-esima di una media monoplana com¬ 
binatoria. Poichfe questa diminuisce al crescere di c (eccettuato 
il caso in cui tutti i b t sono eguali) si ha che la (III) decresce al 
crescere di c a paritd di p, se l p^> 0, cresce invece se b p 0, eccet¬ 
tuato il caso in cui tutti gli a ( sono eguali, nel qual caso rimane 
costante al crescere di c, a parity di p. Nel caso poi p — 0 , la M cp 
d stata definita eguale alia media geometrica, qualunque sia c ; per- 
tanto per p = 0 la M cp rimane costante al crescere di c. 
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4. Media biplana potenziata. 

P—Q 



e Media biplana equipotenziata 



qd^p 


(IV) 


(V) 


cui tende la (IV) per p tendente a q. 

Nel caso che tutti gli a { siano eguali, la (IV) e la (V) rimangono 
costantemente eguali al val 're comune degli qualunque valore 
prendano p e q. Noi supporremo pertanto d’ora in poi gli «< non 
tutti eguali tra loro. 

Possiamo supporre p~> q, ossia p — q > 0 , perche, essendo, 

p ? 

come k evidente, & = B p , nel caso che fosse q^> p scambierem- 
mo p con q. 

Dimostriamo ora che 

La (IV), per p~> q, cresce al crescere di p, a paritd di p — q 
Per provare cid, basteri provare che cresce al crescere di p, 
per p — q > 0 e costante, l’espressione 

25 aPi 

»=i 
n 

£ a«< 

i=i 

ossia che cresce col crescere di q, per k costante positiva, l'espres- 
sione 

£ a^ +k 

«=i _ 

£ ««< 

»=i 

o, se si yuole, che cresce l’espressione 

log 2 a,»+* — log £ aU 

i’sal »»1 



24 


Basteri a tal uopo provare che la derivata rispetto a q di 
questa espressione 6 positiva. Detta derivata 6 


2 a<«+* lo g a< 2 a*i l o g a { 

«=i «=i 


2 a<«+* 
*'=1 


2 a«< v 

«=i 


Basta, per provare che questa espressione 6 maggiore di 0, 
mostrare che l’espressione 

n 

E aii l o g a< 

“ »- («) 

2 a” { 

*=1 

cresce col crescere di q, ossia che la sua derivata rispetto a q , ciofe 

a«< /og 

(F? 

£ sempre positiva. Basta quindi provare che 6 

^2 a«,-j ^2 a«< | log a,- | j — ^2 aii log a}j >0. 

Ora si ha 

^2 a«ij ^2^ a»< Jo g at ^2^ au log a,j = 

n J 2 m 

= 2 «»<««*( Zog«<f -f ]/og«* — 2 2 ai t ai), log a { log a>, = 

<,*=i Mil / <.*=i 


2 J2> M 

+ /og a* 1 — 2 2 ai t a*hlog at log an = 

( / <,*=i 


= 2««ia«» logaj + Uogfl* — 2 


Jog a, / o g a*j = 


= 2 a»<a»*//og ai — log a*) 

j,*=i \ / 


Quest’ultima espressione 6 sempre positiva, donde l'asserto, 
che evidentemente vale anche per p — q < 0. 
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p 

Poichfc il logaritmo di B p 6 dato da 


log 


n 


E a t P 
i —1 



n 

2 


•=1 


a p i log ai 


2 a p i 


<=i 


ossia k eguale alia (a) col semplice cambiamento di q in p, vediamo 
che abbiamo anche incidentalmente dimostrato che: 

La (V) cresce al crescere di p. 

Dimostriamo ora che: 

La (IV) cresce al crescere di p, per q costante. 

p 

Calcoliamo a tal uopo la derivata di B 1 rispetto a p. Abbiamo 


dJ? = B V 

Up \p — q 


2 a p i log ai „ . 

1=1 


Supposto p =£ q, si ha che B q 6 crescente rispetto a p nei punti 
dove 6 


2 a p i l o g ai 

i=i _ 

2 a p t 

•=i 


> 


i 

P - 1 


log 2 a p i — log 2 

V <=i i=i 
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Ma il primo membro di questa diseguaglianza ci di la (V), 
U secondo la (IV). Possiamo stabilire quindi che : 

p 

La B q & crescente, stazionaria, decrescente rispetto a p in 
un punto p , q (con pz£q) a. seconda che 6 

p p p p p p 
B p > B" ,B P = B" ,B P < B q 


Sia ora definita la funzione f {p , q) nel seguente modo : 

f{p,q)=B q (per p*q) f(p,p)=B p . 

La f (p , q) e continua in tutto il piano p , q. 

Sia a % •<, . a„. E allora, per q fisso. 


lim f (p , q) — a H lim f (p ,q) — . 

P ■— ^ 00 p ■ ■ y —QD 


Infatti 


p ->» 00 


p—q 



p — q 



= l i m 

p—>* 


lim log 
p— 


l o g 2 a p i — / o g X a*i log 2 a p i 

i=1 *=L — = lim -- 

£—>oo p 


P -q 

e applicando la regola di L’Hospital 


a p i 


log S 2 a p i log «,• M 

lim--= /* m —— -= 2 l li m 

P ^ <=1 | *>-*00 s ^ 




•=i 


s=i 



Jog di = log a„. 


Analogamente si prova che lint f (p , q) — « x . 

£ —>■— 00 

Essendo a x < «*, ed / (/>, g) continua, si ha che / (£ , 5) deve 
essere crescente rispetto a p almeno in alcuni tratti dell’asse p. 
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Si ha inoltre che, se in un punto p, q (p =|=^) la / (p , q) 6 
crescente rispetto a p, essa 6 non decrescente in tutti i punti p , q, 
con P^>p. 

Facciamo un diagramma, riportando sulla asse delle ascisse 
i valori di p, e sull’asse delle ordinate una volta i valori di / (p , p), 
e una seconda volta i valori di f (p ,q). Supponiamo / (p , q) cre¬ 
scente rispetto a p nel punto p ,q ; dovra allora essere, per quanto 



s’6 visto, f (p ,p)^> f {p ,q), ossia per p = p la curva rappresen- 
tativa della f (p ,q) e a.\ disotto della curva rappresentativa della 
f (p , p), e rimarra necessariamente al disotto in un intorno destro 
di p. Essa potrebbe passare al disopra in un punto p qualora in un 
intorno destro di f la f (p ,q) fosse decrescente ; ma ci6 non pud 
verificarsi perchd, .essendo in f la f (p,p) crescente, anche la / (p,q), 
in un intorno destro di J> dovrebbe essere crescente (vedi fig. i). 
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Pertanto per p'^> p la curva rappresentativa della f (P ,q) 
6 sempre al disotto della curva rappresentativa della f (p, p) 
e quindi la f (P , q) per p>p non 6 mai decrescente. 

Restano ora due casi: o la / (p, q) non 6 mai decrescente 
per p da —oo a +oo; oppure la / (p,q) 6 non crescente per p da 
— oo a un certo valore p*, e non decrescente per p da p* a + oo. 
Ma questo secondo caso b da escludersi, perch6 p* sarebbe in tal 
caso un estremante di f (P ,q) e quindi si avrebbe f (p*, q) = 
f (P* > P*)> che & impossible, perch6 per p = — oo la f (P ,q) 
e la / (p, p) coincidono, mentre la prima non cresce e la seconda 
cresce (in senso stretto) per p da — oo a p*. 

E facile poi vedere che la f {p ,q) & crescente in senso stretto 
per p da — oo a -f oo. Infatti, se in un punto Pi fosse la / (p , q) 
stazionaria, si avrebbe f (Pi ,q) — / (pi , pi), onde la curva rappre¬ 
sentativa della f (p ,q) e quella rappresentativa della / (p , p) 
avrebbero per p = pi un punto a comune ; e non potendo attra- 
versarsi avrebbero la stessa tangente ; ma la tangente alia curva 
rappresentativa della f (p, p) 6 a coefficiente angolare positivo, 
perch6 la f (p, p) 6 sempre crescente ; onde anche la / (p , q) 
deve essere per p = pi crescente, contro l'ipotesi. 

p 

Resta pertanto accertato che la B q cresce al crescere di p a 
paritd di q, e in senso stretto. 


5. Media biplana combinatoria. 

C — d 



(VI> 


Anche qui supponiamo c > d, e che gli a { non siano tutti 
eguali tra loro. 

C C -f 1 

Dimostriamo anzitutto che 6 B c ~ 1 > B c . 

Basteri provare che 6 



i*/ (a t ) 



P , c ~ 1 


(*) 


/ n \ (c + 1) 
(c ) 

/ » 


> 
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ossia 


(?) 

2 J»i («i) 

i=l 


Of 


> 


G+0 || Ui) 

2 Pi** 1 («<) ( s (a,) 

1=1 )' 1=1 


od anche 


o ancora 


> (c — i) (« — c + i) 


( n ) 1 

' « \ 


\c — x) \ 

‘ + 1 / 


S C) i* 



C) j 2 P e i (fli) j 

> 


JUO 

( !<■*:0 

) 

E Pi e+1 (ai) 

E Pi'- 1 

1 (at) 

( i=i 

I ( 1 = 1 

) 

+ 2 E a 2 ^ a 2 <g .. 


«<,-*+. • • • ' 

*i c+k +... j: 

> 

« S <, « 2 < a • • • 

-i Ui c a U+ 1 + 

• • • + 

a, '«—*+l * • • 

\ 

%+k + • • • j 

(i) 


Per dimostrare questa diseguaglianza, proviamo anzitutto 
che la media dei termini del tipo « 8 < s . . . « 2 » c _, « s < e 6 maggiore 
della media dei termini del tipo a\ a\ . .. a\_ x a i( a< c+v la quale 
a sua volta 6 maggiore della media dei termini del tipo a?i l a 2 fg ... 
vPi . «< , a * a > l . e cosl via. E cid si ha subito notando 
che p. es. 


a \ a \ • • • a \-i %+x a *c+ 9 + a \ a \ ■ • ■ a \-> a \ a *c+i ai c+>> 


; 2 a\ a\ . . . a\_ a a ic a ic+1 « <c+g 


da cui segue che il termine a 8 < l a\ ... a\_ t a ic _ x a ic a< c+l a< c+g , 6 
minore o uguale alia media dei termini in cui compaiono a tl , a< a ,... 
«< c _ g , tutti al quadrato, e inoltre, dei quattro numeri a ie _ v a it . 
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a h+\> a *c+3’ uno compare al quadrato, due alia prima potenza, 
uno non compare. Notiamo che il segno = vale solo se b di c _ x = 
a ic — di c+l = fl, c+a , quindi non pub valere sempre. 

Osserviamo poi che b 

c (M - c) ( 2 k) j (c + i) (* ~ c + i) (/ + ^) 

secondo che b 


> n c — c 
< n + 


Se quindi sviluppiamo i prodotti nelle (i), notiamo che i 
coefficienti delle S sono fino a un certo punto maggiori nel primo 
membro, e da quel punto in poi maggiori nel secondo membro. 

Sostituiamo ora, nella (i), a ciascun termine di ogni somma- 
toria S, un termine eguale alia media dei termini della somma- 
toria stessa. Otterremo una formula (2). Se vale il segno > nella (2), 
vale anche nella (1), e viceversa. 

Se ora cograduiamo i termini dei due membri della (2) 6 facile 
rendersi conto del fatto che ciascun termine del primo membro 6 
maggiore 0 uguale a ciascun termine del secondo membro, l’ugua- 
glianza non potendo valere sempre. 

La (2), e quindi anche la (1), & verificata, ossia 6 


C C + 1 

5 C_1 > B ‘ 


Notiamo poi che 6 

C — l — d 

c — 1 1 / c—l c—2 7+1 

B d == y B c ~ 2 B c ~ 3 ... B d 


(3) 


ed anche 


c—d 


c — d 


c ■•/ c c— 1 d + 1 1 / c / c— l\c— -d — 1 

B d = I B c ~ l B e ~ 2 ... B d = \ B'- 1 d J (4) 

c—1 C—1 

La (3) ci dice che B d b media geometrica di B c ~ z ,..., 
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4 + 1 c 

B 4 , mentre la (4) ci dice che B d 6 media geometrica ponderata 

c C—l 

(con pesi non negativi) di B e ~ 1 e B d . 

B c ~ l £ minore di ciascuna delle B e ~*, B c ~ ®, B c ~*,..., B d , 

c—l c 

quindi anche della loro media geometrica B d ; inoltre B d , quale 

c —1 c 

media geometrica ponderata delle B d e B' -1 , J compresa tra esse. 
Sar 4 quindi 

c c c —1 

B c -1 < B d <B d 


Da cid segue che B d diminuisce al crescere di c, a paritd di d. 

c 

Si ha poi subito che B d diminuisce al crescere di c, a paritd, di c — d. 

c + * c + k c 

Basta a tal uopo notare che & B d+k <^B d <B d . 




DANSIE T. SAWKINS 


The use* of cumulative graphs for estimation 
of means, higher moments, etc. 


If a frequency distribution in separate intervals of the va¬ 
riate be plotted directly and smoothed by freehand drawing, 
the only centre of the distribution which can then be located 
quickly by graphical methods is the mode, if there is one ; and 
its location remains most uncertain because of the uncertainty 
of the smoothing process. In fact, one of the objects of the 
assumption and development of various analytical frequency 
systems (such as Professor Karl Pearson's) has been the better 
estimation of the mode, although it must be confessed, for anyone 
but a doctrinarian these arbitrary curves often leave the mode 
and other things as vaguely in the air as a simple freehand 
smoothing. 

As for the median , the graphical location of this centre re¬ 
quires that the area of the smoothed graph as bounded by the 
variate axis shall be halved — a tedious job unless a planimeter is 
at hand, and even then several successive trials are needed. In 
fact, most practical statisticians would hardly think this worth 
the trouble, preferring the arithmetical method of accumulating 
the frequencies from either end of the distribution, and making 
an inverse interpolation with as much refinement as is required 
for their purpose. y 

As for the mean , there is a rather tedious graphical method 
used by engineers, and the mechanico-graphical process of cutt¬ 
ing the graph out of fairly heavy cardboard of uniform thickness 
and suspending it from two or three points to find its centre of 
gravity, the projection of which on the variate axis locates the 
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mean. But here again the statistician, while accepting the me¬ 
chanical illustration as interesting and perhaps instructive, would 
never think of using it as a working method. 

On the other hand, the cumulative frequency graph, which, 
unfortunately perhaps, has not yet become a focus of interest for 
inventors of frequency curve systems, is regularly used to yield a 
quick and accurate estimate of the median (also of quartiles, 
deciles, etc.) and, with the aid of strips of flexible celluloid, a 
reasonably good estimate of a mode, if there is one, or more, by 
guessing the corresponding point of inflexion (i). 

But it does not seem to have been noticed that the cumu¬ 
lative frequency graph can also be used to get a good approximate 
estimate of perhaps the most important of all centres, viz. the 
mean, or if noticed, the method has not been exploited in the 
standard text-books. In the case of frequency distributions of 
earnings or income, for example, it is often desired to estimate 
not only the mean income for the whole distribution, but also 
means for various ranges of income between points not necessarily 
coinciding with ends of intervals in which the frequencies were 
tabulated. The cumulative graph will often provide such requi¬ 
rements quite satisfactorily, and incidentally illustrate realisti¬ 
cally the stability of such means in the face of considerable local 
disturbances of frequencies. 

If there is no mode in the range of income considered, then 
there is no point of inflexion in the cumulative frequency graph ; 
if plotted with axes of reference in the usual sense, this graph 
remains concave to the earnings or income axis throughout the 
range. Such graphs are easily smoothed by freehand drawing, 
and there is the advantage of being able to turn the graph upside 
down and make a check smoothing by starting from the higher 
income end. 


Graphical Constructions 

In Figure I the ordinates of Pi and P 8 on the smoothed graph 
represent on the chosen linear scale the cumulative numbers 


(i) See, for example. Elements of Statistics by Professor A. L. Bowley, 
Sc. D„ F. S. S., London, 1920, p.p. 107, 138 ; A First Course in Statistics ► 
by D. Caradog Jones, M. A., F. S. S., London, 1921, p. 66 , 
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n x and n a of persons with incomes not exceeding x x and x 2 , res¬ 
pectively, and the abscissae of Pi and P 2 likewise linearly re¬ 
present incomes x x and x 2 . 

So the length N x N 2 represents the number of persons with 
incomes between x x and x 2 and that portion of the whole area 
between the curve A P x P 2 B and the frequency axis 0 Y which is 
intercepted between the income abscissae N x P x and N 2 P 2 repre¬ 
sents the aggregate income of persons with incomes between x x 
and x 2 . 



Fig. I 

If now a straight line P x R can be drawn so that the two 
vertically opposite hatched areas are equal, the abscissa S Q oi Q 
the midpoint of P x R will represent the mean income x of persons 
with incomes between x x and x 2 . It is usually easy to do this 
by estimation. Figure I indicates that as P X R is rotated about 
Pi a slight disturbance of Q would noticeably disturb the equality 
of areas ; that is to say that Q can be located with close appro¬ 
ximation. 

Alternative constructions for Q soon suggest themselves 
in practice. If the area bounded by the curve P x P 2 and its chord 
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be considerably larger than is suggested in Figure I, it is some¬ 
times easier to base on the chord a triangle with vertex else¬ 
where than at R having an approximately equal area — a tran¬ 
sparent straight edge facilitates estimation in any case; then 
a parallel to the base P x P 2 through the midpoint of either side 
of this triangle will cut the parallel to the income axis through 
S, the midpoint of NiN a , at the required point Q. 

A good check on one’s skill in estimation of areas may be 
made by drawing, as in Figure II, an area — equalizing trans¬ 
versal through P 2 as well as that through P\, before drawing the 
parallel to the variate axis through S, the midpoint of N x N a . The 
two transversals and the parallel should be concurrent (likewise, 
of course, all equalizing transversals such as P\ P\ and P'\ 
P" a whether passing through P u P 2 , or not). 



If, however, there should be a tendency to over-estimate 
long segmental areas in comparison with near-triangular areas 
(two sides straight), then the error of placing Q with any of the 
three transversals in Figure II through P x , P 2 or P'\, would be 
negative, i. e. the true value of SQ would be larger than that graphi¬ 
cally estimated with any of them, and it might be useful in this 
case to draw through Q the parallel P\ P' a to the frequency axis 
and then check the equality of areas by counting squares. 

Figure III shows how the means (or other moments, etc. see 
infra) for successive parts of the distribution, each including the 
last, may be obtained. The case taken is that of an asymmetri¬ 
cal distribution with mode occurring early. 

In Figure III the transversals Pi R x , P a R a are drawn for 
successive independent areas ; the join of the midpoints of P 1 R x 
and P a R a meets the parallel to the variate axis through S ia , the 
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midpoint of N x N t , at the required point Q lt , representing the 
mean for the area between N x P x and N t P a . Likewise for the 
next area included. 

The three centres or « measures of central tendency », mode 
median and mean, represented by M 0 , M d and M, are thus im¬ 
mediately accessible in the one diagram, and the student is ena¬ 
bled to test and observe the vague and limited applicability of 
the empirical rule that M d divides the length M 0 M into two parts 
having the ratio 2:1. In Figure III, for example, this ratio is 
roughly reversed. 



Those who do not care for ocular estimation of areas may 
apply to the freehand graph Simpson’s or other rules of appro¬ 
ximate quadrature. (1) To adapt Simpson’s rule for the present 
purpose, in Figure I let P x T produced cut N 2 P 2 at U; then tak¬ 
ing TQ equal to ■— U P a gives the approximate position of Q as 

derived from three abscissae N x P x , ST, and N a P t . A better ap¬ 
proximation may be obtained by quartering the length N x N x and 
using 5 abscissae with two applications of Simpson's rule, or 
Weddle's rule or Hardy’s formula No. 37 may be applied to 7 

(1) See Actuarial Mathematics by H. Freeman, M. A., F. I. A., Cam¬ 
bridge, 1931, p. 292. 
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equidistant abscissae. Application of any such rule or formula 
implies that the freehand graph is accepted only at a certain num¬ 
ber of points (original or interpolated), and that through these 
points parabolas of various orders are then drawn. 

Comparison of results by graphical and arithmetical 

METHODS. 

The following distribution has been treated by both arith¬ 
metic and graphic methods. 

In this table the aggregate income of the 30,200 persons with 
weekly incomes from £ 3 to £ 3. 10s. is calculated as if these per¬ 
sons were uniformly distributed through this income range, and 
likewise for the other intervals. Between £ 4 and £ 9 the mean 
income thus works out arithmetically at £ 5.35 ; between £ 3 
and £.12 at £ 4.94. On the other hand by plotting the cumula- 
tives on a scale cf an inch to 50,000 persons in reference to weekly 

Portion of Distribution of Certain Wage Salary Earners according 

to Income . 

Weekly | Number of Estimated Aggre- 

Income | Persons gate Income 

'000 £ '000 

30.2 I 98.15 

45.9 172.12 

44.7 189.98 

36.5 173.38 

23.0 120.75 

16.7 96.02 

12.5 78.12 

8.0 54-00 

6.1 44.22 

4-6 35-65 

6-7 56.95 

3-7 35 15 

2.6 27-30 

1.4 16.10 

4*7 — 


£ 

3-0 

3- 5 
4.0 

4- 5 

5- o 

5- 5 
6.0 

6 - 5 
7.0 

7- 5 
8.0 
9.0 

10.o 

II. o 
12.0 


Cumulative Number 

of Persons 

Estimated Cumula 
tive Aggregate 

'ooo 

£ '000 

30.2 

98.15 

76.I 

270.27 

120.8 

460.25 • 

157-3 

63363 

180.3 

754-38 

197.0 

850.40 

209.5 

928.52 

217*5 

982.52 

223.6 

1026.74 

228.2 

1062.39 

234.9 

UI9-34 

238.6 

H54-49 

241.2 

1181.79 

242.6 

1197.89 

247.3 

— 


00 
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income on a scale of an inch to £ r, and running a smooth curve 
through the points, the mean income between £ 4 and £ 9 was 
quickly estimated graphically at £ 5.33, and the mean income 
between £ 3 and £ 12 at about £ 4.93, the mode- in the neigh¬ 
bourhood of £ 4 presenting no difficulty. 

Comparison with Results by Approximate Quadrature 
Formulae. 

The arithmetical method of calculating aggregate income used 
above does not, of course, give the best results, for it is equivalent 
to joining consecutive points on the cumulative plot by straight 
lines. The graphical method, on the other hand, offers a free¬ 
hand solution of the problem of decomposing the given frequen¬ 
cies in continuous sympathy with the apparent trends of the 
diagram, and for this reason, apart from the general limitations 
of graphical work, might be expected to lead to a more reliable 
estimate of mean income. This consideration is of some numerical 
importance in cases such as the foregoing distribution of persons 
in income-intervals, or an enumeration of population in age- 
intervals, especially if the intervals are wide ; indeed, in all cases 
where the cumulative diagram does not suggest a change of cur¬ 
vature at some more or less central point (in the range for which 
the mean is required), such that the errors in area introduced 
by rectilinear interpolation before and after this point of in¬ 
flexion, while considerable, would nevertheless roughly balance 
each other. 

A more reliable test of the relative accuracy of the graphical 
method will, therefore, be afforded by comparing its results with 
those which may be derived by formulae based on various methods 
of curvilinear interpolation between the points of the cumulative 
diagram. From Figure I it appears that the aggregate income 
between x x and x a is n a x a — n x x x — Area X x P x P a X a , and this 
last area may be calculated from the data between £ 4 and £ 9 by 
various approximate quadrature formulae. We may use Bessel’s 
central difference formula to bisect the interval £ 8 to £ 9 (1), and 
Gregory’s quadrature formula which gives 

Z (A/,- 1 -A/.)-~(A > / f - 3 + A s /.)-.... 

12 *4 

(1) Actuarial Mathematics , op. cit., Chap V Art n, p. 77. 



4 o 


as the correction to the area of the polygon, where w is the common 
interval, / the function to be integrated, and x a = x x -f r w (i). 
Thus we find 847.1, instead of 849.1 (£’000) according to the ori¬ 
ginal arithmetic, as the aggregate income between £ 4 and £ 9 
a week. Simpson’s and Weddle’s, rules and Hardy’s formula 
No. 37 give nearly the same aggregate, leading to £ 5.33 as the 
mean income. This is the same as the result derived graphi¬ 
cally. It may be noted that all these methods, including the gra¬ 
phical method, introduce a correction of the error involved in 
grouping the frequencies at the centres of their respective inter¬ 
vals, and without any assumption (unwarrantable in cases like 
the foregoing) of close contact, as is necessary in developing 
Sheppard’s corrections (See Addendum A). 

Comparison with Results by fitting Pareto’s Curves. 

It may be of interest to compare with the foregoing results 
the mean income between £ 4 and £ 9 derived by fitting the sim¬ 
plest and most famous of Pareto’s cumulative income curves. 
This involves interpolation among, not necessarily between, the 
points of the cumulative diagram. In propounding these curves 
Pareto was probably a pioneer of the analytical cumulative fre¬ 
quency curve. Latter day criticism has been mainly to the ef¬ 
fect that his simplest curve does not usually give a good fit (ignor¬ 
ing the fact that his second curve often fits reasonably well, for 
example in Australian and New Zealand income statistics) ; 
that he interpreted his first curve wrongly (a matter which has 
been rectified) (2), and that his simplest curve is very like the 
accumulated tail of one or two of Pearson’s types (a discovery 
which of course does not lead us much further forward). 

Pareto’s first curve or « law » being that if N denote the num- 

ber of persons with incomes above x, then N — —- , where A and a 

% 

are constants for the particular distribution, it is known that the 

(1) L. M. Milne - Thomson, M. A., F. R. S. E. Finite Differences 
London, 1933, Art. 7.6, p. 193. 

(2) See, for this rectification, C. Gini, Indici di concentrazione e di 
dipendenza. « Biblioteca dell' Economista *. V serie, Vol. XX, 1910, p. 6 
and, more recently, in the same sense, C. Bresciani-Turroni, On Pareto*s 
law. “ Jl. Roy. Stat. Soc. ", 1937, p. 421. 
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/ 

average income of persons with incomes between X\ and x a is 


i 


xdN 



Xi x 2 


^ 2 a ~ 1 — Xj°_ 
X 2 a — Xi a 


(*)• 


Fitting the Pareto curve to the data above £ 4 (it cannot 
be expected to apply below the mode) we find a = 3.33, and 
substitution in the preceding expression gives £ 5.20 as the 
mean income between £ 4 and £ 9. If 3 is put for a, the value 
is £ 5.28 ; if 3.5, then £ 5.17. As the aggregate incomes are 


^4 

not given, the second Pareto curve, N = —-—— (with three con- 
0 (x + a) a ' 

stants A , a , ot), is by no means easy to fit (see Addendum B). 


Graphical construction applied to other moments. 

If the cumulative frequencies be plotted relatively to x 3 
instead of x, the same graphical construction will give the second 
moment instead of the mean or first moment, and so the standard 
deviation may be derived graphically. With a given width of 
paper the scale will, of course, be more cramped and flatness of 
the curve at the upper end will be one order higher. Similarly 
the mean value of other functions of x, such as rate of taxation, 
may be estimated graphically, and, although perhaps of less prac¬ 
tical value, by plotting relatively to log x and —- the geometric 

% 


Variate 

X 

Frequency 

+ 

Cumulatixe 

Frequency 

N 

0 

191 

O 

I 

15° 

191 

2 

92 

341 

3 

44 

433 

4 

17 

477 

5 

5 

1 

494 

6 

499 

7 


500 


(1) See C. Gxni, Indict di concentraztone e di dtpendenza . p. 47 and 
0. Gini, Memorie di Metodologia statistical Vol. I. Variability e Concentra• 
zione . GiuffrS. Milano p.p. 45-46. 
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and harmonic means may be derived graphically. 

The method has been applied to the following distribution. 

By plotting the cumulatives relatively to x, the mean is esti¬ 
mated at 1.6 ; by plotting relatively to x a the second moment is 
estimated at 4.0. It will be seen on reference to a table that the 
above is half a ■ normal » distribution with mean 0 and standard 
deviation 2. As by theory the mean absolute deviation is then 
1.6 and the second moment about the mean is 4, the graphical 
results agree with the theoretical. 


Addendum A : On Calculating Moments from Cumulative 
Frequencies. 


The method of working from the cumulative frequency », 
as used in the text, may be used similarly to derive the s.‘* 
moment m s about an arbitrary origin, i. e. the mean value of X s 
for the range considered, by means of the equation 


(« 2 — »x) m s 



x* d n — 


x s n 



n d x , 


where n x and n 2 are the cumulative frequencies at x x and x 3 recko¬ 
ned positively as x increases. 

Using the Euler-Maclaurin formula, the right-hand side be¬ 
comes 


X s n ! 


S W \~2~ ^ ^ 


/r-l + -J-/r) + 


+ s -£ (n-r°)- s -^ +. 


where x a = x x + r w, and /« briefly denotes the value of x 1 — 1 n 
at x x + t w, w being the common interval. 

In the case of a complete distribution having close contact 
with the variate axis at both ends, n ', n” , n "',. . . may be assu¬ 
med to vanish there, and if follows immediately that the appro¬ 
ximate values of the 1**, 2” d , and y* moments of the whol e distri¬ 
bution, as derived from the values of x'n at the ends and the 
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Calculation of i", 2 nd , and y d Moments from Cumulative Frequencies 



j x s d n (uncor¬ 
rected) 


Uncorrected Mo¬ 
ment 


Curvature Cor¬ 
rection 


Corrected Mo¬ 
ment 
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series of values of x *~ 1 «, are subject to corrections 0, 


u> J x a n a 
«2 


respectively (which may be compared with Shep¬ 


pard’s adjustments 0,-— ,-— m , when the moments 

are computed from the cell frequencies). 

In the case of a distribution not having close contact with 
the variate axis at both ends, or of a limited portion of any distri¬ 
bution, Gregory’s formula, which expresses the correction in terms 
of internal differences instead of differential coefficients, may be 
used as in the text. This method of working from the accumula¬ 
ted frequencies thus offers as alternative calculation of the effects 
of grouping in the case of J-shaped distributions and other forms 
(see Theory of Statistics by Yule and Kendall, 1937, p. 504- 
bibliography), and diminishes the difficulty mentioned by Sir 
G. F. Hardy of getting satisfactory results from his summation 
method (to which the method in the text is allied) in the case of 
distributions not having close contact with the variate axis at 
the ends (see Construction of Tables of Mortality by G. F. Hardy, 
F. I. A., 1909, p. 61, last paragraph). 

The following table exemplifies the calculation of the first 
three moments from the cumulative frequencies ; £ is the devia¬ 
tion in intervals measured from the middle of the 6 rt interval and 
/ is the corresponding " cell " frequency ; x is the deviation in 
intervals measured from the junction of the 6 th and 7** intervals 
and n is the corresponding cumulative frequency. The corrections 
are based on the assumption of close contact with the variate axis 
at both ends. 

The origin of the moments nt x , m it m x calculated above is the 
junction of invervals 6 and 7. If the moments m\ , m\ , m' z are 
calculated in the usual way from the separate or « cell » frequen¬ 
cies, with origin at the middle of interval 6, the results are 




m' 2 

tn' t 

Uncorrected Moments. 

Sheppard's Corrections. 

— 1-697 

0 

9.950 

— .033 

— 6-577 

.424 

Corrected Moments. 

— 1.697 

9.867 

— 6.153 
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As the second origin is half an interval (the unit of measure¬ 
ment) below the first origin, it can be quickly verified by means 
of the equations 

m\ = m 1 + 


m' 3 = m 2 -f w»i + 


m'i =.m 3 -f + _i_ Wl -f _L , 

that the two sets of results are consistent. 

The moments about the mean, p. 2 = 6.987, ji 3 = 34.306, can 
be derived from either set by the usual formulae. 

Addendum B : — on fitting Pareto’s 2nd curve. 

From the equation N = — ——r~ we have M = N (—--b 

n (x + a) a \a — 1 

H--— x ) where M is the aggregate income of the N persons with 

a 1 J 

incomes of x or more. If, as often happens in income statistics, 
both M and N, and therefore M -f- N, can be derived for a series 
of values of * by accumulating the tabulated data, we can thence 

obtain a set of numerical equations for —-— and—-— (and thence 

a — I a — I 

for a and a), and the problem is reduced to the fitting of a straight 
line (if this is feasible). 

But if, as in the earnings distribution treated in these notes, 
only the numbers of incomes are^given, we may first find trial 
values of a and a by estimating roughly, on the assumption of 
uniform distribution of incomes within the interval, the aggregate 
income within each of, say, three of the given intervals located 
towards the beginning, the middle, and the end of the range, re¬ 
spectively, and using the relation 

M r , j =-— N r , s --- (N x) r is 1 

a — 1 ol — 1 

where M,, s denotes M, — M, as estimated, etc., to form three 
numerical equations. Examining these for reasonable consistency, 
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we find « = 2, i = 4 as a rough common solution, and we can 
now fit the curve to the actual data, viz., the series of values of N, 
by successive approximations. Denoting the trial values by 
a 0 and a 0 , we have log N — log A — « log (x + a) = 

= logJ — a„ log (x + a 0 ) — a' log (x + a.) — io a' a. 8* + a 0 

where a' and a' are the corrections, assumed small, to a 0 and x 0 , 
and §* + „„ is the difference in log (x + «o) for a difference of 
o.i in x + a 0 . Using only the values of N at integral values of 
x to save labour, and eliminating log A by differencing pairs of 
equations, we find a = 2.2 , a = 4.4. Other consistent pairs of 
values of a and a in this neighbourhood give about the same fit. 
The 3** constant A may be chosen to make the fitted number of 
incomes of f 4 or more agree with the given number, or in other 
ways. But choice of A does not affect the ratios ,or the mean 
income in any range, which is the present objective. A least 
square solution for A,a and « would hardly seem worth while, even 
if its meaning could be stated. 

The following table compares the fitted cumulatives with 
the actual numbers. 


Number of Persons with Incomes of x or more. 


X 

By Pareto’s 

1 st Curve 

a = 3,333 

By Pareto’s 

2 nd Curve 

a = 2.2 a = 4.4 

Actual 

£ 




4 

185.4 

171.6 

I7I.2 

5 

88.1 

88.9 

90.0 

6 

48.0 

5O.2 

50*3 

7 

00 

N 

30.2 

29.8 

8 

I8.4 

19.2 

I 9 .I 

9 

12.4 

I2.7 

I2.4 

IO 

8.7 

8.7 

8.7 

11 

6.4 

6.2 

6.1 

12 

4-7 

4-5 

4-7 


In Pareto’s 2nd curve the mean income between X\ and x% 
may be put for computation in the form 
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« + a a ^ 

a — i ~ — I ** / %■! + fl \ a _ i ^ 

Ui + a j 

Using the above values of a and a, this works out at about £ 5.30 
as the mean of incomes between £ 4 and £ 9. For the same range 
Gregory’s formula applied to the 2nd set also gives £ 5.30, and 
applied to the 3rd set (Actual), disregarding other data, gives 

s. 5.32. 

If above some limiting income neither the number of incomes 
nor the aggregate income is reliably given, we have 

= — N'r, s + (N'x)r, s + h X,, s 

a a 

where N' is the number of incomes up to that limiting income and h 
is the unknown (or rejected) number above it. Elimination of h 
between pairs of such equations gives numerical equations for a 
and a. 


(7) C. Gini, Mentorie di Metodologia Statistica. Vol. I. Variability, e 
Concentrazione . Giuffrd. Milano, pagg. 45-46. 
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The probability that the standard deviation of a. se¬ 
cond sample will differ from the standard deviation 
of a first sample by a certain multiple of the stan¬ 
dard deviation of the first sample 


The ordinary method of stating the standard deviation of a 
sample of n obtained from a normal population is to give 

(i) a ± . 4 7 6 9 -Z= 

y n 

where a is the standard deviation of the sample - 1 The use of 
the standard deviation of the sample for the unit of measure and 
for the point from which to measure deviations in the standard 
deviations of future samples renders meaningless statement (i) 
with its usual interpretation in terms of the probability of the 
deviations of the standard deviations of future samples, the de¬ 
viations being of necessity measured from the standard devia¬ 
tion of the present sample, for small samples. The results of 
this paper indicate definitely the probability of the standard 
deviations of future samples deviating a certain multiple of the 
standard deviation of the first sample from the standard deviation 
of the first sample. That is the distribution function of 



is given, where * is the standard deviation of a first sample of n x 
and y is the standard deviation of a second sample of n%. The 
sampled population is assumed to be normal. 

(i) Handbook of Mathematical Statistics. H. L. Rietz, Editorin-chief, 
Houghton Miffling Company, 1924. P- 3 «- 




Research workers are primarily interested in knowing how 
much future samples may be expected to differ from the set of 
observations which is already available and how much of a de¬ 
viation from previous results is necessary in order to assert with 
some confidence that the conditions under which the two sets 
of observations were made were significantly different, v, defined 
by (2), is the amount that the standard deviation of a second sample 
differs from the standard deviation of the first sample, the 
deviation being measured in terms of the standard deviation 
of the first sample. Thus the distribution function of v answers 
the question which is of most concern to research workers in a 
definite manner without appeal to vague, ill-defined assumptions 
about the scale and zero-point for the deviations of the standard 
deviations of future samples. A similar discussion has been 
given for the case of the means 2 . 

Suppose that the sampled population is 

* - 1,3 

( 3 ) / 00 = -7= e 2 . — GO < 2 < co , 

y/ 2 tc 

and that a sample of »i is drawn from it. Let the standard 
deviation of this sample be denoted by x. The probability of 
a standard deviation, x, in an interval dx for a random sample 
of «i is proportional to 

(4) x ni ~ 2 e~ 2 d x , 0 < x < co . 

Let a second sample of size w 2 be drawn from population (3). 
The estimate of the standard deviation of (3) from this sample 
will, in general, be different from the estimate from the first sample. 
Further, the second estimate is independent of the first estimate 
in the probability sense since both samples are random. For 
these reasons the second estimate must be denoted by a new let¬ 
ter, say y. x and y then are independent variables. The distri¬ 
bution of y is proportional to 

(5) y ”*~ 2 e~ 2 d y , 0 < y < 00 . 

In practice, in many cases, a sample or, as may be said, a 
first sample is all that is available. Suppose that the standard 
deviation of this sample is x. But suppose that it were possible 

(2) Annals of Mathematical Statistics, vol. VI, N. 4, Dec., 1933. 
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to secure another sample of the same or different size and that 
the value of the standard deviation of this sample, which is inde¬ 
pendent of the first value, is y. The thing that is sought is the 
probability that y shall differ from x by a certain multiple of x. 

Equation (2) can be written as 


(2') 


(i—v) 


y 

X 


Take the logarithm of both sides of (2’) and 
(6) log (1 — v) = log y — log x 

is obtained. Put 


and (6)becomes 
( 6 ’) 


h — log (1 
u — log y 
w — log X 

h = u 


v) 


w. 


The variable « is distributed as proportional to 

e (» 9 —1)« e — J»* t3u , — 00 < M < 00 , 

and the distribution of w is proportional to 

1 




00 < w < 00 . 


Since « and w are independent variables a lemma used in a previous 
paper* can be applied. The probability of an h in dh is found 
to be proportional to 


( 7 ) 


+ «,-*>«■ e -\ + 1 ) dw\dh 


which is proportional to 


( 8 ) 


eto-Wdh 




(3) Baker, G. A., Random Sampling from Non-Homogeneous Popu¬ 
lations. * Metron », Vol. 8, No. 3, Feb. 1930, p. 68. 
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From (8) the distribution of v is easily obtained as proportional to 

(i — v )"*— 3 


( 9 ) 


(I — V) 3 + I 2 

L «i J 


If »!=»*= », (9) becomes 

(1 — v) n ~ 3 


(10) 


[(!_*)* + i]»-l 


Distributions (9) and (10) can be used to deduce what may 
be called «true » probable errors, that is intervals measured in 
terms of the standard deviation of the sample which applied 
to the standard deviation of the sample correspond to a proba¬ 
bility of one-half, or any other assigned value, that the standard 
deviation of the next sample of the same, or different, size mea¬ 
sured in terms of the standard deviation of the first sample will 
lie in these intervals. These distributions indicate the confor¬ 
mity expected of future experiments with the observations al¬ 
ready obtained, and hence can be used as a basis for a test of the 
significance of the divergence of different experiments. 

Distribution (10) is especially interesting because from it 
can be calculated intervals which correspond to the conventional 
probable errors. For the purpose of illustration Table I is given 
which compares the intervals calculated from distribution (10) 
with the intervals given by the usual probable errors. Since (10) 
is skewed the interval to the right of the standard deviation of 
the sample necessary for a probability of one-fourth is given and 
the similar interval to the left is also given. These are added 
to be compared with the interval indicated by the probable error. 
The « true » probable errors are off-center and are from more than 
three to about one and one-half times as great as the conventional 
probable errors for the values of n shown in Table I, which indi¬ 
cates that the use of the usual probable errors for these sizes 
of samples, at least, gives an unwarranted expectancy of the 
conformity of future samples with the one already observed. 

For example, Charles E. Durst in Table 27 of the University 
of Illinois Agricultural Experiment Station Bulletin 356 gives 
the following distribution of leaf widths for seven lettuce plants 
in the division labelled FO. 
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Ittai Width 

(Class centers in Frequency 

centimeters) 


20.75 i 

21.75 i 

22.75 o 

23.75 2 

24.75 1 

25.75 2 


The standard deviation of this distribution is 1.77 and 
Mr. Durst attaches the probable error .32, that is gives 1.77 + .32, 

which is obtained by formula .4769 quoted at the beginning 

y n 

of this paper. According to the results of this paper the interval 
to the right of 1.77 corresponding to a probability of one-fourth 
is .44 (.25 X 1.77) as indicated in Table I for n = 7. The interval 
to the left of 1.77 corresponding to a probability of one-fourth 
is -59 (-33 X 1.77). The interval corresponding to a probability 
of one-half, from the results of this paper, is 1.03 (.59 + .44) as 
compared to an interval of .64 given by the conventional formula. 
There is quite a discrepancy between the two results. 


Table I. 

Comparison of « True » and Conventional Probable Errors of 
the Standard Deviations of Samples of n Drawn from a Normal 
Population 


n 

Interval as multiple 
of S. D. of sample 
to right of 0 corre¬ 
sponding to a proba¬ 
bility of -i- 

Interval as multiple 
of S. D. of sample 
to left of 0 corre¬ 
sponding to a proba¬ 
bility of -i- 

Sum of the two 

intervals 

Interval as multiple 
of S. D. of sample 
given by conventio¬ 
nal probable error 

2 

0,59 

1,41 

2,00 

0,68 

3 

0,42 

°»73 

1,15 

0,55 

4 

°,35 

o ,53 

0,88 

0,48 

5 

0,30 

o ,43 

o ,73 

0,43 

■ 

7 

0,25 

0,33 

i 

00 

6 

0,36 

, 







G. PIETRA 


Gli esodi in Italia durante la guerra mondidle 

(1915-1918) 


Premessa 

i. — Degli esodi determinati per cause belliche in Italia du¬ 
rante il grande conflitto europeo, accanto alle frammentarie no- 
tizie sparse qua e Ik nelle varie pubblicazioni di carattere militare 
o politico od economico, ovvero in cronache o diari del tempo, 
comunque per lo piii semplicemente descrittive ed episodiche e 
quindi scarsamente utilizzabili per una trattazione sistematica, 
ci rimane tuttavia un documento ufficiale di notevole importanza 
nel Censimento dei profughi di guerra, effettuato dal Ministero 
delle Terre liberate nel 1918 ed attualmente conservato presso lo 
Istituto di Statistica deirAteneo Patavino che ho l’onore di 
dirigere. 

11 merito dell'iniziativa di un censimento dei profughi di 
guerra in Italia spetta in verity al Commissariato deU'emigra- 
zione sino dal maggio 1916 ; ma la sua esecuzione fu affidata al- 
l'Alto Commissariato per i profughi di guerra, trasformato piii 
tardi in Ministero delle Terre Liberate e da questo condotto a 
termine con uniformity di indirizzo e rigore di metodi, sotto la 
consulenza tecnica e scientifica del prof. Corrado Gini, allora 
maggiore del regio esercito (1). 

I criteri informativi del Censimento si ispirano al fine demo- 
grafico della ricostruzione della famiglia profuga con la rileva- 
zione di quanti cittadini avevano dovuto abbandonare la dimora 

(1) II Gini prepard all’uopo il piano della rilevazione statistica e de- 
signd per la direzione dei lavori il Comm. Francesco Nardari. 
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abituale per causa di guerra. II Censimento ebbe tuttavia, anche 
scopi di carattere contingente e sopratutto assistenziale, come 
risulta dall'esame dei questionari delie schede di famiglia ed indi¬ 
vidual! riprodotte in appendice. 

Del Censimento, eseguito dunque per schede individual e 
per fogli di famiglia, furono pubblicate a cura del Ministero delle 
Terre Liberate nel 1919 (1) soltanto due tabelle riassuntive, l’una 
indicante il numero dei profughi distinti secondo la dimora di 
profuganza (provincie e comuni) l’altra secondo il domicilio ori- 
ginario (circondario o distretto). 

Entrambe le tabelle riportano dai fogli di famiglia il numero 
delle famiglie e dai tre moduli individuali il numero dei cittadini 
irredenti trasferitisi in Italia per causa della guerra, il numero di 
tutti i cittadini italiani che avevano dovuto abbandonare la loro 
dimora abituale o per le avvenute invasioni del nemico, o per 
ordine dell’autority militare, o per le difficolty create dalla guerra 
alio svolgimento della vita civile, e finalmente il numero dei cit¬ 
tadini italiani rimpatriati per causa della guerra, esclusi coloro 
il cui rimpatrio era stato determinate da obblighi militari. 

Tutte le altre notizie che avevano formato oggetto di rileva- 
zione, o non sono state elaborate o in ogni modo non furono rese 
di pubblica ragione. 

Lo schedario del Censimento venne sin dal 1922 affidato per 
la sua conservazione all’Istituto di Statistica della R. University 
di Padova su richiesta del Gini che di tale Istituto era allora di- 
rettore. 

Senonchd il materiale era stato rimesso da Roma in tale grave 
disordine da disanimare chiunque ne avesse intrapresa la elabo- 
razione. 

In occasione di un suo recente ordinamento e di una migliore 
sistemazione, si 6 potuto constatare l’assoluta impossibility di 
qualsiasi utilizzazione delle schede individuali per la maggior 
parte incomplete ed evidentemente redatte senza correttezza di 
informazioni; i fogli di famiglia, invece, apparvero subito suscet- 
tibili di rapido riordino e da un successivo piu approfondito esame 
traemmo incoraggiamento ad elaborazioni che avessero consen- 
tita, almeno nei suoi lineamenti fondamentali, la ricostruzione 


(1) Ministero per le Terre Liberate - Ufficio Censimento - 
Censimento dei profughi di Guerra, ottobre 1918, Roma 1919. 
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della fisionomia di quella parte della popolazione italiana che era 
stata profuga di guerra. 

Di tali elaborazioni del materiale ancora inedito, integrate 
con altre compiute su quello gi& pubblicato nel volumetto del 
I9 I 2 9> °ggi non tanto facilmente reperibile, qui mi propongo di 
dar conto, unitamente alle conclusioni di carattere generale cui 
le elaborazioni stesse consentirono di pervenire. 

2. — Nella prefazione, dettata .da Corrado Gini per un grosso 
volume sugli esodi e le carestie in Europa attraverso il tempo, 
compilato per cura della Commissione Italiana per lo studio delle 
grandi calamity (i), sulla traccia dello stesso Gini segnata in una 
precedente memoria sulle calamity economiche e sociali, non solo 
sono esaminati gli aspetti sociologici degli esodi, ma vi si prospet- 
tano anche funzioni a carattere biologico che gli esodi sarebbero 
chiamati a compiere nel continuo evolversi dell’umaniti. 

Naturalmente questa suggestiva concezione integrate di pro- 
blemi sociali e biologici connessa agli esodi troverebbe maggior 
riscontro — piii che negli esodi delle epoche a noi vicine — nei 
grandi movimenti d’ingenti masse migranti dell’antichita sospin- 
gentisi le une sulle altre, a catena — come dice lo stesso Gini — 
e che forse costituiscono appunto quel meccanismo di adatta- 
mento attraverso il quale si selezionarono spontaneamente nelle 
varie popolazioni gli elementi piii riproduttivi (2). 

Anche il Kawan, autore del volume su ricordato, nell’esame 
delle cause degli esodi, del loro svolgimento, dei loro caratteri 
differenziali con le migrazioni, delle conseguenze di essi rispetto 
ai fuggiaschi, ai paesi abbandonati e a quelli di nuova dimora, h 
di avviso che gli esodi locali e temporanei, quali quelli determinati 

(1) Gli esodi 'e le carestie in Europa, di L. Kawan con prefazione di 
C. Gint, Pubblicazione del « Comitato italiano per lo studio delle grandi 
calamity». R. A. N. dei Lincei, Roma 1932-x. 

(2) Osserva lo stesso Gini : « queste considerazioni possono forse 
spiegare la tenace vitality di stirpi di profughi che, risospinti dalle popo¬ 
lazioni sopravvenute, trovano rifugio — probabilmente dopo varie tappe, 
di cui ciascuna 'forse risponde ad una nuova selezione — sulle pendici delle 
catene montagnose. Il Caucaso e i Pirenei ce ne offrono esempi in Europa ». 
Vorrei ricordare in proposito che un altro esempio, da me segnalato nella 
prefazione alia monografia di P. Fortunati, Quattro secoli di vita del 
popolo Friulano (Padova 1932), ci viene ofierto dalle popolazioni delle 
Alpi Carniche. 



durante la grande guerra europea, anche se presentano una cala¬ 
mity per i gruppi relativi, tuttavia sono per la entity, la gravity e 
la durata dei loro effetti meno important degli esodi permanenti 
e per paesi lontani. 

Senonchfe queste stesse considerazioni ci sono anzitutto sem- 
brate degne di essere confortate dall’analisi quantitativa degli 
avvenimenti piii recenti per cui si hanno dati statistici adeguati, 
ed y cosl che mentre nel grosso volume della Commissione per le 
grandi calamity, ai profughi della grande guerra non potevano 
essere consacrate che poche pagine soltanto, io ne ho tratto 
motivo per uno studio, per quanto possibile piii approfondito. 

Si aggiunga che se importanti per la loro gravity e per le 
loro ripercussioni nelle vicende dei popoli ci appaiono sopratutto 
gli esodi dell’antichity, se d’altra parte viva attenzione richia- 
mano anche gli eccezionali recenti trasferimenti di popolazioni 
dei profughi bulgari e greci in seguito al nuovo assetto politico 
dell’Asia minore e dei Balcani, gli esodi temporanei dovuti a 
cause belliche possono costituire nuovo ed interessante campo di 
osservazione per ragioni vorrei dire contingenti, in un periodo 
fortunoso come il nostro e come quelli che si prospettano per 
l’avvenire, quando le future guerre, per le incursioni aeree sui 
maggiori centri urbani, presuppongono rapidi spostamenti di 
ingenti masse di popolazione. 

Resta inline sempre l’aspetto storico — descrittivo anche 
per gli esodi a carattere episodico, per l’interesse che esso presenta 
nel quadro della vita di una nazione, colpita dall’eccezionale e 
spesso tragico evento. 

3. — La guerra mondiale ha, come y noto, provocato esodi 
nei vari territori dove si sono svolte le operazioni militari o che 
furono occupati dagli eserciti nemici. 

I piii notevoli, per parlare di quelli soltanto che interessano 
i paesi europei si sono verificati nel Belgio, in Francia, in Italia, 
in Polonia, in Serbia ed in Russia. Le loro caratteristiche possono 
sintetizzarsi nei tre seguenti aspetti: 

a) evacuazione spontanea della popolazione civile dalla 

zona delle operazioni militari, davanti all'avanzata degli eserciti 
nemici; t 

b) sgomberi disposti tempestivamente dalle autority militari; 

c) deportazioni od internamenti da parte degli invasori 
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di intere popolazioni o di singoli gruppi di abitanti rimasti nel 
territorio invaso. 

I « profughi di guerra» appartennero prevalentemente alle 
due prime categorie. Deportazioni e internamenti nei campi di 
concentrazione si ebbero particolarmente nel Belgio ed in Fran- 
cia da parte delle autoriti tedesche; internamenti sopratutto di 
maschi atti alle armi si effettuarono nelle regioni occupate dagli 
eserciti nemici in Francia, in Belgio, in Italia, da parte delle auto- 
rit& tedesche ed austriache. 

Le cronache ed i diari del tempo sono dense di descrizioni a 
fosche tinte del tristissimo quadro offerto dai fuggiaschi che sor- 
presi quasi aH’improvviso, si videro costretti ad abbandonare il 
proprio paese nel giro di poche ore, senza portare seco i pivi ele- 
mentari ed immediati mezzi di sussistenza. 

Le schiere dei fuggiaschi arrivavano nei luoghi di destinazione 
sfinite, sprovviste di tutto, in gran parte affette da malattie con- 
tagiose determinate dalla fatica sostenuta, dall’insufficiente nu- 
trizione, dalle intemperie sopportate e dalla assenza di qualsiasi 
misura igienica. 

Gli internamenti nei campi di concentrazione ebbero conse- 
guenze ancor piii gravi e dolorose per l’alta mortality fra gli in¬ 
ternal sottoposti ad ogni genere di privazioni e di sofferenze du¬ 
rante tutto il lungo periodo del loro esilio. 

Gli sgomberi ordinati dalle autoriti militari con una certa 
precedenza sugli avvenimenti bellici, in previsione dei quali erano 
stati disposti si sono, invece, effettuati meno precipitosamente e 
quindi con ripercussioni meno profonde delle fughe davanti al 
nemico invasore, delle deportazioni e degli internamenti. 

Per avere una prima idea relativa dell’entiti degli esodi della 
grande guerra ricorderemo che i profughi di guerra francesi nel 
luglio 1918 ammontavano a circa un milione e mezzo di individui 
su di una popolazione di 4 milioni e 700 mila abitanti, essi rappre- 
sentavano cio& circa il 32 percento della corrispondente popola¬ 
zione ; i profughi belgi nel novembre 1918 ammontavano a circa 
seicentomila su di una popolazione di circa sette milioni e 600 mila 
abitanti rappresentando quindi circa il 7,7 percento della popo¬ 
lazione stessa; i profughi italiani nell’ottobre 1918 si contarono 
in circa seicentomila di fronte ad una popolazione di circa 2 mi- 
lioni e 800 mila abitanti; essi rappresentarono ciok il 22 per cento 
circa della popolazione dalla quale provenivano. 



6o 


Non faremo confronti numerici con gli esodi della Polonia, 
della Russia e della Serbia sia per la incertezza delle cifre, sia per 
le condizioni diverse d'ambiente in cui si verificarono. 

Gi& il fenomeno italiano appare diverso da quello belga (ch h 
il Belgio ha bensl visto il territorio invaso, ma non esposto alia 
guerra guerreggiata), ed 6 meno intenso, d'altra parte, di quello 
francese, pel quale le zone di operazioni militari ebbero un'esten- 
sione molto maggiore di quella italiana. Aggiungasi che, mentre 
per la Francia ed il Belgio il fenomeno degli esodi si manifestb 
subito alio scoppiare del conflitto nell’estate del 1914 e durd sino 
alia fine della guerra, in Italia gli esodi ebbero luogo in due sole 
riprese : neirestate del 1916 e nell'autunno del 1917. 

Valgano comunque questi sempiicissimi raffronti per inserire 
gli esodi italiani nel quadro di quelli degli altri due paesi alleati 
sul fronte occidentale della guerra (1). 

In una prima parte di questo nostro studio considereremo 
gli esodi italiani nel loro complesso, quali si verificarono lungo 
Tintero fronte bellico dal Trentino all'Isonzo. Una seconda parte 
dedicheremo ad una analisi piu minuta dell'esodo del Friuli nel- 
Tottobre 1917, il quale presenta caratteristiche di maggior impor- 
tanza per le particolari forme che esso ha assunto sia dal punto 
di vista qualitativo che quantitative. 

'(1) Accanto alle pubblicazioni ufficiali dei vari paesi ed a quelle della 
Society delle Nazioni, ricordate nel volume piu volte citato della Commis- 
sione italiana per lo studio delle grandi calamita, segnaliamo per la Francia 
anche 1' opera di Michel Huber, La population de la France pendant la 
guerre , Presses Universitaires, Paris. 
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Capitolo I. 


4. — I circa 632 mila profughi in Italia per causa di guerra 
si possono distinguere anzitutto in : a) circa 504 mila profughi delle 
provincie Venete entro i vecchi confini ; b) circa 86 mila profughi 
dalle provincie italiane gi& appartenenti all’antico impero austro- 
ungarico; c) circa 42 mila rimpatriati dall’estero, esclusi i ri- 
chiamati alle armi. 

Mentre l’esodo dalle provincie Venete entro i vecchi confini 
rappresenta un vero e proprio grande spostamento simultaneo di 
massa, i profughi delle provincie italiane allora irredente costi- 
tuirono esigui gruppi isolati per lo piii di classi sociali elevate, 
immigrati nel nostro Paese ancora durante il periodo di neu¬ 
trality. 

Ci occuperemo anzitutto dei profughi delle provincie Venete 
entro i vecchi confini del Regno, che hanno dunque costituito il 
nucleo piii importante. 

5. — Nel suo complesso l’esodo dalle provincie Venete in- 
teress6 una popolazione di circa 2 milioni e 794 mila abitanti dei 
quali 504 mila circa, cio£ il 18 per cento, abbandonarono il proprio 
paese. La provincia che diede il maggior numero assoluto di pro¬ 
fughi — Vedi tavola I — e stata quella di Treviso con circa 
138 mila profughi che rappresentarono il 28 per cento della popo¬ 
lazione ; seguono in ordine d’importanza Udine con quasi 135 
mila profughi che rappresentarono il 21 per cento della popola¬ 
zione ; Venezia con quasi no.600 profughi ciofe con il 23 per cento 
della popolazione ; Vicenza con oltre 76.300 profughi cio£ il 15 per 
cento della popolazione; relativamente meno importanti gli 
esodi dalle provincie di Belluno e di Padova ; anzi per quest’ul- 
tima l’esodo si limitd al solo Capoluogo, divenuto dopo la ritirata 
al Piave la sede del comando supremo del nostro esercito. 

Un nuovo accenno a caratteri differenziali fra gli esodi delle 
varie provincie si ritrova anche nei dati relativi al numero dei 
membri profughi delle famiglie con profughi delle singole provincie. 

Il numero notevolmente inferiore di membri profughi per 
famiglie con profughi in confronto al numero dei membri della 
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famiglia al Censimento del 1911 ci fa subito pensare che i pro- 
fughi in gencrale sono appartcnuti a classi sociali piii elevate e 
quindi meno prolifiche, o che dalle famiglie numerose si sono 
staccati alcuni membri soltanto — donne, vecchi e bambini. 


Tav. I. — Distribuzione dei prof tight secondo il loro domicilio 
originario. 


PROVINCIIf 

Poi’OLA* Profughi 

ZIONB in Italia 

l'KKHKNTK 
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10 -vi-iyii di guerra 
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Sulla 

popola- 
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delle 

famiglie 

profuglie 
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di membri 
profughi 
per 

fanugliu 

profuga 
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medio 
del comp 
la famiglia 
della prov 
ul Celts, 
del lyri 

Rapporto 
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1 2 

3 

4 

ft 

0 
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16 
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63 
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2 
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3,2 

6,3 

50 

Treviso. 

491.166 138.387 

28 

3^-258 

3 ,* 

M 

56 

Udine. 

628 . 08 I I 34 , 8 l 6 

21 

48.125 
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5,5 

50 

Venezia. 

466.752 110.581 

23 

31.614 

3,5 

5,7 

6l 

Vicenza. 

496438 76.309 

15 

18.951 

4,o 

5,6 

71 

Total! e medle 

2 . 794.588 503 465 

18 

149 279 

3,4 

5,7 

I 
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Sotto questo punto di vista osserveremo che mentre per la 
provincia di Vicenza il rapporto fra il numero dei componenti 
profughi della famiglia con profughi rispetto a quello della fami¬ 
glia del Censimento del 1911 & di oltre il 70 per cento il rapporto 
stesso per Udine scende al 61, per Venezia al 56, per Treviso al 
50 per cento. 

Vedrcmo, analizzando piii dettagliatamcntc la Tav. II le 
ragioni di questo diverso comportamento. 

6. — Il primo esodo in ordine di tempo fu quello di circa 
76 mila profughi della provincia di Vicenza avvenuto nell'estate 
del 1916 quando parte del territorio — particolarmente l’alti- 
piano di Asiago — venne invaso dal nemico per oltre 560 chilo- 
metri quadrati e per circa 750 venne sgomberato per necessity 
belliche, o perch£ soggetto al tiro delle artiglierie nemiche (1). 

( 1 ) Cfr, Camera Commercio ed Inp. della prov. di Vicenza, Le 
ripercussiotii della guerra sull’economia delValtipiano dei sette comuni e 
della Val d'Astico, Vicenza, 1926. 
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Gli esodi delle altre provine ie si sono verificati invece in gran 
parte nell’ottobre-novembre 1917 come ripercussione della riti- 
rata dell’esercito italiano dall’Isonzo al Piave. 

Le diversity di tempo e di luogo nonche quelle della natura 
stessa dei due episodi bellici appare nelle sue ripercussioni sulla 
struttura demografica degli esodi quale risulta dalla Tav. II dove 
gli aspetti della Tav. I sono analizzati per le circoscrizioni minori 
— circondari o distretti — di ciascuna provincia. 


Tav. II. — Distribuzione dei profughi della provincia di Vicenza 
secondo i distretti e circondari di provenienza. 


DISTRETTI 

E CIRCONDARI 

Popola¬ 

zione 

X91Z 

| Profughi 

FamiGlie profughe 

Membri 

per 

famiglia 
del censi- 
mento 
del 1911 

Percento 
della 
colonna 5 
rispetto 
alia 

colonna 6 

Numero 

assoluto 

Percento 

della 

popola¬ 

zione 

Numero 

assoluto 

Membri 

profughi 

per 

famiglia 

1 

2 

3 

4 

8 

3 

7 

Asiago. 

26.864 

22.153 

82,5 

5-362 

4,1 

4,7 

87 

Bassano. 

58.683 

21 *955 

37,4 

6.352 

3,5 

5,7 

6l 

Marostica. 

42.656 

777 

1,8 

208 

3,7 

5,7 

65 

Schio. 

66.861 

24-374 

36,5 

5-954 

4 ,i 

5,2 

79 

Thiene. 

38.127 

6.928 

18,3 

1.701 

4,i 

5,8 

70 

Valdagno. 

35.898 

122 

°,3 

47 

2,6 

5,7 

45 

Total! e medie 

269.089 

76.309 

28,4 

19.624 

3,9 

5,4 

71 


Balza subito ai nostri occhi in provincia di Vicenza l’elevatis- 
sima percentuale di profughi — oltre 82 per cento della popola- 
zione — del circondario di Asiago, seguita da quella dei circon¬ 
dari di Schio e in parte Bassano, che con Asiago furono i piii diret- 
tamente colpiti dall’invasione degli altipiani del 1916. 

Contrastano con queste cifre le insignificanti percentuali 
degli altri circondari della stessa provincia. Cio si spiega tenendo 
presente che degli otto comuni costituenti l’ex circondario di 
Asiago, i Comuni di Enego, Foza, Gallio, Roana, Rotzo furono 
fatti sgomberare dalla autorit& militare dell’intera popolazione e 
che il Capoluogo Asiago su 6534 censiti nel 1911 ha avuti 6060 
profughi, Nel distretto di Bassano invece furono assoggettati 
alio sgombero totale su quindici comurii soltanto i comuni piii 
esposti alle vicende belliche di Cismon, Campolongo sul Brenta, 
S. Nazario, Solagna e Valstagna, mentre il capoluogo Bassano ha 











avuto su 17.161 censiti nel 1911 poco piii di novemila profughi. 
Nel distretto di Schio su 16 comuni furono sgomberati i comuni 
di Forni e Lastebasse ed ebbero profughi per circa il 90 per cento 
della popolazione i comuni di Arsiero, Laghi, Posina, Valle dei 
Signori e Velo d’Astico. Nel distretto di Thiene il solo comune di 
Caltrano avrebbe avuto profuga il 90 per cento della sua popo¬ 
lazione. 

In definitiva l’esodo di oltre il 75 per cento della popolazione 
della provincia di Vicenza si sarebbe verificato per 23 comuni con 
62.661 profughi su 79.148 abitanti cio& in media circa l’8o per 
cento. 

L'esodo presenta nelle sue grandi linee la caratteristica dello 
sgombero disposto con sufficiente tempestivity dalle autoriti 
militari e si sarebbe svolto pertanto relativamente calmo ed ordi- 
nato, cosl da consentire alia massa dei profughi di portar seco 
provviste, masserizie ed in generate i piix necessari mezzi di sussi- 
stenza. Se diamo uno sguardo alia colonna 7 della Tav. II relativa 
alle famiglie profughe, le caratteristiche cui sopra si manifestano 
ancora, in quanto specialmente per il circondario di Asiago i com- 
ponenti profughi della famiglia con profughi rappresentano quasi 
il 90 per cento del numero dei membri della famiglia del Censi- 
mento del 1911, mentre per i circondari di Bassano, Marostica, 
Valdagno meno direttamente a contatto con operazioni belliche, 
l’esodo ha interessato soltanto o le famiglie con pochi membri o 
porzioni soltanto di famiglie piii numerose. 

7. — L’esodo dal Friuli, che nelle sue linee di massima vien 
secondo in ordine di tempo, assume caratteristiche notevolmente 
diverse da quello vicentino. 

Se l'esodo vicentino & localizzato in una particolare regione 
della provincia e puo considerarsi, come abbiamo gi& avvertito, 
uno sgombero disposto dalle autority militari, cio& non spontaneo 
ma sublto da parte della popolazione civile, quello friulano si ma- 
nifesta come un improvviso abbandono del territorio e per pro¬ 
pria iniziativa di una parte degli abitanti di fronte alia minaccia 
dell’invasione nemica ed in vista dell’esercito nazionale in ritirata. 

L’esodo dal Friuli presenta una certa maggior uniformity 
per tutto il territorio ed ha interessato piii 0 meno intensamente 
ma senza forti sbalzi, tutti i circondari 0 distretti, poiclte dopo la 
ritirata del nostro esercito al Piave tutto il Friuli con il Bellunese, 
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Tav. III. — Comuni che diedero la maggior percentuale di profughi 
sulla loro popolazione —Pro vine ia di Vicenza. 


C O M U N I 

Popolazione 
al xgxx 

Profughi 

Percentuale 
dei protughi 
sulla 

popolazione 

Circondario di Asiago (8 comuni) 




Asiago. 

6.534 

6.060 

93 

Enego. 

3.802 

4 .II 3 

108 (*> 

Foza. 

1-395 

1.395 

100 

Gallio. 

2.789 

2.781 

100 

Roana . 

4-030 

4.302 

107 (*) 

Rotzo. 

2.867 

2.845 

99 

Trcsche Conca. 

795 

544 

68 

Distretto di Bassano (15 comuni) 




Bassano. 

17.161 

9.012 

53 

Campolongo sul Brenta .... 

943 

927 

98 

Cismon. 

2-755 

2.421 

88 

S. Nazario. 

2-347 

2.724 

ri 6 (*) 

Solagna. 

1.251 

2.098 

168 (*) 

Valstagna. 

3.770 

4.030 

107 (*4 

Distretto di Thifne (12 comuni) 




Caltrano. 

2.475 

2.269 

92 

Chiuppano. 

2.023 

00 

0 

M 

75 

Cogollo. 

3.100 

2.510 

81 

Distretto di Schio (16 comuni) 




Arsiero. 

4-999 

4.426 

89 

Forni. 

1.908 

2.104 

IIO( + ) 

Laghi. 

790 

719 

91 

Lastebasse. 

610 

625 

102 (*) 

Piovene. 

4.126 

3-094 

75 

Posina. 

2.795 

2.640 

94 

Schio. 

15.032 

I -153 

77 

Torrebelvicino. 

4-794 

I.I48 

24 

Valle dei Signori. 

5.917 

5-396 

92 

Velo d'Astico. 

2.890 

2.520 

*7 

1 


(*) II numero dei profughi poteva risultare maggiore della popolazione 
al 1911, sia per l’aumento naturale della popolazione, sia perch6 il censimento 
del 1911 fu eseguito in periodo di forte emigrazione temporanea. 
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a differenza delle altre provincie Venete, venne occupato dal 
nemico; comunque esso e generalmente meno intenso che altrove 
perch£ non si ebbero locality esposte ad operazioni belliche, se non 
occasionalmente durante la ritirata. 

Mentre in provincia di Vicenza il territorio di Asiago sgom- 
berato d’autority, ha dato, come abbiamo visto, V 8 z per cento 
di profughi e quelli di Valdagno e Marostica non colpiti dalla 
guerra e dall’invasione rispettivamente il 0,34 e 1*1,82 per cento 
della popolazione, i profughi per distretto della provincia di Udine 
variano da un minimo di 11 ad un massimo di 35 per cento della 
popolazione. I maggiori contingenti sono dati dal distretto di 
Tolmezzo nella regione delle Alpi Carniche e da quello di Udine 
che contiene il capoluogo della provincia, ma se si eccettuano i 
comuni di Chiusaforte e di Osoppo, con rispettivamente l’8o ed 
il 75 per cento di profughi della popolazione, abbiamo avuto sol- 
tanto una decina di altri centri con percentuali di profughi va- 
rianti dal 50 al 70 per cento. 

Anche l’osservazione della colonna 7 della tav. IV, dedicata 
alia composizione della famiglia profuga, ci conferma la uniformity 


v Tav. IV. — Distribuzione dei profughi della provincia di Udine 
secondo i distretti e circondari di provenienza. 


DISTRETTI 

E CIRCONDARI 

Popola¬ 

zione 

1911 

| Profughi 

| Famiglie profughe 

Membri 

per 

famiglia 
del censi- 
mento 

1911 

Percento 
della 
colonna 5 
rispetto 
alia 

colonna 6 

Numero 

assoluto 

Percento 

della 

popola¬ 

zione 

Numero 

assoluto 

Membri 

profughi 

per 

famiglia 

1 

2 

3 

4 

c 

0 

7 

Udine. 

99.340 

35-369 

35,6 

12.637 

2,8 

5,5 

5 1 

Cividale del Friuli 

61.882 

12.944 

20,9 

4 - 3 11 

3 ,o 

5,8 

5 2 

Codroipo. 

28.906 

3-529 

12 ,2 

1.216 

2 ,9 

5,9 

49 

Gemona. 

32.332 

9.409 

29 , I 

3-ii6 

3 ,o 

4,6 

66 

Latisana. i 

23.667 

5 -H 7 

21,6 

I .624 

3 , 2 

6 ,0 

52 

Palmanova. . 

31-823 

7-673 


2-457 

3 , 2 

6,3 

50 

Pordenone . 

137-520 

16.015 

u ,7 

7 . 3 I 3 

2 ,2 

6, 1 

36 

S. Daniele Friuli. 

38.564 

5.814 


2.062 

2 , 8 

5,7 

49 

S. Vito al Tagl... 

39-947 

5-948 

14,9 

2.075 

2 ,9 

6,8 

42 

Spilimbergo. 

37-653 

5-457 

I 4,5 

2.II7 

2 ,6 

4,6 

56 

Tar cento. 

33-304 

6.812 

* 0,5 

2.359 

2 ,9 

5,2 

.56 

Tolmezzo. 

63.143 

20.729 

3 2 ,$ 

6.635 

3 ,i 

4,2 

74 

Total! e medie 

628.081 

134.816 

*i,5 

47.922 

*,8 

5,5 

5 * 
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piii sopra avvertita, rappresentando il numero medio dei membri 
profughi della famiglia con profughi in tutte le circoscrizioni 
— eccettuata quella di Tolmezzo — una percentuale dal 50 al 
60 per cento del numero dei componenti la corrispondente fami¬ 
glia del Censimento del 1911. 


Tav. V. — Comuni che diedero la maggior percentuale di profughi 
sulla lore popolazione. Provincia di Udine. 


C O M U N I 

Popola¬ 

zione 

al 1911 

Profughi 

Percentuale 
dei profughi 
sulla 

popolazione 

Distretto di Udine (15 comuni) : 




Udine. 

47.617 

3* 297 

66 

Circondario di Cividale del Friuli (22 comuni) 

9.886 

5- IT 7 

52 

S. Pietro al Natisone. 

3 *3 10 

1-435 

43 

Distretto di Gemona (8 comuni) : 




Gemona... 

9.486 

2.820 

30 

Osoppo . 

2.687 

2.023 

75 

Venzone. 

3-532 

2.311 

65 

Distretto di Palmanova (11 comuni): 




Marano Lagunare. 

1.568 

1.021 

65 

Palmanova. 

5-522 

2.202 

40 

S. Giorgio di Nogaro. 

5 - 4 U 

2-737 

5T 

Distretto di Tarcento (10 comuni) : 




Tarcento. 

5-617 

2.650 

47 

Circondario di Tolmezzo (35 comuni) : 

j 

| 


Ampezzo. 

2.308 

1 .159 

50 

Chiusaforte. 

1.283 

1.008 

79 

Moggio Udinese. 

3-38i 

1.509 

45 

Pontebba. 

2.630 

00 

60 

Resia. 

2.848 

1.683 

59 

Tolmezzo. 

5-521 

2.885 

52 


Per le particolari condizioni di tempo e di luogo, di intensity 
e di cause contingenti economiche e sociali abbiam o creduto inte- 
ressante compiere dell’esodo dal Friuli anche l'analisi riferita a 
circoscrizioni territoriali — zone agrarie — meglio delle circoscri¬ 
zioni amministrative — circondari e distretti — adatte a rivelarci 
la struttura demografica del fortunoso evento, e come abbiamo av- 
vertito in precedenza, ne faremo oggetto di un capitolo a parte. 



















8. — Anche la provinda di Belluno venne nell’autunno del 
1918 interamente occupata dal nemico ed anch’essa presenta 
analoghe condizioni a quelle della provinda di Udine — meno 
accentuate perd trattandosi di provincia esclusivamente di mon- 
tagna. Le maggiori percentuali di profughi del circondario di 
Pieve e di Feltre si spiegano con la maggior vicinanza di quello 
di Pieve all’invasione dal nord; quelle di Feltre con la maggiore 
vicinanza all’invasione da oriente. II piii remoto b l’Agordino che 
dit il minor numero di profughi. La maggior afiluenza di profughi 
si ripercuote nella composizione famigliare 


Tav. VI. — Distribuzione dei profughi della provincia di Belluno 
secondo i distretti e circondari di provenienza. 


CIRCONDARI 

I£ DISTRETTI 

Popola- 

ZIONE 

19 XX 

Profughi ! 

1 

Famiglie profughe | 

Membri 

per 

famiglia 
del censi- 
mento 
del 191 X 

Percento 
della 
coloxina 5 
rispetto 
alia 

colonna 6 

Numero 

assoluto 

Percento 

della 

popola- 

zione 

Numero 

assoluto 

Membri 

profughi 

per 

fatniglia 

1 

2 

3 

4 

6 

« 

7 

Belluno. 

55-109 

6.044 

11,0 

! 

1 

2-525 

2 ,4 

5,0 

48 

Agordo. 

23-580 

1-349 

5,7 

574 

2 ,4 

4,0 

60 

Feltre. 

65.430 

15-734 

2 4,i 

4-743 

3,3 

4,6 

7 2 

Longarone. 

12.564 

1.164 

9,3 

437 

2 ,7 

5,o 

53 

Pieve di Cadore . 

36.IIO 

7 -oi 4 

19,6 

2.311 

3,o 

4,3 

71 

Total! e medle 

*92 793 

3I-305 

16,2 

10.590 

2,9 

4,6 

64 


Tav. VII. — Distribuzione dei profughi della provincia di Treviso 
secondo i distretti e circondari di provenienza 


CIRCONDARI 

E DISTRETTI 

POPOLA- 

ZXONE 

X9IX 

Profughi | 

Famiglie profughe | 

Membri 

per 

famiglia 
del censi- 
mento 
del 19x1 

Percento 
della 
colonna 5 
rispetto 
alia 

colonna 6 

Numero 

assoluto 

Percento 

della 

popola- 

zione 

Numero 

assoluto 

Membri 

profughi 

per 

famiglia 

1 

2 

3 

4 

6 1 

6 

7 

Treviso . 

145-531 

49 - 55 ° 

34,i 

12.838 

3,9 

7,\ 

54 

Asolo. 

39-958 

15.081 

37,7 

3-557 

4, 2 

6,3 

68 

Castelfranco V.to 

43 - 56 i 

2.124 

4,9 

634 

3,4 

7,5 

45 

Conegliano. 

64.4II 

13-259 

20,6 

4,064 

3,3 

7,i 

46 

Montebelluna.... 

50.419 

26.775 

53,i 

6.476 

4,i 

6,5 

64 

Oderzo. 

64.201 

15-345 

2 3,9 

3-707 

4,i 

8,2 

5 i 

Valdobbiadene .. 

29.996 

IO- 73 I 

35,8 

2.544 

4, 2 

5,3 

80 

Vittorio. 

53.089 

5-522 

10,4 

2-531 

2,2 

6,1 

36 

Total! e medie 

491.166 

138-387 

. MS — 

36.351 

3,6 

6,8 

56 
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9- — Nella provincia di Treviso ritroviamo assieme le due 
caratteristiche deiresodo volontario improvviso e dello sgombero 
ordinato dalle autorit& militari. L'esodo precedette lo sgombero. 
Comunque l'evacuazione fu limitata ai paesi lungo le rive del 
Piave. L'ordine venne impartito in tempi diversi dall'ottobre 
del 1917 agli ultimi giorni di maggio-primi di giugno del 1918. 
L'esecuzione del primo or dine fu precipitosa, ma fissata sul Piave 
la resistenza, l’evacuazione della riva destra si effettub con calma. 

Quando il nemico giunse al Piave, da prima rispettb la popo- 
lazione del territorio invaso che era rimasta nelle sue sedi o che 
le raggiunse nuovamente subito dopo il primo assestamento delle 
forze militari. In seguito verso la fine del 1917, i paesi rivieraschi 
di sinistra furono sgomberati, molti profughi accolti a Porto- 
gruaro e molti internati nella provincia di Udine con sufficiente 
ordine : in realty finch& fu possibile i profughi furono accompa- 
gnati dai loro sacerdoti che rimasero con il popolo nei paesi invasi. 

Nei paesi della riva destra del Piave la cosa procedette diver- 
samente. Da prima si allontanarono i paurosi e piii che altro le 
classi elevate. La classe dei contadini non si allontano : fu invi- 
tata ad allontanarsi verso la fine di novembre per lasciare allog- 
gio alle nostre truppe, ma si ritird di pochi chilometri verso Tre¬ 
viso, avendo trovato ospitaliti presso altre famiglie di contadini. 
La classe operaia invece si allontano quasi in massa e fu inviata 
con treni speciali in varie locality interne dellTtalia. 

Verso gennaio 1918 Tautoriti militare allontano dalla pro¬ 
vincia di Treviso i profughi d’oltre Piave ; poi sgombro tutta la 
linea destra del fiume ; molti furono mandati in Piemonte, Lom¬ 
bardia e nellTtalia meridionale e molti restarono ancora in paesi 
a 15-20 chilometri dal fronte e precisamente nei primi paesi delle 
provincie di Venezia e di Padova. 

Neiraprile - maggio 1918 si allontanarono definitivamente i 
profughi dei paesi antecedentemente sgomberati e che si erano 
sistemati in provincia di Treviso. 

Di solito era Tintera famiglia che abbandonava la posizione. 
Quando la famiglia pot6 sostare in provincia di Treviso e di Vene¬ 
zia durante il 1918 specialmente, anche durante la battaglia del 
solstizio e la battaglia finale, le donne ed i bambini non raggiun- 
sero mai i paesi del Piave e di Montebelluna, gli uomini ed i ra- 
gazzi invece vi si portavano quasi tutti i giorni per rivedere le 
loro case e nella primavera ed estate a lavorare la campagna. 
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Le classi pifi elevate si allontanarono presto; al primo sentore 
del ripiegamento dell'esercito, Tautorit^ militare non dovette 
curarsi di queste classi, ma pur troppo non sempre anche le auto- 
rita militari furono le ultime a partire (i). 


Tav. VIII. — Comuni che diedero la maggior percentuale di profughi 
sulla loro popolazione. - Provincie di Belluno , Treviso , Venezia . 


C O M U N I 

Popola- 

zione 

al 1911 

Profughi 

Percentuale 
dei profughi 
9 ulla 

popolazione 

Provincia di Belluno 

Circondario di Feltre (14 comuni): 




Alano di Piave. 

3.068 

1*705 

56 

Quero. 

1 2.486 

1.436 

58 

Vas. 

I.184 

1*^57 

98 

Circondario di Pieve di Cadore (22 Comuni): 




Pieve di Cadore. 

3*153 

i *477 

47 

Sappada ... 

1-131 

780 

69 

Provincia di Treviso 

Distretto di Treviso (22 Comuni): 




Breda di Piave. 

4.900 

4*°57 

83 

Maserada. 

4*307 

3.on 

70 

Monastier di Treviso. 

3*476 

i *935 

56 

S. Biagio di Callalta. 

8.241 

5.040 

61 

Spresiano. 

6.459 

5*356 

83 

Treviso.. 

41.022 

22.069 

54 

Zenson di Piave. 

1*995 

1.761 

88 

Distretto di Asolo (12 Co muni): 




Borso. 

3*733 

3.700 

99 

Cavaso.. 

3-258 

2.795 

86 

Crespano Veneto. 

3-316 

2.910 

88 

Paderno d* Asolo. 

2.233 

2.161 

97 

Possagno . 

2.180 

1.782 

82 

Distretto di Conegliano (14 Comuni): 




Suseerana. 


3.181 

60 


(i) Queste notizie mi furono cortesemente fornite da Mgr. C. Chi- 
menton, professore nel Seminario Vescovile di Treviso e autore di varie 
e pregevoli pubblicazioni sui danni di guerra alle Chiese della sua diocesi. 
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Continua Tav. VIII: 


C O M U N I 

POPOLA- 

ZIONE 

al 1911 

Profughi 

Percentuale 
dei profughi 
sulla 

popolazione 

Distretto di Montebelluna (9 Comuni): 




Arcade . 

4-930 

3.641 

74 

Cornuda. 

2.901 

2.268 

78 

Orocetta Trevigiana. 

5*477 

4.841 

88 

Nervesa. 

5 * 05 ° 

4-837 

96 

Pederobba. 

5-585 

4.871 

87 

Distretto di Oderzo (15 Comuni): 




Cimadolmo. 

2.483 

1.085 

44 

Oderzo. 

8.726 

3*497 

40 

Ormelle. 

3.660 

1.722 

47 

Ponte di Piave. 

6.065 

3 *i 45 

5 2 

Distretto di Valdobbiadene (8 Co muni): 




Sernaglia. 

3.660 

1.990 

54 

Valdobbiadene. 

6.395 

2.767 

43 

Vidor . 

2.280 

1 - 5°9 

66 

Provincia di Venezia 




Distretto di Venezia (3 Comuni): 




Venezia. 

160.719 

65.032 

40 

Distretto S. Dona di Piave (10 Comuni) : 




Cavazuccherina. 

5*949 

4.262 

72 

Fossalta di Piave. 

2.956 

2.848 

cj6 

Meolo. 

4.148 

3.109 

75 

Musile. 

4*434 

5.088 

(*) ZI 5 

Noventa di Piave. 

4.929 

2.874 

58 

S. Don 4 di Piave. 

i 3 * 2 3 I 

5* 2 39 

40 


(*) Vedi nota a Tav. III. 


Questa situazione 6 appena adombrata nella Tav. VII dove i 
distretti della destra del Piave di Asolo, Montebelluna, Treviso, 
Valdobbiadene, ai quali appartenevano i comuni rivieraschi che 
furono fatti sgomberare daH’autorit& militare italiana, presen- 
tano le piii elevate percentuali di profughi in confronto dei di¬ 
stretti di Conegliano, Oderzo, Vittorio sulla sinistra del Piave, 
dove dunque lo sgombero da parte delle autorit4 austriache non 
fu effettuato totalmente od anche se cid avvenne, essendosene 
fatta la rilevazione dopo la liberazione, esso non & risultato da 
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censimento in quanto gran parte della popolazione o fu allonta- 
nata dal teatro delle operazioni soltanto temporaneamente o 
rientr6 immediatamente nelle sue sedi subito dopo la cessazione 
del conflitto. 

II circondario di Castelfranco Veneto vide pochi profughi 
perch& il piii lontano dal Piave. 

Necessariamente queste caratteristiche differenziali si riper- 
cuotono sui componenti la famiglia profuga cosl che commentando 
i dati ad essa relativi non faremmo che ripeterci. 

Ma a maggior illustrazione del diverso modo di comportarsi 
della popolazione lungo le sponde del Piave e sul fronte delle 
prealpi Bassanesi val la pena di segnare il numero dei profughi 
per i comuni rivieraschi alia destra del Piave e dell'Asolano che 
ebbero dall’8o al xoo per cento di profughi sulla popolazione. Nel- 
l’Asolano i comuni di Borso, Cavaso, Crespano, Paderno d’Asolo, 
Possagno; nel distretto di Montebelluna i comuni di Cornuda, Cro- 
cetta, Nervesa, Pederobba; nel circondario di Treviso i comuni 
di Breda, Spresiano, Zenson. 

Alla sinistra del Piave invece il massimo di profughi rag- 
giunse solo il 66 per cento della popolazione nel comune di Vidor 
(Valdobbiadene) il 54 a Sernaglia e il 51 per cento a Ponte di 
Piave (Oderzo) ; ma abbiamo gi& detto come devono essere inte¬ 
grate queste minori percentuali. 

10. — E poichfe il Piave dopo aver attraversato la provincia 
di Treviso entra in quella di Venezia e precisamente nel distretto 
di San Donci di Piave, le condizioni piii sopra individuate per i 
paesi rivieraschi del Trevigiano si ritrovano anche in questa parte 
della provincia di Vehezia. E’ qui che questa ha visto il maggior 
numero di profughi; ed ecco sulla riva sinistra Fossalta di Piave 
con il 96 per cento di profughi, Muslle con il 100 per cento, Meolo 
con il 74 e Cavazuccherina con il 71; mentre sulla destra, San Don 4 
di Piave ha solo il 39 per cento e Grisolera appena il 20 per cento. 
Ancor qui alia sinistra del Piave, nel territorio cio& invaso dal 
nemico e zona di operazioni militari, la popolazione civile venne 
allontanata dagli austriaci soltanto temporaneamente e comunque 
rientrb in sede non appena cessarono le ostilitcL e quindi il numero 
dei profughi e degli internati, per maggior parte in provincia di 
Udine, non pot£ essere valutato nella sua reale entity dal censi¬ 
mento del 1918. 
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Tutto il circondario di Portogruaro, invece, confinante con 
la provincia di Udine ma lontano dalla zona esposta alia guerra 
guerreggiata, invaso dal nemico, risente delle caratteristiche della 
zona occidentale del Friuli. Dal circondario di Portogruaro si 
allontand in media il 16 per cento della popolazione ed i compo¬ 
nent! profughi della famiglia con profughi rappresentano il 46 per 
cento della famiglia del censimento 1911. I circondari di Dolo, 
Chioggia, Mirano ad occidente o a nord di Venezia senza contatto 
diretto con le operazioni belliche e neppure lontanamente minac- 
ciati dal pericolo dell’invasione dopo l’arresto del nemico al Piave, 
non hanno avuto profughi. 


Tav. IX. — Distribuzione dei profughi della provincia di Venezia 
e di Padova secondo i distretti e circondari di provenienza. 



Popola¬ 

zione 

2911 

Profughi 

Famiglir profughe 

Membri 

per 

famiglia 
del censi¬ 
mento 
del 1911 

Percento 
della 
colonna 5 
rispetto 
alia co¬ 
lonna 6 

CIRCONDARI 

15 DISTRETTI 

Numero 

ossoluto 

Percento 

della 

popola¬ 

zione 

Numero 

assoluto 

Membrl 

profughi 

per 

famiglia 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

VENEZIA 








Venezia. 

I 75 -I 95 

68.329 

39,0 

21.742 

3,i 

4,8 

65 

Chioggia. 

64.291 

993 


281 

3,3 

5,3 

62 

Dolo. 

48.844 

599 


200 

3,o 

5,7 

52 

Mestre. 

38.655 

6.524 

16,g 

1.825 

3,6 

6,6 

54 

Mirano. 

40.078 

316 

°,8 

100 

3,2 

6 y2 

5i 

Portogruaro .. . 

52.522 

8.611 

16,4 

2.643 

3,3 

7,i 

46 

S.Don&di Piave 

! 47 • i6 7 

25.269 

53,6 

4-935 

5,1 

8,3 

62 

0 

Padova 

466.752 

110.581 

2 3,7 

31726 

3,5 

5,7 

62 

Circondario di Pa¬ 








dova . 

194.521 

12.067 

6,2 

3 - 7*4 

3,2 

6 >3 

5i 

Total! e medie 

194-521 

12.067 

6,3 

3.7*4 

3,2 

6,3 

52 


Il circondario di Mestre invece, nella sua parte orientale rien- 
tra nella situazione della citt& di Venezia, ma solo il nucleo citta- 
dino intorno al nodo ferroviario, con il 34 per cento di profughi 
sulla popolazione, mentre per tutti gli altri comuni del distretto 
si ritrovano cifre trascurabili di profughi d’eccezione. 

Venezia ha oltre il 40 per cento di profughi ed il numero dei 
componenti la famiglia profuga 4 di circa il 65 per cento della 
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famiglia di censimento; cifra abbastanza elevata che fa pensare 
all’allontanamento in massa delle classi elevate, impiegatizia e 
borghese. E’ dovuto particolarmente a questa evacuazione nume- 
rosa dai maggiori centri come Treviso, Padova, Venezia — oltre 
all’organizzazione dei rifugi — se le incursioni aeree nemiche non 
cagionarono in essi gravi perdite di vite umane in relazione ai 
numerosi ed intensi bombardamenti aerei cui furono soggetti. 

11. — Della provincia di Padova il solo capoluogo interesso 
l’esodo e soltanto in occasione del trasferimento in esso del Co- 
mando Supremo dell’esercito italiano dopo la ritirata sul Piave. 
Da Padova si allontanarono o furono fatti partire 11.864 abitanti 
cio£ poco meno del 13 per cento della popolazione. Ancora qui i 
membri profughi della famiglia profuga rappresentarono il 50 per 
cento della famiglia del censimento del 1911 ; puo dirsi ciofe che 
l’esodo fu particolarmente rappresentato dalle classi meno prolifi- 
che e quindi piu elevate della popolazione. 

12. — Come si distribul nel Regno la popolazione profuga ? 

In sostanza la distribuzione avvenne in ordine di necessity 

contingenti, non certo in base ad un piano prestabilito o in omag- 
gio a criteri demografici od economici in relazione alle condizioni 
dei profughi e dell'ambiente che avrebbe dovuto ospitarli. Tutta- 
via, mentre e ovvio che i grandi centri industriali dell’Italia set- 
tentrionale abbiano assorbita la manodopera profuga, Bologna 
ha costituito il primo grosso centro oltre Po di smistamento dei 
fuggiaschi. La corrente di questi venne poi incanalata per la 
maggior parte oltre Appennino e quindi verso la Toscana e in 
minor numero lungo la linea adriatica. Comunque un’analisi 
dettagliata rispecchier 4 i caratteri differenziali degli esodi anche 
dal punto di vista della distribuzione dei profughi nelle varie 
locality del Regno. 

Gi 4 la Tav. X ne delinea gli aspetti generali per comparti- 
menti di destinazione e per provincie di provenienza. 

La provincia di Vicenza, la prima cronologicamente soggetta 
all’esodo, mantiene i suoi profughi per una meta nel Veneto e 
distribuisce il rimanente sopratutto in Piemonte, Lombardia ed 
Emilia essendo sporadiche e trascurabili per entity le altre desti- 
nazioni. Vedremo piu avanti le ragioni di questa particolare 
distribuzione che appare nettamente distinta da quella dei pro¬ 
fughi Friulani. 
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Tav. X. — Distribuzione dei profughi in Italia secondo le provincie 
di provenienza ed i compartimenti di destinazione 

Valori assoluti 


COMPARTIMENTI 

DI DESTINAZIONE 

Provincie di provenienza 

Totali 

Bclluno 

Tadova 

Treviso 

Udine 

Venezia 

Vicenza 

1 

Piemonte. 

1 

2.384 

I.292 

8.806 

12.4IO 

8.542 

8.587 

42.021 

Liguria. 

1.246 

1.420 

4.245 

8.356 

8-155 

2.073 

25.495 

Lombardia. 

4.811 

I.9T3 

17.04I 

20.802 

I3.5T7 

13.439 

71.523 

Veneto . 

13.091 

362 

52.728 

5-746 

II.711 

37.732 

121.37° 

Emilia. 

3.046 

1.600 

14-194 

19.906 

24.851 

4.053 

67.650 

Toscana. 

3.669 

2*353 

II .261 

35-437 

14-136 

2.058 

68.914 

Marche. 

315 

235 

2.452 

3.864 

7.603 

I .l8l 

15.65° 

Umbria. 

338 

I2 5 

1.185 

3-159 

1.601 

290 

6.698 

Lazio. 

695 

861 

2.548 

5.381 

3-308 

321 

13.114 

Abruzzi e Molise 

308 

1-423 

3*999 

1.868 

4-799 

903 

13.300 

Campania. 

498 

241 

5.933 

4.903 

5-431 

2.735 

24.241 

Puglie. 

15 1 

50 

2.897j 

1.576 

I.7I9 

257 

6.650 

Basilicata. 

68 

12 

57 

268 

833 

88 

1.326 

Calabrie. 

221 

37 

1.035 

1.942 

976 

327 

4.538 

Sicilia . 

46O 

138 

9.968 

4.641 

3-366 

2.282 

20.855 

Sardegna . 

4 

5 

38 

57 

33 

12 

149 

Regno 

31.305 

12.067 

138.387 

134.816 

110.581 

76.338 

503.494 


Udine infatti distributee i suoi profughi piu uniformemente 
e, se ne manda il 15 per cento in Lombardia, ne avvia altrettanti 
in Emilia e raggiunge un massimo con appena il 26 per cento 
in Toscana. Ancor qui si rivelano subito le caratteristiche diffe- 
renziali gia illustrate fra sgombero ordinato ed evacuazione spon¬ 
tanea che hanno individuato rispettivamente gli esodi delle due 
provincie di Vicenza e di Udine. 

La provincia di Treviso risente ancora invece dello insieme 
delle due caratteristiche col 38 per cento dei suoi profughi rimasto 
nel Veneto, con un 12 e un 10 per cento di profughi avviati in 
Lombardia ed in Emilia e con un frazionamento del rimanente 
fra tutti gli altri compartimenti del Regno. 

Anche Venezia risente dello sgombero d’autorit4 e dell’esodo 
spontaneo, ma con minor intensity di Treviso. Infatti nel Veneto 
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rimane appena l’n per cento di profughi veneziani, mentre in 
Emilia — e vedremo pih innanzi, quasi tutti a Forll — ne 
viene trasportato il 22 per cento. 

13. — Vale la pena di dare uno sguardo agli indici di con- 
centrazione della distribuzione compartimentale dei profughi 
per le singole provincie : 

A tal uopo ci serviamo del rapporto R di concentrazionc che 
calcoliamo sulla distribuzione percentuale dei profughi delle sin¬ 
gole provincie di provenienza nei vari compartimenti di destina- 
zione. E’ noto che R varia da zero in caso di equidistribuzione ad 
1 in caso di massima concentrazione (1). 


Provincie 
Vicenza 
Udine . 
Belluno. 
Treviso . 
Venezia 
Padova. 


Valori % di R 
. . 78 

• • 58 

• • 7 3 

. . 64 

• • 5 2 

■ • 59 


La maggiore concentrazione e per i profughi delle provincie 
di Vicenza e Belluno, viene subito dopo Treviso. Gli e che, come 
abbiamo gi k accennato e come vedremo meglio ancora piu avanti„ 
molti profughi di queste provincie dai comuni invasi od esposti 
alia guerra guerreggiata si ritirarono in massa in locality piu 
sicure ma poco distanti dalla loro stessa provincia. 

Padova, Udine, Venezia con profughi vorrei dire piu selezio- 
nati si distribuirono con minore disformita nei vari comparti¬ 
menti. 


14. — Esaminando invece la composizione dei profughi entro 
i singoli compartimenti vediamo che i profughi friulani hanno 
rappresentato il 30 per cento circa di tutti i profughi ospitati in 
Piemonte, in Liguria, in Lombardia, in Emilia, intorno al 4a 


(1) Come 6 noto il rapporto di concentrazione R 6 stato proposto dal 
Gini, Sulla misura della concentrazione e della variabilitd dei caratteri , Atti 
R. 1 st. di S. L. A., 1913-14 Tomo LXXIII, P. II. Qui i valori sono stati 
calcolati con la formula di A. De Gleria, (TJn'abbreviazione nei calcolo- 
della differenza media , Rivista it. di statistica, Ottobrc 1929). 









Tav. XI. — Distribuzione dei profughi in Italia secondo le provincie di provenienza 

ed i compartimenti di destinazione. 

Valori relativi. 
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per cento nel Lazio, nella Campania, in Calabria, in Sardegna, 
oltre il 50 per cento di tutti i profughi accolti in Toscana ; i 
profughi della Trevigiana hanno costituito quasi il 50 per cento 
del totale dei profughi ospitati iti Sicilia, oltre il 40 per cento dei 
profughi nel Veneto, il 30 per cento dei profughi in Abruzzo; 
i profughi di Venezia hanno costituito oltre il 60 per cento di tutti 
i profughi in Basilicata, quasi il 50 per cento di quelli delle 
Marche, fra il 30 e il 40 per cento di quelli in Liguria, Emilia, 
Abruzzi; i profughi del Vicentino il 30 per cento di tutti i pro¬ 
fughi nel Veneto etc. etc. 

Ancor qui abbiamo calcolato degli indici di concentrazione 
per le distribuzioni percentuali nei singoli compartimenti. 

I compartimenti in cui la concentrazione e minore sono il 
Piemonte e la Lombardia, il che significa che in questi comparti¬ 
menti pih che negli altri sono affluiti i profughi di tutte le provin- 
cie colpite dall’esodo. Cio che si spiega facilmente tenendo pre¬ 
sente che piu che altrove nellc grandi industrie di guerra del 
Piemonte e della Lombardia trovarono occupazione le masse 
profughe operaie. 

Anche la Liguria dopo il Piemonte e la Lombardia ha per 
analoghe ragioni un valore di R inferiore agli altri compartimenti. 
I valori piu elevati di R invece sono per i compartimenti dell’Ita- 
lia Centrale, Meridionale ed Insulare ai quali furono avviati, a 
seconda delle ondate, i profughi appartenenti alle altre classi 
sociali, particolarmente i contadini che avevano dovuto sgombe- 
rare i loro paesi; ovvero vi trovarono ospitalitA, per ragioni pri¬ 
vate, singoli individui o famiglie dell’una piuttosto che dell’altra 
provincia. 


COMPARTIMENTI 

Valori di R 

0/ 

/o 

COMPARTIMENTI 

Valori dl R 

% 

Piemonte. 


! 

Lazio. 


Liguria. 

AZ 

Abruzzi. 

48 

Lombardia. 

tO 

37 

Campania. 

S 3 

Veneto. 

CQ 

PlTGLTK.*. 

6l 

Emilia. 

C2 

Basilicata. 

72 

Toscana . 

D 

6l 

i 

Calabria. 

/ 

s6 

Marche. 

62 

Stctt.ta. 

60 

Umbria. 

60 

Sardegna . 

5 2 
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15- — Pud riuscire interessante anche il seguente specchietto 
nel quale misuriamo sia pur grossolanamente il numero dei chilo- 
metri percorso dai profughi delle varie provincie per raggiungere 
la localita dove trascorsero il periodo di profuganza. 

Per il calcolo abbiamo supposto, grosso modo, che i profughi 
abbiano percorso le distanze dei capoluoghi della provincia di 
provenienza dal capoluogo del Compartimento di destinazione. 


Provincia Percorso medio del profngo 

Km. 

Vicenza. 223 

Udine. 503 

Belluno. 305 

Treviso. 314 

Venezia. 338 

Padova. 350 


Si vede subito ancor qui come si differenzino Udine, Venezia 
e Padova da Vicenza, Belluno, Treviso. 

Ancor qui il maggior percorso e per il profugo spontaneo o 
comunque appartenente a classi piu elevate, il minor cammino e 
ovviamente fatto dalla massa globale dcgli abitanti dei territori 
sgomberati d’autorita. 

Andie volendo tener conto dei cento chilometri che separano 
Udine da Treviso, il profugo friulano si e allontanato dal proprio 
paese assai di piu di quello trevigiano e ancor di piu di quello 
vicentino. 

16. — Ma possiamo ormai scendere ad un'analisi piu detta- 
gliata per circondari e distretti di origine e provincie di desti¬ 
nazione. 

In provincia di Vicenza, la prima a subire le conseguenze 
de^ipesodo, possiamo constatare ancora una volta che il fenomeno 
dellcr* sgombero fa si che gran parte della popolazione profuga 
praticam>ente si ritiri nell’interno della stessa provincia quel 
tanto appe;'na che valga a sottrarla ai pericoli della guerra guer- 
reggiata e dei U'invasione. 

Cosi oltre iYi 60 per cento dei profughi dei territori di Schio 
e di Thiene, oltre *i'l 50 per cento di quelli del territorio di Asiago 
restano in provinciaT*di Vicenza. Generalmente si tratta della po¬ 
polazione agricola e comunque delle classi piu povere che man- 
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dano qualche propagine anche nella vicina provincia di Padova 
(Asiago vi manda circa il io per cento dei suoi profughi). II resto 
dei profughi, per lo piti operai delle grandi industrie del vicen- 
tino, trovano ospitalM nei maggiori centri industriali dell’Italia 
Settentrionale. Oltre cinquemila profughi di Schio si distribuiscono 
pressocchS in parti eguali tra Como, Milano, Novara, Torino. 

I profughi del Bassanese meno prossimi alia zona delle ope- 
razioni belliche, si frazionarono di piii ed £ ovvio che questo fra- 
zionamento avvenga piu frequentemente secondo la maggior at- 
trazione professionale. 

Roma si pu6 dire che non ospiti ancora profughi e cosl dicasi 
per i vari compartimenti dellTtalia Centrale e Meridionale. 


17. — Del tutto diversa la distribuzione nel Regno dei pro¬ 
fughi della provincia di Udine. Dei profughi del circondario di 
Udine oltre un quinto furono accolti in provincia di Firenze ; 
le provincie di Torino, Genova, Milano, Bologna, Lucca, Perugia, 
Roma, Napoli ne ospitarono da una a due migliaia ciascuna. 
Anche degli altri circondari e distretti della provincia di Udine 
il maggior numero di profughi (dai 500 ai 1500) trov6 ricovero in 
provincia di Firenze ; i profughi di Pordenone furono ospitati 
particolarmente a Milano, Torino, Genova, Roma, Parma, quelli 
di Tolmezzo ancora a Milano, Torino e Genova e poi a*Novara, a 
Como a Portomaurizio, Reggio Emilia, a Lucca; quelli di Spi- 
limbergo a Milano ; quelli di S. Vito al Tagliamento a Lucca etc. 

Nessuno dei profughi Friulani rimane entro il territorio della 
provincia e pochissimi si arrestano nel Veneto. Saranno invece 
internati a Udine i profughi Trevigiani della sinistra del Piave. 


10 


18. — Dei profughi del circondario di Feltre oltre alia met 4 

•t o llDDf) 

riparano nel Bellunese, mentre quelli di Pieve 0 si irradiano per * * " 

piui frammentariamente per tutte le regioni d’ltalia — in g^ ue jjj 

piu denso a Milano — o sono internati a Udine. 
r ^ ., . , ,. , ., paese pnma 

Evidentemente 1 profughi oltre il Veneto sono,^ Q f. QnQ 

classi piu elevate che arrivano a lasciare il proprj/_„ ... 8 ., ' 

, „,. v . . . - , *. V Vare miglior ospita- 

dell mvasione e si avviano verso localita dove 1 , A . .. 

, ... . . uutto — da invece il 

per parentela, amicizia, o professione di trov. 

lit&; la classe povera — i maschi sopra*. 
maggior numero di internati in Friuli. • 

/ 



jg. — Per Treviso la situazione e quella che doveva essere 
in funzione dello sgombero lungo la linea del Piave. 

Dei circa 50 mila profughi del circondario di Treviso il 20 
per cento si sposta solamente nell’interno del circondario stesso 
verso occidente e costituisce il gruppo dei contadini che, come 
abbiamo visto, a stento abbandonano le proprie sedi e vi ritornano 
periodicamente ogni qual volta d loro consentito, per i lavori 
campestri. Un dieci percento — per lo piu operai — va nolle 
industrie di guerra a Milano ; anchc Torino e Genova ospitano 
nuclei importanti delle classi lavoratrici; Firenze, oltre tremila 
trevigiani delle diverse classi sociali, Bologna, Modena, Livorno, 
Roma, Napoli, Caserta, Catania gruppi dai mille ai millecinque- 
cento profughi. Le piu lontane residenze furono evidentemente 
assegnate ai nuclei della campagna trevigiana quando furono 
fatti sgomberare in un secondo tempo dalle autorita anche dalle 
locality in provincia di Treviso nelle quali si erano prima ritirati. 

Qualche cosa di simile si riscontra nell’Asolano, da dove si 
erano rifugiati nel Trevigiano oltre ottomila profughi del cir¬ 
condario, quando circa un decimo di essi viene poi avviato a 
Trapani. 

Anche per il circondario di Montebelluna sulla destra del 
Piave lo stesso fenomeno. Un quinto dei profughi si raccolgono 
intorno a Treviso ; gli altri si diffondono in nuclei piu o meno 
importanti a Milano (duemila circa), Genova, Torino, Alessandria, 
Padova, Campobasso, Catania (dagli 800 ai mille profughi per 
localita). 

Sulla sinistra del Piave i due terzi della popolazione che ha 
abbandonato il territorio e costituita da internati in provincia 
di Udine, mentre i pochi profughi che son riusciti a varcare il 
Piave si sono diffusi frammentariamente per tutta Italia. 

Cosl pud dirsi di Valdobbiadene dove oltre i quattro quinti 
dei profughi sono stati internati in Friuli. 

20. — Per il circondario di S. Dona di Piave della provincia 
di Venezia vediamo ripetersi la situazione della zona invasa dal 
nemico alia sinistra del Piave in provincia di Treviso ; per quelli 
di Portogruaro la situazione della parte occidentale del Friuli. 
A S. Dona nella zona di operazione gli abitanti che non riuscirono 
a varcare in tempo il Piave vennero internati in Friuli e presumi- 
bilmente il censimento dei profughi non ne registrd che una parte ; 
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i profughi di Portogrua.ro, invece, si affiancarono a quelli friulani 
che fuggirono dai loro paesi al primo annunzio del nostro abban- 
dono del fronte orientale. 

Un quinto abbondante del profughi di Venezia cittcL e sob- 
borghi venne avviato in occasione dello sgombero a Forll, circa 
un decimo a Genova, poco meno a Milano, oltre quattromila pro¬ 
fughi furono ospitati a Firenze, nuclei da due a tre mila presero 
invece dimora ad Alessandria, Torino, Pisa, Perugia, Roma etc. 

Ma non entreremo in indagini dettagliate per le quali riman- 
diamo senz’altro alia lettura delle tabelle che raccolgono per cir- 
condari o distretti di provenienza e provincie di destinazione i 
nuclei di profughi superiori ai 500 individui, avvertendo che nelle 
tabelle stesse l’assenza di cifre sta ad iridicare che non vi furono 
profughi, ovvero che il loro numero 6 stato inferiore ai 500. 


Tav. xi-bis 

Provincia di Belluno 


PROVINCIA DI DESTINAZIONE 

Circondari di provenienza 

Belluno 

Feltrb 

PlEVE DI 
Cadorb 

Milano ... 

720 

716 

790 

Belluno . 

507 

8570 


Padova ... 


587 


Udine. 


1453 


Firenze . 

632 

45 2 

•• 


Provincia di Padova 


PROVINCIA 

Circondario 
di provenienza 

PROVINCIA 

Circondario 
di provenienza 

DI DESTINAZIONE 

Padova 

DI DESTINAZIONE 

| Padova 

Torino. 

895 

1370 

1388 

Lucca. 

512 

86l 

1374 

Genova . 

Roma. 

Milano.. 

Chieti. 

Firenze. 

1252 























Provincia di Treviso 


PROVINCIA 

DI PROVENIKNZA 


ClRCONDARI 0 DI8TRETTI DI 

PROVSNIENZA 


Treviso 

Asolo 

Cone- 

gliano 

Monte- 

belluna 

Odcrzo 

Valdob- 

biadene 

Vittorio 

Alessandria. 

863 



856 




Novara. 

664 

. . 

. . 

.. 


. . 

. • 

Torino. 

I.692 

•• 

457 

796 



•• 

Genova . 

1.502 

•• 

533 

786 

•• 

•• 

•• 

Bergamo. 

5 H 


.. 

553 

.. 

.. 

.. 

Brescia. 

726 


.. 

. . 

.. 

.. 

.. 

Como. 

.. 


.. 

45 ° 

.. 

.. 

. . 

Milano. 

4.803 


873 

1.918 

652 

•• 

577 

Padova . 

996 

. . 

.. 

1.382 

. . 

, , 

., 

Rovigo. 

615 


.. 

.. 

.. 

.. 

.. 

Treviso . 

8-253 

8.187 

.. 

5-176 

.. 

. . 

.. 

Venezia. 

5 2 5 

. • 

.. 


.. 

. . 

.. 

Udine. 


• • 

4.872 

• • 

9.194 

8-330 

•• 

Bologna. 

1.683 

. . 



. . 


.. 

Ferrara. 

988 

. . 

.. 

.. 

.. 


.. 

Forli. 

502 

. . 

.. 

.. 

.. 

. . 

.. 

Modena. 

1.181 


.. 


.. 

. . 

.. 

Parma. 

821 


.. 


.. 

. . 

.. 

Ravenna . 

464 


.. 

.. 

.. 

. * 

.. 

Reggio Emilia.* 

767 

•• 



•• 



Firenze. 

3-174 

. . 

494 

508 

. . 

. . 

.. 

Livorno . 

1.136 

. . 



.. 

. . 

.. 

Lucca . 

997 

. . 

« • 

.. 


. . 

.. 

Pisa. 

478 

. . 

.. 

.. 



.. 

Siena. 

549 

•* 

** 

•• 


•• 

•• 

Perugia. 

547’ 

•• 




•• 

• • 

Roma. 

1.218 





• • 

. • 

Campobasso. 

,. 

. . 

.. 

969 

. . 

. , 

,. 

Teramo. 

786 

•• 

•• 

5^3 

•• 

•• 

•• 

Benevento. 

550 

, , 

,, 

# # 

, , 

9 # 

.. 

Caserta. 

1.088 

. . 

.. 

• . 

. . 

0 , 

,, 

Napoli. 

1-305 

•• 

•• 

•• 

• • 

•• 

•• 

Bari. 

,, 

. . 

,. 

867 


. , 

,, 

Foggia. 

•• 


•• 

476 


•* 

•• 

Messina. 

899 



., 

. . 

, , 


Catania. 

1.078 


.. 

969 


, , 

., 

Palermo. 

544 


.. 

651 


. . 

.. 

Siracusa. 

493 

. . 

.. 

485 

.. 

. . 

.. 

Trapani. 

671 

i -338 

• • 

492 

1 

• • 

! " 

• • 















































Provincia di Udine 
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Provincia di Venezia 


PROVINCIA 

DI DESTINAZIONE 

ClRCONDARI 0 DXSTRKTTI DI PROVENXENZA 

Venezia 

Mestre 

Portogruaro 

S. Don& di 
Piave 

Alessandria. 

2.024 


•• 

648 

Novara. 

537 

. . 


. . 

Torino. 

2-365 

•• 

• * 

•• 

Genova . 

6.622 

5 fi 4 


•• 

Brescia. 


.. 


602 

Como. 

1.448 

.. 

.. 

, . 

Cremona. 

544 

. . 

.. 

. • 

Milano. 

5.883 

598 

. . 

641 

Pavia. 

544 

•• 



Rovigo. 

454 


,. 

. . 

Treviso. 

.. 

.. 

. . 

1.210 

Udine. 

.. 

. . 

.. 

6.836 

Venezia. 

•• 



560 

Bologna. 

1-557 

, . 

. . 

. , 

Ferrara. 

.. 

. . 

.. 

498 

Forli. 

14.229 

. . 

.. 

542 

Modena. 

1-253 

. . 

. . 

. . 

Parma. 

7 i 5 


. . 

. . 

Piacenza. 

621 

. . 

. . 

. . 

Reggio Emilia . 

884 

•• 

•• 

•• 

Firenze. 

4.272 

513 

I.007 

615 

Livorno . 

1.277 


. . 

. . 

Lucca . 

1.421 

• • 

. . 

. . 

Pisa. 

2.134 

* * 

.. 

. . 

Siena. 

568 


•• 

•• 

Ancona. 

2.483 



.. 

Ascoli. 

.. 

. . 

. . 

682 

Macerata. 

739 

. . 

.. 

. . 

Pesaro Urbino. 

2.458 

•• 

•• 

•• 

Perugia. 

1.211 

•• 



Roma. 

2-585 

•• 

•• 

•• 

Chieti. 

463 

• * 

# m 

m # 

Teramo. 

2.518 

.. 

•• 

583 

Caserta. 

,, 

* * | 

i •• i 

743 

Napoli. 

1.142 

•• 

664 

995 

Bari. 

468 - 

•• 

• • 

•• 

Potenza. 

i 

•• 

791 

•• 
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Provincia di Vicenza 


PROVINCE 

ClRCONDARI 0 DISTRfeTTI DI PROVBNIENZA 

DI DESTINAZJONE 

Asiago 

Bass a co 

Schio 

Thiene 

Alessandria. 


893 

594 


Cuneo . 

.. 

.. 

541 

.. 

Novara. 

.. 

739 

1.024 

•. 

Torino. 

7°7 

1.058 

1.150 

.. 

Genova . 

.. 

839 

.. 

.. 

Brescia. 

.. 

848 

986 


Como. 

i- 34 i 

. . 

.. 

Milano. 

.. 

3.106 

1.643 

.. 

Pavia. 

454 

469 

560 

642 

Padova . 

2.325 

1.266 

.. 

4.285 

Vicenza. 

11.808 

1.378 

14.771 

Ferrara. 

.. 

47 1 


• • 

Ravenna... 

.. 

1.183 


. • 

Firenze. 

.. 

461 



Ascoli Piceno. 

Campobasso. 

5 « 

572 


• * 

Benevento. 

.. 

992 


»• 

Catania. 


648 


• * 


21. — Per quanto riguarda la distribuzione delle famiglie 
con profughi nel Regno ci piace anzirutto richiamarc l’attenzione 
del lettore sul fatto che al momento in cui venne eseguito il cen- 
simento dei profughi, a un anno cioe dalla ritirata dell’esercito 
italiano al Piave e a un anno e mezzo circa dall’invasione dcgli 
altipiani, la composizione del nucleo famigliare in profuganza era 
gist avvenuta in pieno. In sostanza le dispersioni di membri pro¬ 
fughi di una stessa famiglia, che si verificarono in un primo mo¬ 
mento, sopratutto nell’esodo friulano, ebbero carattere assoluta- 
mente eccezionale e furono di brevissima durata. Rarissima ap- 
pare sul foglio di famiglia l’indicazione di membri assenti stabil- 
mente residenti in altri comuni del Regno; per lo pift di qualche 
giovane domestica in servizio in centri diversi da quello abitato 
dalla propria famiglia. 

In generale, per gli assenti stabilmente non si ritrovano nel 
foglio di famiglia le notizie richieste sulla loro residenza, se non 
per i casi eccezionali surricordati, per i militari e per i residenti 
all'estero ; ma evidentemente era soltanto per i rimasti nei terri- 
tori invasi che potevano mancare le indicazioni da parte dei pro¬ 
fughi, mentre nell’interno del Regno, subito dopo il primo periodo 
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di confusione e di incertezze della profuganza, funzionarono egre- 
giamente i numerosi servizi di informazioni. 

Certamente la conservazione del nucleo famigliare anche tra 
i profughi ha concorso ad attenuare sia dal punto di vista demo- 
grafico che da quello sociale, le dannose ripercussioni dell’esodo. 
Ma di queste diremo pih avanti. 

Indugiamoci invece un momento ad esaminare la distribu- 
zione delle famiglie con profughi nel Regno sotto l’aspetto del 
loro numero e della composizione delle famiglie stesse. 


Tav. XII. — Distribuzione delle famiglie profughe nei vari com 
partimenti del Regno. 


COMPARTIMENTI 

Bblluno 

Padova 

Treviso 

Udine 

Venezia 

Vicenza 

TOTAI.I 

Piemonte. 

859 

406 

2.627 

4-342 

2-443 

2.193 

12.870 

Liguria. 

467 

421 

1-356 

2.977 

2.638 

583 

8.442 

Lombardia. 

1.938 

635 

5 *°44 

7.940 

3-917 

3-585 

23.059 

Veneto . 

3.681 

126 

11.27 7 

2-425 

2.199 

9.064 

28.772 

Emilia. 

1.169 

498 

4-384 

7.018 

7-593 

i-143 

21.805 

Toscana. 

1.380 

747 

3-576 

12.528 

4.620 

625 

23-476 

Marche. 

H5 

70 

712 

1-235 

2.112 

378 

4.612 

Umbria. 

123 

47 

359 

1-133 

506 

83 

2.251 

Lazio. 

281 

254 

873 

1.938 

1.008 

no 

4.464 

Abruzzi e Molise 

107 

364 

966 

646 

1-347 

244 

3-674 

Campania. 

178 

79 

1 *5^5 

3-053 

1.450 

810 

7-135 

Puglie. 

54 

16 

705 

507 

5 T 5 

88 

1.885 

Basilicata. 

18 

6 

16 

94 

260 

17 

411 

Calabrie. 

67 

9 

282 

573 

250 

95 

1.276 

Sicilia. 

150 

34 

2.502 

1.498 

854 

606 

5-644 

Sardegna . 

3 

2 

13 

17 

11 

5 

51 

Regno. .. 

xo. 590 

3-714 

36.256 

47-924 

31-723 

19.621 

149-827 


Ci limitiamo alia distribuzione delle famiglie profughe delle 
singole provincie nei diversi compartimenti ed a tal uopo abbiamo 
preparato le tavole XII e XIII che contengono rispettivamente 
le cifre assolute ed i valori medi di tali distribuzioni. 

Ancor qui ci viene confermata la struttura demografica degli 
esodi del Veneto che abbiamo gi 4 delineata. 
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• Sono i contadini di Vicenza, di Treviso, di Belluno delle zone 
orientali di Venezia che annoverano fra i profughi del Veneto le 
famiglie pih numerose. E sono i contadini di Treviso che in un 
secondo tempo dopo la difesa sul Piave vennero avviati d’autoriti 
nell’interno del Regno i quali portano le loro numerose famiglie 
negli Abruzzi e nelle Puglie. La provincia di Udine invece per i 
caratteri differenziali del suo esodo distributee molto piu equa- 
mente i suoi profughi nei vari compartimenti anche dal punto di 
vista del numero dei componenti la famiglia profuga. 

L’esodo friulano spontaneo 6 esodo di classe non di massa. 

Ma lasciamo ormai al lettore l’ulteriore commento delle tavole. 


Tav. XIII. — Numero medio dei membri della famiglia profuga. 


COMPARTIMENTI 

Bet-luno 

Padova 

Treviso 

Udine 

Venezia 

Vicenza 

Totale 

Piemonte . 

2,8 

3,2 

3,4 

2,9 

3,5 

3,9 

3,3 

Liguria. 

2,7 

3,4 

3 ,i 

2,8 

3,1 

3,5 

3,0 

Lombardia. 

2,5 

3 ,o 

3,4 

2,6 

3,4 

3,7 

3 ,i 

Veneto . 

3 , 6 

2,9 

4,7 

2,4 

5,3 

4,2 

4,2 

Emilia. 

2,6 

3,2 

3,2 

2,8 

3,3 

3,5 

3 ,i 

Toscana. 

2,7 

3 ,i 

3.1 

2,8 

3 ,o 

3,3 

2,9 

Marche . 

2,7 

3,4 

3,4 1 

3,1 

3,6 

3,2 

3,6 

Umbria. 

2,7 

2,7 

3,3 

2,8 

3,2 

3,5 

3 ,o 

Lazio. 

2,5 

3,4 

2,9 

2,8 

3,3 

2,9 

2,9 

Abruzzi e Molise 

2,9 

3,9 

4,1 

2,9 

3,6 

3,7 

3,6 

Campania. 

2,8 

3 ,i 

3,8 

4,6 

3,7 

3,4 

3,4 

Puglie. 

2,8 

3 ,i 

4 , 1 

3 ,i 

3,7 

2,9 

3,4 

Basilicata. 

3,8 

2,0 

3,6 

2,9 

3,2 

5,2 

3,2 

Calabrie. 

3,3 

4 ,i 

3,7 

3,4 

3,9 

3,4 

3,6 

Sicilia. 

3,3 

4 ,o 

4,0 

3 ,i 

3,9 

3,8 

3,7 

Sardegna . 

i ,3 

2,5 

2,9 

3,4 

3 ,o 

2,4 

2,9 

Regno... 

3,0 

3,2 

3,8 

2,8 

3,5 

3,9 

3,4 


Diamo infine invece uno sguardo al seguente elenco (Ta- 
vola XIV) dove per ogni provincia confrontiamo il numero dei 
membri profughi delle famiglie profughe nel capoluogo e nel com- 
plesso della provincia di destinazione. 

Come si vede i componenti profughi delle famiglie che hanno 
dato profughi son generalmente meno numerosi nei capoluoghi 
che non nel complesso delle singole provincie di destinazione. 
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mbmbri m 

FAMIOLIE PROFUGHB 

PROVINCIE 

Nel 

Capoluogo 

Nel 

eomplesso 

della 

Provincia 

Piemonte 



Alessandria. 

2,99 

3,29 

Cuneo. 

3 , *7 

3,37 

Novara. 

2,97 

2,63 

3,56 

Torino. 

2,90 

Liguria 



Genova . 

2,97 

3,°7 

Porto Maurizio. 



Lombardia 



Bergamo. 

3,35 

3,59 

Brescia. 

2,47 

3 ,oo 

Como. 

3,09 

3,52 

Cremona. 

2,93 

3,35 

Mantova. 

2,88 

3,12 

Milano. 

2,48 

2,79 

Pavia. 

2,93 

3,55 

Sondrio. 

* ■ 

•• 

Veneto 



Belluno. 

2,57 

3,72 

Padova . 

2,46 

3,19 

Rovigo.♦ . 

2,47 

3,06 

Treviso . 

5,23 

4,77 

Udine. 

1 , 5 ° 

5,21 

Venezia. 

1,60 

2,88 

Verona. 

2,72 

3,38 

3,21 

3,82 

Vicenza. 

Emilia 



Bologna. 

2,92 

3,11 

Ferrara. 

3 , 01 

3,16 

Forli. 

3,32 

3,33 

Modena. 

2,97 

3,08 

Parma. 


Piacenza. 

2,63 

3,32 

Ravenna . 

3,03 

3,14 

Reggio Emilia. 

2,89 

3,24 

Toscana 



Arezzo . 

3,05 

2,58 

3,08 

Firenze. 

2 , 8 l 

Grosseto . 

2,87 

3,05 

Livorno . 

3,i8 

3,23 

Lucca . 

2,79 

2,85 

Massa Carrara. 

2,92 

2,98 

Pisa. 

2,91 

3,10 

Siena. 

3,21 

3,10 



MEMBRI DI 
FAMIOLIE PROFUGHB 

PROVINCIE 

Nel 

Capoluogo 

Nel 

eomplesso 

della 

Provincia 

Marche 



Ancona. 

3.07 

3,24 

Ascoli Piceno. 

3,40 

3,35 

Macerata. 

2,76 

3>*7 

Pesaro Urbino. 



Umbria 



Perugia. 

2,79 

2,96 

Lazio 



Roma. 

2,60 

2,90 

Abruzzi 



Aquila. 

2,77 

3,41 

3.64 

Campobasso. 

3,47 j 

Chieti. 

3,60 

3,46 

Teramo.. 

3 , 01 

3,33 

Campania 



Avellino. 

3 ,01 

3,33 

Benevento. 

3,i7 

3,5i 

Napoli. 

3.16 

3,34 

Salerno. 

3,40 

3,76 

Puglie 



Bari. 

3,3 T 

3,57 

Foggia. 

2,71 

3,^3 

Lecce. 

3,38 

3,55 

Basilicata 



Potenza.! 

3,27 

3,22 

Calabrie 1 



Catanzaro.! 

3,49 

3,47 

Cosenza . 

3,oi 

3,5° 

Reggio Calabria .... 

3,8o 

3,6 2 

Sicilia 



Caltanisetta.j 

3,20 

3,54 

Catania. 

3,55 

3,74 

Girgenti. 

4,47 

3,98 

Messina. 

3,64 

3,49 

Palermo. 

3,07 

3,49 

Siracusa. 

3,07 

3,39 

Trapani. 

4,oi 

3,77 

Sardegna 



Cagliari. 

3,50 

2,96 

Sassari. 

3 — 

3,03 
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Sono le classi piti agiate che si sono sistemate nelle citti e 
percid ivi si hanno famiglie meno numerose. 

Le poche anomalie si spiegano con l’esiguiti dei profughi 
sia nel centro sia nel complesso della provincia. Vale la pena di 
notare il distacco fra i pochi rifugiati in Udine citt 4 e quelli nel 
resto della provincia anche come numero assoluto (270 profughi 
in Udine citta, 36.225 nella provincia). II forte numero dei com- 
ponenti la famiglia profuga nella provincia si spiega ricordando 
che in Friuli furono internate dal nemico le famiglie numerose 
della Trevigiana lungo la riva sinistra del Piave. 

Analoghe considerazioni, per6 meno accentuate, si possono 
fare anche per Venezia. 

22. — Da quanto siamo andati esponendo nel presente 
capitolo potremo ricavare le seguenti conclusioni generali: 

1) Gli esodi di guerra in Italia si possono dividere in due 
grandi categorie : a) esodi in prevalenza disposti piu o meno 
tempestivamente dalle autoriti militari (altipiano di Asiago, 
paesi rivieraschi alia destra del Piave, fronte Asolano) che deter- 
minarono la evacuazionc in massa di tutto il territorio per cause 
di guerra — invasione od operazioni belliche — b) esodi preva- 
lentemente spontanei di frazioni piu o meno ampie di popolazione 
sotto la minaccia o addirittura la pressione dell’invasione nemica 
(Friuli, Alta Valle del Piave). 

Accanto a queste due categorie un gruppo piu esiguo di pro¬ 
fughi di grandi centri, come Padova, Treviso, Venezia, che risen- 
tono di entrambe le due categorie in quanto o sono costituiti da 
profughi volontari o provengono da sgomberi ordinati dalle auto- 
rita per contingenze particolari (Comando supremo a Padova, 
incursioni aeree a Venezia). 

2) Gli esodi ordinati di masse intere che non siano mandate 
a destiriazione d’autorit^ danno luogo a spostamenti di minor 
ampiezza che non gli esodi volontari; comunque nei primi le 
classi dei contadini — ed in generale le piu disagiate — tendono a 
non allontanarsi di troppo dal proprio paese, anzi i contadini vi 
ritornano periodicamente ogni qualvolta b loro conseatito per i 
lavori agricoli; le classi operaie sono avviate ai grandi centri 
industriali di guerra particolarmente dellTtalia settentrionale. 

Gli esodi volontari davanti all'invasione nemica raccolgono 
invece gruppi speciali costituiti per lo piu dalle classi phi elevate ; 



mentre il resto della popolazione rimane nel territorio occupato, o 
viene internato dal nemico in territori invasi meno esposti alle 
operazioni belliche ed in parte — sopratutto i maschi in eta atta 
alle armi — nei campi di concentramento in territorio nemico. 

3) La zona invasa (Udine, Belluno, Treviso, Venezia, 
Vicenza) ha avuto circa 290 mila profughi su una popolazione di 
circa un milione e 200 mila abitanti; la zona sgomberata (Treviso, 
Venezia, Vicenza, Padova) 218.522 profughi su 572.911 abitanti (1). 

4) In media il profugo volontario ha percorso circa cinque- 
cento chilometri nell'interno del Regno, il profugo di evacuazione 
disposta d'autorita dai due ai trecenti chilometri. 

5) La famiglia profuga volontaria risulta costituita da un 
numero di membri inferiore a quello della corrispondente fami¬ 
glia di censimento, sia perche non tutti i membri della famiglia 
sono fuggiti davanti all'invasione ma alcuni sono rimasti a custodia 
delle loro case e dei loro beni, sia perche i maschi in eta atta alle 
armi o prestavano servizio militare od erano prigionieri od inter¬ 
nal, sia perche trattandosi di classi piu elevate le famiglie erano 
meno numerose. La famiglia profuga ospitata nei capoluoghi di 
provincia d risultata composta di un numero di membri piu 
esiguo di quella ricoverata negli altri centri. Il che conferma che 
si 6 trattato di famiglie meno numerose e quindi generalmente di 
classi piu agiate. 


( 1 ) Cfr. Generate Aldo Cabiati, La Battaglia dell'ottobre 1917 . Edi- 
zione Corbaccio 1932 . 
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Capitolo II. 


23. — Le conclusioni alle quali siamo pervenuti nel capitolo 
precedente ci hanno persuaso ad approfondire l’analisi della strut- 
tura demografica dell’esodo spontaneo che in confronto dello 
sgombero dell’intera massa della popolazione di un territorio 
disposto d’autorita, pud presentare caratteristiche demografiche 
economiche e sociologiche nettamente differenziate. 

Questo tipo di esodo l’abbiamo riscontrato essenzialmente in 
Friuli ed a questa regione pertanto abbiamo consacrato le elabo- 
razioni pifi dettagliate delle schede di famiglia del censimento dei 
profughi. 

24. — Della provincia di Udine che costituiva il Friuli 
italiano entro i vecchi confini prebellici, si sono contati nel cen¬ 
simento dei profughi di guerra 134.816 profughi su di una popo¬ 
lazione presente nel 1911 di 628.081 abitanti. 

Se non si tiene conto dei profughi che sono passati sem- 
plicemente da un comune all'altro della stessa provincia e dei 
rimpatriati dall’estero, i profughi friulani nelle altre provincie del 
Regno sono stati 131.251. 

Rispetto al totale della popolazione nel primo caso i profughi 
rappresentano circa il 21,5%; escludendo i profughi in provincia 
ed i rimpatriati, i profughi nelle altre provincie del Regno rap¬ 
presentano poco meno del 21 % della popolazione friulana; in 
cifra tonda oltre un quinto della popolazione stessa. 

Le nostre particolari elaborazioni del foglio di famiglia ci 
hanno portato a due tipi di tabelle : 

L’una che raggruppa in nove zone — secondo il criterio che 
qui appresso illustreremo — i comuni della provincia di Udine 
entro i vecchi confini prebellici e di per ciascuna zona le carat¬ 
teristiche demografiche dell’esodo; l’altra che queste caratteristiche 
distribuisce invece secondo i compartimenti del Regno che ospi- 
tarono i profughi. 
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La famiglia del profugo 6 stata considerata sotto i seguenti 
aspetti: 

a) conviventi o temporaneamente assenti, luogo di loro 
residenza durante la profuganza, tipo di alloggio ; 

b) assenti stabilmente ; 

c) per entrambi a) e b) il sesso, la composizicne per ctk, 

10 stato civile. 

25. — Le nove zone sono state ottenute con il raggruppa- 
mento e qualche leggera modificazione delle dodici zone agrarie 
nelle quali e stato diviso il Friuli prebellico per il Catasto agrario 
del 1908 (1). 

Precisamente : 

Nella rcgione di montagna sono state riunite le due zone agra- 
ric della Carnia e del Canal del Ferro che agli effetti del censimento 
dei profughi presentavano uniformity di caratteristiche. 

Nella regione di pianura sono state riunite in una le due zone 
agrarie, Media pianura fra il Tagliamento e il Cellina e Media c 
Bassa pianura dclVestremo Friuli Occidentale aggiungendovi i co¬ 
muni della zona agraria Bassa Friulana sulla destra del Taglia¬ 
mento (S. Vito al Tagliamento, Morsano, Sesto al Reghena, Cor- 
dovado). tj ovvio che questi comuni presentassero caratteristiche 
diverse da quelli sulla sinistra del Tagliamento. 

Sono state pure riunite le due zone agrarie di pianura Strada 
Alta e Alto distretto di 5 . Vito e Bassa Friulana (sino dunque alia 
riva sinistra del Tagliamento). 

In definitiva le nostre nove zone, che abbiamo indicate in 
numero romano sono le seguenti: 

Regione di montagna : 

Zona I: Carnia e Canal del Ferro 

Zona II: Prealpi Carniche 

Zona III: Alta Slavia 

( 1 ) Nel 1908 per opera di Ghino Valenti presso il Ministero dell'Agri- 
coltura, ai fini del riordino dei servizi di statistica agraria venne formato 

11 Catasto Agrario del Regno, il quale consiste in una rilevazione per masse 
di coltura della produzione agricola di ciascun territorio comunale. I,a pub- 
blicazione del Catasto Agrario fu iniziata per zone agrarie, per gruppi cio£ 
di comuni contigui in condizioni naturali ed agrarie affini. Sospesa durante 
la guerra la pubblicazione fu compiuta per singoli territori comunali per ini- 
ziativa di Corrado Gini nel 1928 , quando Presidente deiristituto Centrale 
di Statistica dispose per la revisione e l’aggiornamento del Catasto Agrario. 
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Regione di collina : 

Zona IV: Zona pedemontana e collinare occidentale, che 
piii brevemente chiameremo Collinare occidentale. 

Zona V: Zona collinare del Friuli centrale. 

Zona VI: Zona pedemontana e collinare orientale. 

Regione di pianura : 

Zona VII: Media pianura fra il Tagliamento e il Cellina e 
Pianura Media e Bassa dell’estremo Friuli occidentale 
(phi S. Vito, Morsano, Sesto al Reghena e Cordovado) 
che pih brevemente chiameremo Pianura occidentale o 
Basso Friuli alia destra del Tagliamento. 

Zona VIII: Pianura del Medio Friuli. 

Zona IX: Strada alta e Alto distretto di S. Vito e Bassa 
Friulana (meno S. Vito, Morsano, Sesto al Reghena e 
Cordovado) che pih brevemente chiameremo Basso Friuli 
alia sinistra del Tagliamento. 

Un raggruppamento dei dati piu analitico non si sarebbe pre- 
stato ad alcuna interpretazione ne avrebbe rivelata alcuna rego- 
larita, risolvendosi in numeri eccessivamente piccoli e quindi 
fortemente influenzati dal caso. 

Raccogliamo in appendice la superficie territoriale delle nove 
zone secondo le circoscrizioni amministrative prebelliche, nonche 
la popolazione presente e la popolazione residente secondo i censi- 
menti 1911, 1921, 1931, 1936. 

Nella nostra analisi infatti molti riferimenti si fecero come 
d’uso alia popolazione presente, ma quando si sono dovuti istituire 
confronti con il censimento del 1911, che come e noto fu eseguito 
in giugno, cioe in un periodo per il Friuli di forte emigrazione 
temporanea, & stato preferibile far ricorso alia popolazione re¬ 
sidente (1). 

26. — Pure in tabelle d’appendice raccogliamo le cifre asso- 
lute delle nostre elaborazioni dei fogli di famiglia. Qui appresso 
passiamo invece ad analizzare la struttura demografica dell’esodo 
commentando sui valori percentuali ricavati dalle tabelle stesse, 
alcuni dei risultati piu suggestivi della nostra indagine. 


(x) Cfr. in proposito anche P. Fortunati, Quattro secoli di vita del 
popolo Friulano ecc. ecc. 
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27. — La corrente dei profughi si forma naturalmente lungo 
le arterie ferroviarie ed 6 ingrossata dai centri piti popolosi. Un 
forte contingente 6 dato dalle zone di montagna e da quelle sul 
confine orientale, le prime ad essere in contatto con l’invasore. 
Ma ancor qui si 6 tratti a fare notevoli distinzioni: 

Pifi intenso e l’esodo dalla Carnia e dal Canal del Ferro da 
dove fugge oltre il 33 per cento degli abitanti e va a formare il 

17 per cento sul totale dei profughi. In fondo S gente pifi che al- 
trove abituata a lasciare il proprio paese, o a veder partire i 
propri famigliari in occasione della emigrazione temporanea al- 
l’interno e all’estero. 

Scarsissimo contingente £ dato invece dalla zona montana 
delle Prealpi Carniche, sei per cento appena della popolazione 
della zona e l’uno per cento sul totale dei profughi, per il fatto 
che si tratta di paesi per lo piu isolati dalle grandi arterie o comun- 
que non in immediato contatto con l’invasore. 

La terza zona di montagna, l'Alta Slavia, bensi intorno a Ca- 
poretto ma senza rapidi mezzi di comunicazione, da per contro il 

18 per cento dei profughi sul totale dei suoi abitanti, che costi- 
tuisce pero solo il tre per cento sul totale dei profughi. 

Nella regione collinare e ancora la zona pedcmontana orien¬ 
tale sulle linec ferroviarie Cormons-Udine, Cividale-Udine a im¬ 
mediato contatto con l’invasore dalla quale fugge quasi un quarto 
della popolazione, costituendo il 12 per cento dei profughi. 

Seguono in ordine d’importanza la collinare centrale e la col¬ 
linare occidentale rispettivamente col 17 per cento della popola¬ 
zione ed il 7 per cento del totale dei profughi e il 13 per cento 
della popolazione ed il 5 per cento del totale dei profughi. 

Nella regione di pianura e ovvio che la zona del Medio Friuli 
che contiene il capoluogo di provincia dia il pifi alto contributo 
di profughi con il 30 per cento della sua popolazione ed il 28 per 
cento sul totale dei profughi. 

Notevole contingente £ dato poi dalla Bassa Friulana sulla 
linea S. Giorgio-Portogruaro e dalla pianura fra questa linea e la 
Strada Alta alia sinistra del Tagliamento (20 per cento di profughi 
sul totale della popolazione e 10 per cento sul totale dei profughi); 
mentre le percentuali si riducono intorno al 14 per cento per la 
pianura alia destra del Tagliamento. 

Se diamo uno sguardo al seguente prospettino vediamo in- 
tanto subito che come numero di profughi il maggior contingente 
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£ dato dalla pianura, mentre la percentuale maggiore di profughi 
sulla rispettiva popolazione & dato dalla montagna : 

Tav. XV. 


R E G I 0 N I 

Percentuale 
dei profughi 
sul totale della 
popolazione 
della regione 

Percentuale 
dei profughi 
sul totale 
dei profughi 

Montagna . 

24,2 

21,2 

Collina. 

18,1 

25,7 

Pianura. 

20,9 

53,i 

Provincia. 

* 0 ., 9 

100,0 


La seguente tabella sintetizza invece in ordine di importanza 
quanto abbiamo osservato sulle diverse intensita dell'esodo dalle 
varie zone : 

Tav. XVI. 


R E G I 0 N I 

Percentuale 
dei profughi 
sul totale 
della 

popolazione 

Percentuale 
dei profughi 
sul totale 
dei profughi 

: 

Carnia e Canal del Ferro. 

33,7 

17,1 

Alta Slavia. 

18,0 

2,9 

Prealpi Carniche. 

5,8 

1,2 

Regione di Montagna. 

24,2 

21,2 

Collina Orientale. 

24,2 

12,3 

Collina Centrale. 

16,8 

8,6 

Collina Occidentale ... 

12,1 

4,8 

Regione di Collina. 

l8,I 

25,7 

Medio Friuli. 

3°,° 

28,4 

Basso Friuli alia Sinistra del Tagliamento. . . 

20,0 

10,2 

Basso Friuli alia Destra del Tagliamento . . . 

13,5 

14-5 

Regione di Pianura. 

20,9 

53,i 


28. — Abbiamo piu sopra osservato che il maggior contri- 
buto all'esodo £ stato offerto dai centri maggiori. Ecco qui un 
elenco di percentuali di profughi sul totale della popolazione 
dei singoli centri: 
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Tav. XVI-Ws. 


C O M U N I 


Chiusaforte 
Osoppo .. . 
Pontebba . 
Venzone . . 
Udine .... 
Marano .. . 

Resia. 

Tolmezzo . 
Cividale... 
Ampezzo .. 
S. Giorgio. 
Palmanova 


Percentuale 
del profughi 
sulla 

popolazione 

C 0 M U N I 

80,0 

Tarcento. 

75,0 

Moggio.. 

68,0 

S. Pietro al Natisone. . . 

65,4 

Latisana... 

65,0 

S. Daniele. 

05,0 

Spilimbergo. 

59.0 

Codroipo.i 

52,0 

Gemona. 

51,7 

Sacile. 

5 °.° 

Pordenone . 

5 °>° 

S. Vito. 

so,o 



Percent uale 
del profughi 
sulla 

popolazione 


47.2 

44.7 
43-5 

38.7 
36,0 

32.3 
32,0 

30,0 

28.3 
28,5 

24.3 


II 63 per cento dei profughi provengono da questi 23 centri, 
soltanto il 27 appartiene a popolazioni meno agglomerate o sparse. 

Ma anche qui conviene fare distinzioni: 

In montagna i profughi dei centri rappresentano appena il 

10 per cento di tutti i profughi, in collina il 13 per cento, in pianura 

11 40 per cento ed in montagna i profughi dei centri rappresentano 
il 50 per cento dei profughi della regione, in collina il 72 per cento, 
in pianura il 77 per cento. 

Cosicch£ 6 da ritenersi intanto — cid che del resto si vedr 4 piu 
avanti ancor meglio — come nella montagna l’esodo ha presen- 
tato maggiori caratteristiche di massa che non in collina e ancor 
meno in pianura dove sono in prevalenza fuggiti davanti all’in- 
vasore gli abitanti delle citti e delle borgate piu popolose. 

29. — I profughi appartenevano a 47.156 famiglie ; i membri 
di queste, profughi, furono come sappiamo 131.251, altri 64.313 
costituirono per la maggior parte i rimasti nel luogo di origine 
ed i soldati. 

Il gruppo totale che ha dato profughi & quindi di 195.564 in- 
dividui, di cui un terzo circa rimasto in Friuli o sotto le armi 
ed i due terzi & fuggito. 

La famiglia profuga cosl ricostruita viene ad essere costituita 
in media da circa quattro membri, mentre la famiglia friulana ri- 
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sultava al 1911 di circa sei membri. Ci6 conferma che la popo- 
lazione profuga era la meno prolifica e quindi apparteneva a classi 
sociali piu elevate e comunque alle citt 4 e grosse borgate, come 
in precedenza abbiamo messo in evidenza. 

Distintamente per regioni abbiamo la seguente tabella: 


Tav. XVII. 


REGIONI 


Montagna 
Colli na 
Pianura . 
Provincia 
Veneto . 
Regno . . 


Numero 

Numero 

dei membri 

dei membri 

della famiglia 

della famiglia 

in generale 

profuga 

5-3 

4.2 

6*3 

4-3 

6.6 

3.8 

6.2 

4-1 

5 0 

., 

4.6 



Come si vede la differenza tra il numero dei componenti 
la famiglia friulana in genere e quello della famiglia profuga 6 
meno sensibile in montagna dove i centri sono di minore im- 
portanza e dove l'esodo, come abbiamo gia visto, ha maggior carat- 
tere di massa che altrove. 

Tav. XVII-iis. 


REGIONI E ZONE 

Membri 

delle 

famiglie 

del 

censimento 
del 1911 

Membri 
delle 
famiglie 
con profughi 

Membri 
profughi 
delle 
famiglie 
cou profughi 

Percento 

della 

colonna 3 
sulla 

colonna 2 


l 

2 

3 

4 

Montagna 





Carnia e Canal del Ferro.. .. 

4,8 

4, 1 

3,0 

73,2 

Prealpi Carniche. 

5,4 

4,4 

2 ,3 

52,3 

Alta Slavia. 

5,9 

4,5 

3,1 

68,9 

Collina 





Collina Occidentale. 

6,5 

4,4 

1,9 

43,2 

Collina Centrale. 

6,3 

4,3 

2,8 

65.1 

69,0 

Collina Orientale. 

5,8 

4,2 

2,9 

Pianura 

Pianura alia destra del Ta- 





gliamento. 

6,5 

4,4 

2,7 

6 l ,4 

Medio Friuli. 

Pianura alia sinistra del Ta- 

5,4 

3,8 

2,8 

73,7 

gliamento. 

6,2 

4,3 

3,i 

72,1 

Provincia . . . 

5,8 

4 , 1 

| M 

«.3 
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Scendendo all’analisi per zone agrarie balza subito all’occhio 
il diverso comportamento delle zone meno colpite dall’esodo in 
confronto di quelle che vi furono piu esposte, nei riguardi del 
numero medio di profughi per famiglia, nel senso che dalle 
prime & partito in media un numero minore di mcmbri che 
dalle altre. 

30. — Passando ad esaminare la distribuzione dci profughi 
per sesso, et 4 , stato civile mettercmo in evidcnza anzitutto che 
la popolazione profuga si compose di circa il 40 per cento di maschi 
e del 60 per cento di femmine ; invece dei membri di famiglie pro- 
fughe rimasti nelle terre invase, compresi i maschi sotto le armi 
si ebbe poco piu del 60 per cento di maschi e poco meno del 40 per 
cento di femmine, cosicch& le percentuali dei maschi e delle fem¬ 
mine nel complesso pressocche si bilanciano. 

Nelle singole zone si avvertono pero alcune discordanze : 


Tav. XVIII. 


Z O N E 

Pkrcentuale 

DEI SESSI 

FRA I PROFUGHI 

Percentualb 

DEI SESSI FRA 1 RIMASTI 
DELLE FAMIGLIE 

DEI PROFUGHI 

Maschi 

Femmine 

Maschi 

Femmine 

Carnia e Canal del Ferro.... 

40 

60 

68 

32 

Prealpi Carniche. 

49 

51 

54 

46 

Alta Slavia. 

38 

62 

70 

30 

Collina occidentale. 

5 1 

49 

48 

52 

Collina Centrale. 

40 

60 

64 

36 

Collina orientale. 

39 

61 

66 

34 

Pianura alia destra del Taglia- 


1 



mento. 

42 

53 

57 

43 

Medio Friuli. 

39 

61 

68 

32 

Pianura alia sinistra del Ta- 





gliamento. 

40 

60 

62 

38 


I rapporti trovati per la provincia si riscontrano con alcune 
oscillazioni anche nelle singole zone eccettuate quelle occidentali 
nelle quali maschi e femmine si bilanciano : ma per chiarire la 
cosa conviene dare uno sguardo anche alia composizione per et 4 
della popolazione profuga. 
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Tav. XIX. 


ZONE 

Percentuale 

DEZ PROFUGHI 
DA 

O A 14 ANNI 

Percentuale dei profughi 

in etA da 15 a 50 ANNI 

Percentuale 

DI PROFUGHI 
IN etA 
SUPERIORS 

AI 50 ANNI 

Totali 


M e F 

Maschi 

Feminine 

Total! 

M e F 


Carnia e Canal del 
Ferro. 

40 

14 

32 

46 

14 

IOO 

Prealpi Carniche . . . 

35 

18 

30 

48 

x 7 

IOO 

Alta Slavia. 

39 

11 

33 

44 

*7 

IOO 

Collina occidentale.. 

22 

28 

32 

60 

18 

IOO 

Collina centrale .... 

38 

14 

33 

47 

15 

IOO 

Collina orientale . .. 

38 

12 

33 

45 

17 

IOO 

Basso Friuli alia de- 
stra del Taglia- 




48 



mento. 

37 

17 

3 X 

*5 

IOO 

Medio Friuli. 

37 

13 

34 

47 

!6 ! 

IOO 

Basso Friuli alia si¬ 
nistra del Taglia- 







mento. 

40 

14 

3 1 

45 

15 

IOO 

Provlncia.. . 

37 

14 

32 j 

46 

17 

IOO 

1 


Le donne dai 15 ai 50 anni costituiscono con regolariti sor- 
prendente circa un terzo dei profughi in tutte le zone — i vecchi 
oltre i 50, maschi e feminine, rappresentano dal 15 al 18 per cento 
dei profughi; la regolarita si altera invece nei riguardi dei maschi 
in et& dai 15 ai 50 anni. Nella zona occidentale e particolarmente 
nella collinare la percentuale dei maschi profughi 6 molto piu 
elcvata (17-18 e persino 28 per cento) di quella delle altre zone 
(12, 13, 14). 

£ ovvio che gli uomini in eta valida ed i giovani si siano ri- 
solti a' partire dalla loro terra piu tardi dei vecchi, delle donne 
e dei fanciulli e che quindi quelli delle zone piu lontane dall’in- 
vasione abbiano avuto maggior faciliti di raggiungere le loro fami- 
glie, mentre 6 noto che numerosi furono gli internati in et 4 atta 
alle armi delle zone orientali. Cosl si spiegano le basse percentuali 
di profughi maschi in et& da 15 a 50 anni (11, 12 per cento) delle 
zone dell’Alta Slavia e della Collinare orientale. 

31. — Senonch£ dopo il primo abbozzo teste compiuto, 
un’ulteriore e piu minuta elaborazione delle tabelle che riprodu- 
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ciamo in appendice ci consenting di vieppiu approfondire l’analisi 
dejl’esodo volontario. 

A tal uopo abbiamo trasformato le cifre assolute delle tabelle 
dell’appendice in valori relativi a mille membri di famiglie con 
profughi e nelle tavole da XX a XXVII sono appunto raccolti i 
risultati di tale operazione con riferimento al sesso, all’et^, alio 
stato civile del nucleo complessivo di popolazione dal quale si 
sono staccati i profughi, distintamente per profughi e rimasti in 
sede, per singole zone di origine e per compartimenti di profuganza. 

La tavola XX ci dice che su mille membri di famiglie con 
profughi si sono avuti in media 172 profughi celibi mentre ne 
sono rimasti in sede solo 107. 


Tav. XX. 


SESSO E STATO CIVILE 

NUMERO DEI COMPONENTI PER IOOO MEMBRI DI 
CON PROFUGHI 

FAMIGLIE 

DEI COMPONENTI 





Z 0 

N E 





CON PROFUGHI 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

! vii 

VIII 

IX 

Pro- 

vincie 

Profughi 

Maschi : 

Celibi. 

195 

148 

180 

102 

182 

176 

153 

179 

188 

I72 

Coniugati. 

85 

87 

62 

IOO 

74 

74 

89 

88 

79 

84 

Vedovi e stato civ. ign. 

16 

18 

15 

T 5 

12 

15 

15 

15 

15 

15 

Femmine : 

Nubili. 

260 

164 

274 

134 

240 

260 

217 

2 55 

266 

240 

Coniugate. 

128 

78 

122 

5 1 

114 

122 

IOI 

136 

132 

11 7 

Vedove e stato civ. ign. 

41 

22 

40 

23 

39 

46 

39 

54 

45 

44 

Rimasti 

Maschi : 

Celibi. 

94 

*4 5 

117 

180 

109 

100 

126 

88 

88 

107 

Coniugati. 

69 

75 

77 

58 

79 

74 

65 

7 i 

73 

70 

Vedovi e stato civ. ign. 

22 

38 

22 

38 

27 

28 

29 

26 

26 

26 

Femmine : 

Nubili. 

45 

116 

5i 

158 

65 

52 

92 

40 

45 

64 

Coniugate. 

30 

77 

25 

99 

4i 

34 

53 

3 i 

30 

4 i 

Vedove e stato civ. ign. 

15 

32 

15 

42 

18 

19 

21 

17 

13 

20 

Total!... 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 
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Nelle zone meno colpite dall’esodo il numero dei celibi profughi 
resta inferiore alia media, nelle altre e particolarmente nell’Alta 
Carnia, 6 superiore ; il contrario si osserva per i celibi rimasti in 
sede. Identiche constatazioni si possono fare per le nubili che su 
mille membri di famiglie con profughi hanno dato in media per 
la provincia 240 profughe e solo 64 rimaste in sede. 

£ ovvio che i famigliari abbiano avuta maggior preoccupa- 
zione di far fuggire davanti all’invasore le giovani donne ; tanto 
che nel fondo delle valli della Carnia e del Canal del Ferro, le nu¬ 
bili rimaste su mille membri di famiglie con profughi furono 45 e 
nel Medio Friuli, dove trovasi la citt 4 di Udine, ne rimasero solo 40. 


Tav. XXI. 


SESSO E STATO CIVILE 

Numero dei componenti per iooo membri di famiglie 

CON PROFUGHI 

DEI COMPONENTI I,A 





Z 0 

N E 





FAMIGWA CON PROFUGHI 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

Pro¬ 

vincia 

Maschi 

Profughi e rimasti 











Celibi. 

289 

293 

297 

282 

291 

276 

279 

267 

276 

279 

Coniugati. 

154 

162 

139 

158, 

153 

148 

*54 

159 

152 

154 

Vedovi e stato civ. ign. 

38 

56 

37 

53 

39 

43 

44 

4 1 

41 

4 1 

Femmine 

Profughe e rimaste 











Nubili. 

305 

280 

325 

292 

3°5 

312 

3°9 

295 

3*1 

304 

Coniugate. 

* 5 8 

*55 

147; 

i 5 ° 

*55 

156 

*54 

167 

162 

*58 

Vedove e stato civ. ign. 

Profughi e rimasti 

56 

54 

55 

65 

57 

65 

60 

7 1 

58 

64 

Maschi e Femmine 











Celibi e nubili. 

595 

573 

622 

574 

596 

588 

588 

562 

587 

583 

Coniugati. 

312 

3 i 7 

286 

308 

308 

304 

308 

326 

3*4 

312 

Vedovi e stato civ. ign. 

94 

no 

92 

118 

96 

108 

104 

112 

99 

105 

Totale 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 


D’altra parte bisogna tener presente che come celibi rimasti 
in sede figurano anche quelli sotto le armi, i prigionieri e gli internati. 

Anche fra i coniugati maschi e femmine si contano in media 
un maggiore numero di profughi che non di rimasti in sede ; ma 
scendendo all’esame delle singole zone troveremo eccezionalmente 
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nella zona collinare occidentale, la meno esposta alle xninaccie 
dell’invasione solo 51 coniugate profughe di fronte alle 117 del- 
l’intera provincia e conseguentemente 99 coniugate rimaste in 
sede di fronte alle 41 dell’intera provincia, sempre per mille membri 
di famiglie con profughi. 

I vedovi e le vedove ed il resto della popolazione di stato cfvile 
ignoto si comportano diversamente, certo per l'eterogeneitA del 
gruppo, ma comunque in un senso facilmente interpretabile. 
Pochi profughi tra i vedovi (15 per mille) molte profughe tra le 
vedove (44 per mille). E poiche generalmente le vedove sono piu 
che i vedovi, ecco che fra i rimasti in sede abbiamo solo 26 vedovi 
di fronte a 20 vedove; sempre per mille membri di famiglie .con 
profughi. La tavola XXI ricostruisce per sesso e per stato civile 
la famiglia con profughi complessivamente riunendo i profughi ed 
i rimasti in sede. 

La famiglia con profughi nel suo complesso, presenta una 
certa predominanza di femmine sui maschi, maggiore di quanto 
si verifica nelle famiglie in generale. 

L’eccedenza percentuale delle femmine sui maschi & stata 
la seguente : 

Zone I® II® III® IV® V® VI® VII® VIII® IX® Provincia 

8,4 x,6 16,1 2,7 ’5,4 12,3 3.5 7,7 ii,3 M 

Nel 1921 l’eccedenza delle femmine sui maschi per il com-' 
plesso della provincia era del 6,7 ; nel circondario di Tolmezzo 
(montagna Carnica) del 10,4, nel circondario di Cividale (collina 
orientale) del — 1,8 ; si noti che la maggior cifra del circondario 

di Tolmezzo 6 influenzata dall’emigrazione temporanea parti- 

colarmente maschile, che nel 1921 era stata gi 4 largamente 
ripresa. 

Ma qui mette conto di mettere in evidenza che le zone meno 
esposte all’esodo come la II di montagna, la IV di collina, la VII 
di pianura hanno avuto una eccedenza percentuale di femmine 
sui maschi nella popolazione dalla quale si sono staccati i profughi, 
molto inferiore alle altre zone. 

La famiglia che ha dato profughi nel suo complesso per quanto 
riguarda lo stato civile ha una distribuzione uniforme in tutta la 
zona, eccezione fatta per l’alta Slavia dove si riscontra un numero 
di celibi e nubili maggiore che altrove, mentre il minor numero 
di questi si trova nella zona del capoluogo della provincia. 
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Le piccole differenze tra coniugati e coniugate, che possono 
ascriversi a semplici arrotondamenti o ad errori accidental di 
computo, confermano la bont 4 della rilevazione del censimento 
dei profughi per fogli di famiglia e delle nostre elaborazioni. 

La famiglia con profughi risulta composta di circa il 60 per 
cento di celibi e nubili, di circa il 30 per cento dei coniugati di 
circa il 10 per cento di vedovi e vedove. 

Una composizione meno favorevole dal punto di vista della 
struttura demografica se si confronta con quella della famiglia 
generale che nel 1921 era del 62 per cento di celibi e nubili, di 
circa il 33 per cento di coniugati, di circa il 5 per cento di vedovi 
e vedove. 

32. — Passando alia composizione per et 4 , cio4 all’esame 
della tavola XXII osserviamo subito che i bambini dei rimasti 
non sono stati registrati o, cio che 4 piu plausibile, le donne in- 
cinte fuggirono in massa ; comunque i nati nell’anno di profu- 
ganza non sarebbero stati che 8 per mille membri. di famiglie 
con profughi. 

Notevolissima 4 la concordanza fra maschi e femmine profu¬ 
ghi da uno a quindici anni, sempre in maggiore numero nelle 
zone che risultano esposte maggiormente all'invasione. 

Altrettanta concordanza fra i rimasti in sede, ma natural- 
mente questi ultimi furono in maggior numero nelle zone meno 
numero nelle zone esposte all’invasione. 

Anche i vecchi maschi e femmine fuggirono numerosi din- 
nanzi al nemico e pochi furono i rimasti; ma nelle zone meno col- 
pite dall'esodo entro le rispettive regioni, i rimasti si contarono 
in maggior numero. 

Nelle et 4 centrali le donne profughe furono in media 217 
mentre i maschi furono appena 98 ; le femmine rimaste furono 
in media solo 56, mentre i maschi furono 129 ; ma come abbiamo 
gi 4 osservato, molti fra essi erano soldati, o prigionieri o internati. 

La quota pih bassa di maschi profughi dell’et 4 centrali 4 
data dall’Alta Slavia, la piu elevata dalla collinare occidentale ; 
ed in quest’ultima i profughi maschi e femmine delle et 4 centrali 
si equilibrano. 

Anche nelle Prealpi Carniche, esse pure meno esposte all’esodo, 
maschi e femmine delle et 4 centrali si differenziano per numero 
meno che nelle altre zone ; la pih alta quota di femmine dai 15 
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ai 50 anni profughe 6 data dalla zona di pianura del Capoluogo 
della Provincia. 

Tav. XXII. 


SESSO ED ETA 


NUMBRO DEI COMPONENTI PER ZOOO MEMBXU 

Dl FAMIGLIB CON PROFUGHI 


DEI COMPONENTI 

I«A FAMIGLIA 

CON PROFUGHI 





z 0 

N E 





1 

II 

hi 

IV 

V J 

VI 

VII 

VIII 

IX 

Regno 

Profughi 



: 

: 

J 








Maschi : 











EtA 0. 

5 

4 

4 

2 

4 

4 

3 

5 

4 

4 

» 1-15 . 

136 

83 

124 

43 

127 

127 

97 

126 

140 

118 

» 1 5 ~ 5 ° . 

102 

104 

75 

117 

93 

8 7 

104 

100 

89 

98 

Oltre 50 ed etA ignote . 

5 2 

47 

5 2 

52 

42 

4 6 

53 

52 

47 

51 

Femmine : 


1 









EtA 0. 

5 

4 

4 

1 

4 

5 

4 

5 

4 

4 

» 1-15 . 

136 

90 

139 

48 

120 

130 

103 

129 

145 

120 

» 15-50 . 

228 

150 

229 

137 

219 

229 

193 

241 

230 

217 

Oltre 50 ed etA ignote . 

62 

35 

64 

25 

51 

64 

55 

68 

65 

59 

Rimasti 

Maschi : 











EtA 0 .. 

•. 

.. 

.. 

.. 

.. 

.. 

• . 

• . 

.. 

.. 

» 1-15 . 

23 

65 

23 

TOI 

40 

28 

54 

24 

24 

37 

* 15-50 . 

127 

J 54 

149 

130 

134 

132 

127 

124 

128 

129 

Oltre 50 ed etA ignote . 

33 

49 

45 

48 

46, 

44 

4 i 

39 

38 

4 i 

Femmine : 





i 

! 






EtA 0 . 

.. 

•. 


• • 

. . 

.. 

1 

.. 

•. 

.. 

» 1-15 . 

22 

59 

17 

95 

33 

25 

52 

20 

22 

33 

» I 5~50 . 

42 

109 

45 

139 

55 

48 

76 

40 

38 

56 

Oltre 50 ed etA ignote . 

27 

47 

3 ° 

65 

32 

31 

3 S 

27 

26 

33 

Total! . . . 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 


La tavola XXIII ricostruisce per sesso e per et& la composi- 
zione complessiva della famiglia con profughi riunendo insieme 
profughi e rimasti in sede. 

Lasciamone ormai al lettore il commento dettagliato, mentre 
ci limitiamo ad osservare che la famiglia con profughi risulta in 
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media composta per circa il 50 per cento di maschi e femmine 
dai 15 ai 50 anni, per circa il 30 per cento di maschi e femmine 
da 1 a 15 anni per circa il 19 per cento di vecchi, per meno dell’uno 
per cento di bambini a zero anni. Queste cifre per la provincia si 
alterano di pochissimo da zona a zona cosl che la struttura della 
famiglia friulana con profughi dal punto di vista della composi- 
zione per eta, come prima da quello dello stato civile, pud rite- 
nersi pressochd uniforme in tutta la provincia. 


Tav. XXIII. 


SESSO ED ETA 

NUMERO DEI COMPONENTI PER IOOO 
CON PROFUGHI 

MEMBR 1 DX FAMIGLIB 

DEI COMPONENTI 

I*A FAMIGWA 

CON PROFUGHI 





Z 0 

N E 





I 

11 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

Regno 

Maschi : 

Profughi e rimasti 











EtA 0. 

5 

4 

4 

2 

4 

4 

1 

3 

5 

4 

4 

» 1-15 . 

159 

148 

*47 

I44 

167 

155 

151 

150 

164 

155 

» 15-50 . 

229 

258 

224 

247 

227 

219 

231 

224 

217 

227 

Oltre 50 ed etA ignote . 

Femmine : 

8 5 

96 

97 

IOO 

88 

90 

94 

91 

85 

92 

Profughe e rimaste 











EtA 0. 

5 

4 

4 

I 

4 

5 

4 

5 

4 

4 

» 1-15 . 

I 5 8 

149 

156 

143 

J 53 

155 

155 

149 

167 

153 

» i 5“50 . 

270 

259 

274 

273 

274 

277 

269 

281 

268 

273 

Oltre 50 ed etA ignote . 

89 

82 

94 

1 

90 

83 

95 

93 

95 

9 i 

92 

Maschi e femmine : 

Profughi e rimasti 











EtA 0. 

10 

8 

8 

3 

8 

9 

7 

10 

8 

8 

» 1-15 . 

317 

297 

303 

287 

320 

310 

306 

299 

331 

308 

» 15-50 . 

499 

I 517 

498 

520 

50 1 

496 

500 

505 

485 

500 

Oltre 50 ed etA ignote . 

174 

| 178 

| 191 

190 

171 

i8 5 

187 

186 

176 

184 

Total! . . . 

; 1000 

IOOO 

IOOO 

i 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 

IOOO 


Tale composizione risulta inoltre, dal punto di vista della 
struttura demografica, meno favorevole di quella della famiglia 
friulana in gene rale del 1921 che aveva il 36 per cento di maschi 















e femmine da o a 15 anni, il 48 per cento di maschi e femmine da 
15 a 50 anni, il 16 per cento di vecchi. 

Comunque quanto abbiamo sin qui osservato in merito alia 
composizione per etct della famiglia friulana con profughi, pub 
in certo modo essere messo in relazione con quanto abbiamo gi 4 
altrove affermato ; derivare cioe i profughi friulani da un gruppo 
scelto di famiglie, le quali alia loro volta, essendo costituite da un 
numero di componenti inferiore alia media, possono ritenersi ap- 
partenenti alle classi comunemente chiamate piu elevate. 

Ma intorno alle condizioni sociali della famiglia con profughi 
avremo occasione di intrattenerci ancora piu avanti. 

33. — Ci b sembrato interessante elaborare i dati relativi 
alia composizione delle famiglie con profughi per sesso, eta, stato 
civile anche distintamente per compartimcnti di profuganza. 

Dobbiamo pero subito avvertire, per la esatta interpreta- 
zione delle tavole XXIV e XXV che la distribuzione per com- 
partimenti anche dei rimasti nel territorio invaso serve a comple- 
tare la composizione famigliare del gruppo dal quale provennero 
i profughi. 

Le tavole relative alia distribuzione per sesso, et£t, stato 
civile ci presentano in generale il fenomeno con grande regolarita. 

Dalla Tavola XXIV apprendiamo che in tutti i comparti- 
menti i profughi celibi si contano in minor numero delle nubili, 
eccettuato il Veneto in cui le due cifre pressocchb si equilibrano ; 
anche i coniugati maschi risultano in minor numero delle fem¬ 
mine coniugate in tutti i compartimenti ad eccezione del Veneto 
che ha una predominanza di coniugati maschi sulle femmine ; i 
vedovi sono in numero inferiore alle vedove in tutti i compartimenti. 

Il contrario si verifica in generale per la distribuzione per 
sesso e stato civile dei rimasti. 

La tavola XXV ricostruisce la famiglia friulana che ha man- 
dato profughi nei vari compartimenti riassumendo insieme pro¬ 
fughi e rimasti in sede. 

Ancor qui grande uniformity di distribuzione ; le anomalie 
che si accentuano nei compartimenti dell’Italia meridionale, si 
spiegano facilmente tenendo presente la piccolezza delle cifre asso- 
lute, influenzate quindi dal caso, relative a quei compartimenti. 
Ma grande b sempre 1 ’equilibrio fra numero di coniugati di ambo 
i sessi, il che conferma ancora una volta, oltre la bonta delle 
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rilevazioni del foglio di famiglia del Censimento del 1918 e delle 
nostre elaborazioni, quell’unita famigliare che l’esodo pot& bensl 
spezzare tra i profughi e rimasti in sede, ma che fu conservata in- 
tatta tra i profughi nei diversi compartimenti di profuganza ; 
ch£, se dispersione di membri profughi si verificarono in un primo 
tempo, la ricomposizione famigliare era gi& avvenuta in pieno 
all’atto del Censimento il quale fu effettuato come sappiamo, a 
un anno da Caporetto e a due anni e mezzo circa dall’invasione 
degli Altipiani. 

34. — Per quanto riguarda la composizione per eta della 
famiglia con profughi nei vari Compartimenti del Regno ci li- 
miteremo ad osservare che (Tav. XXVI) i friulani profughi nei 
Veneto sono rappresentati da un numero di maschi e femmine 
delle prime eta inferiore a quello degli altri Compartimenti men- 
tre il numero dei maschi profughi delle eta centrali vi 6 piia elevato 
che altrove ; le donne delle eta centrali invece, sono meno rap- 
presentate. Fra i rimasti in sede di famiglie con profughi ncl Ve¬ 
neto si trovano in compenso piu maschi e femmine delle prime et& 
e molte pih femmine delle et& centrali che non altrove. Si tratta 
infatti di un nucleo relativamente ristretto e meno omogeneo di 
appartenenti in parte alia Carnia, in parte al Pordenonese, in 
parte al Capoluogo della provincia. Le altre anomalie delle nostre 
tabelle si giustificano facilmente con l’esiguita delle cifre assolute. 

La tavola XXVII ricostituisce ancora una volta la famiglia 
con profughi nei suo complesso sotto il punto di vista della sua 
composizione per sesso e per eta, riunendo insieme profughi e 
rimasti in sede, secondo i compartimenti di profuganza. 

Grande 6 l’omogeneit 4 dei dati per tutti i compartimenti e 
le anomalie di qualche compartimento dell'Italia Meridionale si 
giustificano sempre con l’esiguita delle cifre assolute, soggette 
quindi all'influenza del caso. 

Ma tale omogeneita potremo ancora una volta mettere in rela- 
zione con l’unita famigliare mantenuta dai fuggiaschi friulani 
verso i paesi di profuganza, mentre eccezionali sarebbero stati 
i frazionamenti della famiglia in locality diverse. 

35. — Vale la pena di soffermarsi un momento sui nati in 
profuganza del 1918. 

Il rapporto fra i maschi e le femmine dei nati nei 1918 viventi 
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all’ottobre dello stesso anno 6 pressoch£ uguale per tutte le zone, 
e cio6 di 99 maschi per 100 femmine. 

Se rapportiamo i nati nel 1918 viventi all'ottobre dello stesso 
anno alle donne profughe dai 15 ai 50 anni e teniamo conto che i 
dati si riferiscono a nove mesi e dei probabili morti durante questi 
mesi, il quoziente specifico di natalita sarebbe stato in cifra tonda 
di appena 50 nati per 1000 donne in et 4 15-50 anni, mentre nel 
1911 lo stesso quoziente aveva raggiunto la cifra di 178 nati per 
mille donne in et& 15-45 anni. 

E in questa differenza in irieno della natality specifica che si 
pud far consistere intanto il piu grave danno contingente alia 
compagine demografica di una popolazione costretta a vivere 
parte in profuganza, parte nei territori invasi dal nemico. 

Ma su questo argomcnto avremo occasione di intrattenerci 
a lungo piu avanti. 

36. — Un’idea sulla composizione della popolazione pro- 
fuga per classi sociali si puo avere dallo spoglio del foglio di fa- 
miglia per tipo di alloggio dei profughi nei centri di profuganza. 
Basterci partire dall’ipotesi, del resto molto plaubisile, che siano 
appartenuti a classi piu elevate coloro che abitarono negli alberghi, 
alle classi medie coloro che abitarono l’alloggio privato, alle classi 
meno agiate quelli che furono ospitati in alloggi collettivi o non 
meglio specificati. 

Si ha cosl anzitutto una tabellina che conferma e misura 
un’altra regolarita : che cioe in tutte e tre le regioni della provincia 
la distribuzione dei profughi per classi sociali 6 avvenuta pressoc- 
chd nelle stesse proporzioni dal 2,5 al 3 per cento di profughi 
ricchi, intorno al 54 per cento di classi medie, intorno al 43 per 
cento di classi meno agiate. 


Tav. XXVIII. 


CI.ASSI SOCIAIyl 

Montagna 

COLLXNA 

PlANURA 

Provincia 

Classi elevate ,. 

2 ,5 

2,5 

3,2 

2,6 

Classi medie. 

5 6 , 2 

52,0 

55 ,o 

54,3 

Classi meno agiate. 

41,3 

45,5 

42,8 

43,1 

Total! . . . 

100,0 

100,0 

100,0 

100,0 









Rileveremo piii avanti le differenze che caratterizzano le sin- 
gole zone delle tre regioni. 

Qui intanto soffermiamoci brevemente su di una ulteriore 
specificazione delle condizioni sociali dei profughi; distinguiamo 
cio6 la popolazione che ha trovato ospitalita nei capoluoghi di 
provincia da quella che fu accolta nei centri minori e nelle cam- 
pagne. I due quinti circa dei profughi furono accolti nei capoluo¬ 
ghi di provincie, gli altri tre nei centri minori o nelle campagne. 


Tav. XXIX. 


regioni di provenienza 

DEI PROFUGHI 

Percentuale 
dei profughi della 
regione ospitati 
in capoluoghi 
di provincia 

Percentuale 
dei profughi 
della regione j 

in centri minori 

0 in campagna 

Totali 

Montagna . 

25,9 

74.1 

IOO 

Collina. 

39,3 

60,7 

IOO 

Pianura. 

49,9 

50,1 

IOO 

Provincia. .. 

! 

41,7 

58,3 

IOO 


Come si vede la percentuale dei profughi ricoverati nei grandi 
centri va aumentando dalla montagna alia pianura : gli & che i 
profughi provenienti dalla montagna sono in condizioni econo- 
miche, appunto perch£ trattasi di esodi di massa, inferiori a quelle 
della collina o della pianura. 

37. — Scendendo ad un’analisi pift minuta consideriamo la 
tavola XXX dove mille profughi sono distribuiti nei vari tipi 
d'alloggio sia nei capoluogo di provincia sia negli altri centri, 
distintamente per zone di origine. 

Nei capoluogo di provincia sono i profughi della citta di Udine 
che occupano in maggior numero gli alberghi e gli alloggi privati, 
le cifre piu piccole sono invece date come abbiamo osservato 
anche pift sopra dai profughi delle zone di montagna e particolar- 
mente da quelle nelle quali l’esodo ha avuto maggior carattere di 
spostamento di massa e quindi anche economicamente meno 
selezionato. 

£ nei centri minori che si rifugiarono i profughi meno ab- 
bienti e cosl sono i profughi della Carnia e del Canal del Ferro e 
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quelli dell’Alta Slavia che vengono ospitati negli alloggi collettivi 
o non meglio specificati, i quali danno subito l’idea della ospitali'tA 
piu a buon mercato — se non addirittura quella gratuita — prov- 
vista da parte delle autoriti cittadine o dello Stato. 

Su mille profughi oltre quattrocento furono in media ospi¬ 
tati nei centri maggiori dei compartimenti di profuganza, circa 
seicento in quelli minori. Di essi solo 26 abitarono 1 ’ albergo, 
543 l’alloggio privato 431 l’alloggio collettivo o non specificato. 

Tav. XXX. — Distribuzione di mille profughi secondo il tipo di 
alloggio. 


Zone 


TIPO DI AlylyOGGIO 

1 

11 

hi 

IV 

v 

VI 

VII 

VIII 

IX 

Pro- 

vincia 

Capol. di Pkovincia : 











Albergo. 

5 

3 

5 

13 

11 

8 

12 

15 

9 

II 

Alloggio privato. 

130 

113 

92 

182 

173 

181 

231 

293 

187 

209 

Alloggio collettivo o 
non specificato. . . . 

129 

158 

120 

270 

188 

178 

213 

241 

157 

197 

Altri Centri : 











Albergo. 

20 

44 

6 

23 

14 

11 

15 

12 

12 

15 

Alloggio privato. 

439 

418 

363 

307 

350 

355 

321 

260 

365 

334 

Alloggio collettivo o 
non specificato . . . 

2 77 

264 

414 

205 

264 

267 

208 

178 

271 

234 

Totale : 











Albergo . 

25 

47 

II 

36 

25 

19 

27 

27 

21 

26 

Alloggio privato. 

569 

53 i 

455 

489 

523 

536 

552 

553 

552 

543 

Alloggio collettivo o 
non specificato.... 

406 

422 

534 

475 

45 i 

445 

421 

4 T 9 

428 

43i 

Total! . . . 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 


Passando a dare uno sguardo alle distribuzioni secondo il 
tipo di alloggio dei profughi distintamente per compartimenti di 
profuganza ci soffermeremo brevemente sulla tavola XXXI che 
tale distribuzione riassume per mille profughi in ciascun compar- 
timento. 

. Negli alberghi dei capiluoghi e degli altri centri delle varie 
provincie vengono ospitati in media 26 profughi su mille. Si de- 









Tav. XXXI. -— Distribuzione di tnille profughi nei vari tipi di alloggio. 
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Capoluogo di Provincia : 

Albergo.*. 

Alloggio privato. 

Alloggio collettivo o non spe- 
cificato. 

Altri centri : 

Albergo. 

Alloggio privato. 

Alloggio collettivo o non spe- 
cificato . 

Totale : 

Albergo. 

Alloggio privato. 

Alloggio collettivo o non spe- 
cificato . 

Total!... 













vono trascurare le cifre pi-Cl elevate di alcuni compartimenti del- 
1 ’Italia Meridionale che corrispondono a piccoli valori assoluti. 
Da notarsi invece i 64 profughi per mille della Liguria accolti 
evidentemente per la maggior parte nei numerosi alberghi e pen- 
sioni della Riviera. 

In generale i profughi ospitati negli alloggi privati risultano 
in numero maggiore che negli alloggi collettivi. 

Si ha qui indiretta conferma della prevalenza tra i profughi 
della classe media sulle classi meno abbienti. 

Tuttavia nei centri minori particolarmente di alcuni com¬ 
partimenti dell’Italia Meridionale si riscontra una prevalenza di 
profughi negli alloggi collettivi su quelli degli altri tipi di allog- 
gio, in quanto in tali centri furono avviati i nuclei cconomica- 
mente piu disagiati e in generale appartenenti alia classe dei 
contadini. 

Ma giunto a questo punto il lettore sapra ormai da se ren- 
dersi conto dell’andamento del fenomeno dell’esodo volontario e 
commcntare ulteriormente le nostre tavole. 

38. — Comunque a mo’ di conclusione del presente capitolo 
osserveremo : 

1) L’esodo volontario del Friuli ha interessato un quinto 
circa della popolazione della provincia di Udine entro i vecchi 
confini. Piu intenso fu dalle localita ad immediato contatto con 
le zone di operazioni belliche e con l’invasione nonchfi dal capo- 
luogo e dagli altri centri piu importanti della provincia. L’esodo 
della montagna ha avuto maggiori caratteristiche di massa che 
altrove. 

2) La famiglia friulana con profughi risulta costituita in 
media da circa quattro membri, mentre la famiglia friulana in 
generale nei 1911 risultava di sei membri. 

La famiglia con profughi inoltre ha un maggior numero di 
vecchi e di membri delle eta centrali e quindi un minor numero 
di bambini della famiglia friulana in generale. 

Cid ci fa attribuire la famiglia friulana con profughi in mag- 
gioranza alle classi meno prolifiche, alle classi meno disagiate e 
con larga esclusione dei contadini. 

3) Nella famiglia con profughi nei suo complesso hanno 
avuto una certa predominanza le femmine sui maschi, maggiore 
di quanto si verifica nella famiglia friulana in generale. 



Questa eccedenza 6 stata maggiore nelle zone piu colpite dal- 
l'esodo. 

4) La famiglia con profughi risulta composta di circa il 
60 per cento di celibi e nubili di circa il 30 per cento di coniugati 
di circa il 10 per cento di vedovi e vedove. Una composizione 
demograficamente meno favorevole in confronto di quella della 
famiglia friulana in generale. 

Analogamente puo dirsi nei riguardi della composizione della 
popolazione per etk. 

5) Dalla famiglia con profughi in media si staccano i 
due terzi, Taltro terzo rimane in sede. Ma i membri profughi 
restano riuniti in profuganza, non danno luogo a ulteriori frazio- 
namenti del nucleo familiare. I vincoli della famiglia nel doloroso 
evento si mantengono pertanto saldi. 

6) Il quoziente specifico di natality in profuganza sarebbe 
stato di appena 50 nati per mille donne in et& dai 15 ai 50 anni, 
mentre nel 1911 lo stesso quoziente aveva raggiunto la cifra di 
178 nati per mille donne dai 15 ai 45 anni. 

In questa differenza in meno della natalita specifica si rivela 
una delle piu gravi conseguenze contingenti nella compagine demo- 
grafica di una popolazione costretta a vivere parte in profuganza e 
parte nel territorio invaso dal nemico. 

8) L'esame dei tipi di alloggio che hanno ospitato i pro¬ 
fughi ci ha confermata la predominanza tra i profughi delle classi 
meno disagiate. 

In tutte e tre le regioni della provincia la distribuzione dei 
profughi per classi sociali e avvenuta nella stessa proporzione 
del 2,5-3 P er cento di profughi ricchi, del 55 per cento di classi 
medie, intorno al 42 per cento di classi meno agiate. 

I due quinti circa dei profughi furono accolti nei capoluoghi 
di provincia, gli altri tre nei centri minori o nelle campagne. 

La percentuale dei profughi ospitati nei grandi centri va 
aumentando dalle provenienze di montagna a quelle di pianura. 
I profughi della montagna costituiscono un esodo meno selezio- 
nato e piuttosto a carattere di esodo di massa. 



Capitolo III. 


39. — Esaminata la struttura demografica degli sgomberi 
in massa e degli esodi spontanei per cause di guerra, diamo un 
rapido sguardo alle ripercussioni che essi hanno esercitate sulla 
compagine demografica delle provincie Venete. 

Ancor qui terremo distinte le altre provincie da quella di 
Udine che, come abbiamo visto, 6 tipica dell’esodo spontaneo. E 
mentre nellc provincie nelle quali ha predominate l’evacuazione 
disposta d’autorit& non riscontreremo notevoli differenze nelle 
caratteristiche demografiche fra le zone piu esposte alle vicende di 
guerra e quelle lontane dalle operazioni, molto piu evidenti si 
manifesteranno invece i caratteri differenziali nella provincia di 
Udine fra le zone piu e meno colpite dall’invasione. 

In questo capitolo pertanto considcreremo le provincie di 
Vicenza, Belluno, Treviso, Venezia, Padova, riservando la pro¬ 
vincia di Udine per il prossimo. 

Ci limitcremo ad una semplice analisi della natalita, della 
nuzialita e della mortalita generiche per zone agrarie e per i trienni 
1910-12, 1920-22, 1930-32 nci tre periodi ciod prebellico, immedia- 
tamente successivo alia guerra e quello piu vicino a noi. A tale 
uopo abbiamo preparato le tavole da XXXII a XLVI che ripor- 
tiamo alia fine di questo capitolo unitamente ad una tabella sulle 
variazioni al 1921,1931 e 1936 rispetto al 1911, e ad una tabella 
della composizione per gruppi di et& al 1921 della popolazione 
delle singole zone delle provincie di Vicenza, Belluno, Treviso, 
Venezia, Padova, nonch6 una tabella della composizione per gruppi 
di et& al 1911, 1921, 1931 e 1936 della popolazione delle pro¬ 
vincie suddette e di quella di Udine e del Compartimento del 
Veneto. 

40, — Per la provincia di Vicenza dal periodo pre-bellico a 
quello dell’immediato dopo guerra la natality 6 diminuita nelle 
zone meno esposte alle vicende belliche con un ritmo piu accele- 
rato che non nelle zone di montagna piu colpite dalle operazioni 
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di guerra e dall’invasione; anzi nella zona occidentale del Chiampo, 
Agno e Astico da 34,6 nati per mille abitanti nel 1910-12 si passa 
nel 1920-1922 a 35 nati per mille abitanti. 

Si manifesta dunque in questa zona e generalmente nelle 
zone che furono evacuate, una certa reazione benefica della nata¬ 
lity. E questa & tanto piu significativa se possiamo constatare 
che la composizione per etk della popolazione in tutte le zone del 
vicentino nel 1920-22 ci appare pressocchd identica, cosl da con- 
fermarci in certo modo anche la rapida ricostruzionc neirimme- 
diato dopo guerra della struttura demografica pre-bellica della 
provincia. 

Nel periodo successivo dal 1920-22 al 1930-32 la natality 
vicentina quasi si pareggia in tutte le zone della montagna e della 
collina, segnando quindi una maggiore diminuzione nelle zone 
nelle quali si e verificato lo sgombero di guerra. 

Per quanto riguarda la riuzialita essa si £ attenuata nella 
regione di montagna che ha sublto la guerra guerreggiata, meno 
che nelle zone collinari e di pianura. La mortality ha visto ridotta 
la sua quota pre-bellica in misura pressocche identica in tutte 
le zone. 

Nel Bellunese, Timmediato dopo guerra ha provocato in 
quasi tutte le zone una reazione della natalita tanto piu significa¬ 
tiva se si pensa che il riferimento al censimento del 1911 eseguito 
in periodo di grande emigrazione stagionale dei nati del periodo 
1910-12 ha dovuto dare per la natalita di tale periodo delle cifre 
certamente piu elevate del vero. Nel 1930-32 perd la natality 
scendery a quote molto basse con accentuazione tuttavia minore 
nelTAlto Cadore e nel Feltrino che furono piu esposti all'esodo di 
guerra. Questo aspetto lo ritroviamo piu chiaro in provincia di 
Udine attesocch£ Tesodo Bellunese ha presentato caratteristiche 
affini, a quello Friulano. La nuziality e la mortality si svolgono 
attraverso i tre periodi con una certa uniformity in tutte le zone. 

In provincia di Treviso diversamente si comportano le carat¬ 
teristiche demografiche delle zone alia sinistra e alia destra del 
Piave. A destra del Piave la natalita in tutte le zone sia di collina 
che di pianura dal 1910-12 al 1920-22 ha sublto una diminuzione ; 
a sinistra invece o £ stata in aumento, ovverd ha segnato una 
diminuzione di minor intensity che alia destra del flume. 

E' da notarsi a questo riguardo che le zone alia destra del 
Piave si addentrano verso occidente della provincia fino a com- 
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prenderne anche tutto il territorio che non fu in nessun modo 
esposto all’esodo ed alle vicende della guerra guerreggiata. D’altra 
parte nelle zone alia sinistra la reazione della natality ci appare 
piil forte se si tien presente che nel 1920-22 la composizione per 
et& della popolazione di tale zone & meno favorevole nelle etcl 
centrali che non nelle altre zone. Sta di fatto che in Friuli sono 
rimasti dei nuclei di contadini trevigiani con le loro famiglie, che 
vi erano stati internati dal nemico durante l’invasione. 

Nel periodo pifl vicino a noi, 1930-32, la diminuzione della 
natality £ stata piu forte nelle zone alia sinistra che in quelle alia 
destra del Piave. 

Per quanto riguarda la nuzialitA osserveremo che la sua di- 
minuzione neH’ultimo periodo rispetto a quello prebellico, piu 
sensibile nelle zone alia sinistra del Piave che non alia destra, pud 
in parte attribuirsi ancora alia diversa composizione per eta della 
popolazione se si tien presente che per talune di tali zone il numero 
dei componenti l’et 4 centrali & risultata minore che altrove. 

La mortality attraverso i tre periodi e andata in generale 
diminuendo piu nelle zone alia sinistra che in quelle alia destra 
del flume, dove il numero dei vecchi nel 1920-22 era maggiore. 

In provincia di Venezia si ripete per la natality quella rea¬ 
zione deH’immcdiato dopo guerra nelle zone gist evacuate, che si 
£ verificata in provincia di Treviso. Anche nella zona del Livenza 
e Tagliamento la natality in tale periodo & in aumento ; mentre 
nelle zone del centra urbano di Venezia mantiene la posizione che 
aveva nel periodo pre-bellico. Dal 1920-22 al 1930-32 la natality 
accentua invece la diminuzione proprio in queste zone. 

Irregolare si presenta 1 ’andamento della nuzialita. La morta¬ 
lity segue attraverso i tre periodi considerati una maggiore con- 
trazione nelle zone che piu furono esposte alia guerra. 

Uno sguardo alia provincia di Padova che ha avuto profughi 
soltanto nel capoluogo mette in evidenza una diminuzione di 
natality dal 1910-12 al 1920-22 piu elevata nella regione di col- 
lina c nella pianura mentre si verifica un aumento nelle tre zone 
di piu recente bonifica. Nel periodo piu vicino a noi la natality 
ha segnato dovunque una forte diminuzione. 

41. — Se da questa rapida rassegna intorno alle caratteti- 
stiche demografiche delle provincie Venete, nelle quali l’esodo ha 
assunto in prevalenza l’aspetto di evacuazione in massa della po- 
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polazione di porzioni di territorio, si dovesse giungere ad una 
conclusione si potrebbe dire che nell’immediate* dopo guerra le 
zone che piu furono colpite dalle vicende belliche hanno risentito 
di una benefica reazione nelle natalita, la quale in esse segnd un 
aumento o una diminuzione meno forte che altrove, rispetto al 
periodo pre-bellico. 

Gli effetti di questa reazione tuttavia sono andati attenuan- 
dosi o addirittura non si avvertono pift nell’ultimo periodo piu 
vicino a noi del 1930-32. Ne gran che di diverso ci dicono la nu- 
zialit .4 e la mortality. 

In sostanza le ripercussioni della guerra hanno avuto carat- 
tere effimero: subito dopo l’armistizio la quasi totality della 
popolazione profuga £ tornata alle proprie sedi e dopo il breve 
periodo di assestamento e di riequilibrazione il ritorno della vita 
si b ivi prontamente intonato al rcsto del territorio che non era 
stato abbandonato od invaso. 

Cosl che ai nostri giorni si pub dire che l'esodo di massa di- 
sposto d’autorita non ha lasciato traccie sensibili nella struttura 
demografica delle popolazioni che ne furono colpite. 


Tav. XXXII. — Provincia di Vicenza - Nati vivi per mille abitanti. 






Variazioni 

PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Occidentale del Chiampo, Agno, Astico 

34,6 

l 

35,o 

27,6 

+ 1,1 

—21,1 

Occidentale dell’Astico e Brenta. 

42,2 

40,0 

27,4 

— 5,2 

— 3 *, 5 

REGIONE DI MONTAGNA... 

38,4 

37,o 

27,5 

— 3,6 

— 25,1 

Occidentale del Chiampo, Agno, Ti- 
monchio. 

34,o 

32,0 

26,1 

— 5,9 

—IS, 4 

Occidentale deir Astico e Brenta. 

37,3 

34,o 

26,2 

—8,8 

— 22,9 

Centrale dei Colli Berici. 

39,i 

3,,° 

28,2 

- IT,6 

—^ 9,4 

Regione di collina. 

36,2 

33,o 

26,5 

— 8,8 

— 19,7 

Settentrionale ( Bacchiglione-As tico ) .. 

33,9 

33,o 

23,7 

2,7 

- 28,2 

Orientale (Tesina e Brenta). 

40,0 

30,0 

30,6 

—25,0 

+ 2,0 

Meridionale (Gu& e Bisatto). 

35,i 

36,0 

27,6 

+*,5 

— 23,3 

Regione di pianura. 

35, 8 

32,0 

26,4 

— 10,6 

—* 7,5 

PROVINCIA... 

36,5 

34,0 

26,7 

— 

—**,3 
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Tav. XXXIII. — Provincia di Vicenza - Matrimoni per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

Varia 

PERCE! 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-22 

ZI 0 N 1 

*TUALI 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Occidentale del Chiampo, Agno, Astico 

7,3 

15.5 

7,7 

+ 112,3 

— 101,2 

Occidentale dell'Astico e Brenta. . . 

8,3 


7,9 

4 - 

69,8 

— 78,4 

Regione di Montagna . . . 

7,8 

i 4,3 

7,8 

+ 

S 3,3 

— 83,3 

Occidentale del Chiampo, Agno, Ti- 
monchio. 

6,9 

11,8 

6,1 

+ 

71,0 

— 93,4 

Occidentale dell'Astico e Brenta. . . 

7 ,o 

I2 ,4 

5,8 

+ 

77 ,* 

— 113,7 

Centrale dei Colli Berici. 

7,9 

11 ,7 

6,0 

+ 

48,1 

— 95 ,o 

Regione di Collina .... 

7 ,i 

12,0 

5,9 

+ 

69,0 

— ro 3,3 

Settentrionale (Bacchiglione Astico) . 

6,3 

10,7 

6,1 

+ 

69,8 

— 75,4 

Orientale (Tesina e Brenta). 

6,8 

i 2 ,5 

6,3 

-f 

83,8 

— 98,4 

Meridionale (Gua e Bisatto). 

6,7 

n ,3 

6,1 

+ 

68,5 

— S 3 ,2 

Regione di Pianura .... 

6,5 

11,6 

6,2 

+ 

78,4 

— 87, 0 

PROVINCIA . . . 

7 ,o 

I2 ,3 

M 

+ 

75,7 

— 9*,* 


Tav. XXXIII- 6 /s. — Provincia di Vicenza-Morti per 1000 abitanti. 






Variazioni 

PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Occidentale del Chiampo, Agno, Astico 

16,9 

17,0 

13,0 

+ 0,6 

—23,5 

Occidentale dell’Astico e Brenta. 

20,3 

17,0 

13,3 

—16,3 

—21,8 

Regione di montagna ... 

18,6 

17,0 

13,1 

— 8,6 

—22,9 

Occidentale del Chiampo, Agno, Ti- 
monchio. 

16,3 

17,0 

13,6 

+4,3 

— 20,0 

Occidentale dell'Astico e Brenta. 

18,0 

16,0 

13,5 

—a,1 

—* 5,6 

Centrale dei Colli Berici. 

15.6 

14,0! 

9,6 

—10,3 

—31,4 

Regione di collina. 

16,8 

16,0 

12,9! 

—4,8 

—19,4 

Settentrionale (Bacchiglione-Astico). . 

21,0 

16,0 

13,6 

—23,8 

—15,0 

Orientale (Tesina e Brenta). 

16,3 

18,0 

n ,3 

+9,4 

—37,2 

Meridionale Guk e Bisatto).. 

17,4 


13,2 

—13,8 

— 12,0 

Regione di pianura. 

18,9 

17,0 

12,8 

- 10,0 

—24,7 

PROVINCIA ... 

18,1 

i 7 »o 

«,9 

— 

—* 4 ,z 






















Tav. XXXIV. —Provincia di Belluno -Nati vivi per 1000 abitanti. 






Variazioni 

PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

i 

1910-12 

i 

1920-22 

1 

1930-32 

; 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

2930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

REGIONE UNICA DI MONTAGNA 

Alto Piave (Cadore)... 

30,6 

3 i ~ 

20,2 

I + z ,3 

— 34,8 
— 33,7 

Cordevole (Agordino). 

37,5 

39 — 

23,9 

+ 4 ,o 

Ma& Piave (Zoldano). 

34,2 

36 - 

23,2 

-t - 5,3 

— 35,6 

Medio Piave (Belluno e Alpago). 

40,3 

39 — 

23,3 

— 3,2 

— 40 , 3 - 

Cismon e Piave (Feltrino). 

38,8 

40 — 

24,2 

+ 3 ,i 

— 39,5 

PROVINCIA.. . 

37,3 

38 - 

23,1 

+ J >9 

— 39 ,* 


Tav. XXXV. — Provincia di Belluno - Matrimoni per 1000 abitanti. 






Variazioni 

PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

; 

19x0-22 

X92O-22 

1930-32 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

REGIONE UNICA DI MONTAGNA 

Alto Piave (Cadore). 

6,5 

11 »7 

6,9 

+ 80,0 

— 69,5 

Cordevole (Agordino). 

6,8 

13,6 

7,9 

+100,0' 

— 72,1 

Ma6 Piave (Zoldano). 

8,6 

14,9 

8,3 

+ 73,2 

— 75,2 

Medio Piave (Belluno e Alpago). . . 

7,7 

13,3 

6,6 

+ 72,4 

—101,5 

Cismon e Piave (Feltrino.). 

8,2 

14,0 

7,5 

+ 70,7 

— 86,6 

PROVINCIA . . . 

7 ,« 

13,4 

7,2 

£ 

4 - 

— 86,x 


Tav. XXXVI. — Provincia di Belluno - Morti per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

,1910-12 

1920-22 

1930-32 

Variazioni 

PERCENTUALI 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-22 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

REGIONE UNICA DI MONTAGNA 






Alto Piave (Cadore) .. 

20,4 

18 —- 

15 , 4 ! 

—11,8 

—1 4 , 4 ' 

Cordevole (Agordino). 

20,9 

20 — 

14,4 

— 4,3 

— 28,0 

Ma£ Piave (Zoldano). 

19 — 

18 — 

15 , 1 

— 5,3 

—16,1 

Medio Piave (Belluno e Alpago). 

20— 

16 — 

13,7 

— 20,0 

—H ,4 

Cismon e Piave (Feltrino). 

19,2 

19 — 

14,5 


— 23,7 

PROVINCIA... 

19,9 

18 —| 

14,4 

— 10,6 

— 20,0 
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Tav. XXXVII. — Provincia di Treviso - Nati vivi per 1000 abitanti. 






Varxazioni 

percentuali 

ZONK AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

1930-3* 

rispetto 

al 

1920-22 

Occidentale (destra Piave). 

Orientale (sinistra Piave). 

37,7 

37,i 

34 — 
38 - 

25,2 

2 4,7 

—9,8 

+2,4 

—25,9 

—35,0 

Regione di collina... 

37,4 

36 — 

24,9 

— 3,7 

—30,8 

Occidentale Superiore (destra Piave). . 

40,7 

37 — 

30,4 

—9,1 

—17,8 

Occidentale Inferiore (destra Piave).. 

36, 1 

33 — 

25,0 

-8,6 

—24,2 

Orientale Superiore (sinistra Piave).. . 

38,9 

38- 

26,1 

— 2,3 

— 3 i ,3 

Orientale Inferiore (sinistra Piave)... . 

42,2 

41 — 

3i,2 

-2,8 

—2 3,9 

Regione di pianura... 

39,o 

37 — 

27,9 


—24,6 

PROVINCIA... 

38,4 

36 — 

26,8 

— 6,3 

—25,6 


Tav. XXXVIII. —Provincia di Treviso - Matrimoni per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

Varia 

PERCE> 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1010-12 

ZIO.VI 

,’TUAII 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Occidentale (destra Piave). 

6,9 

12,7 

6,2 

+ 86,9 

— 104,8 

Orientale (sinistra Piave) . 

7 o 

13,6 

5,9 

r- 81,3 

1 — 130,5 

: Regione di Collina . . . 

7,3 

13,2 

6,1 

+ 80,8 

— 116,3 

Occidentale Superiore (destra Piave) . 

6,9 

12,3 

6.2 

+ 78,2 

— 98,3 

Occidentale Inferiore (destra Piave) . 

6,6 

10,9 

6,0 

+ 65,1 

— 81,6 

Orientale Superiore (sinistra Piave) . 

6,3 

13,7 

6,3 

+ 117,4 

—117,4 

Orientale Tnferiore (sinistra Piave). . 

' 7 ,i 

12,4 

6,1 

+ 74,6 

— 103,2 

Regione di Pianura . . . 

6,7 

12,0 

6,1 

+ 79 ,i 

— 96,7 

PROVINCIA . . . 

M 

w ,5 

6,1 

+ 61,1 

—104,9 


Tav. XXXIX. — Provincia di Treviso - Morti per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

Vari/ 

PERCE? 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

iZIONI 

JTUALI 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Occidentale (destra Piave). 

16 ,’g 

14 — 

11,8 

— 17,2 

— 15,7 

Orientale (sinistra Piave). 

16,5 

14 —| 

11,1 

—^ 5,2 

—20,7 

Regione di collina... 

16,7 

14 ~i 

n ,4 

— 16,2 

— 18,6 

Occidentale Superiore (destra Piave).. 

17,7 

15 — 

12 — 

— 15,3 

- 20,0 

Occidentale Inferiore (destra Piave). . 

16,8 

l6 - 

11,6 

— 5 ,o 

— 2 7,5 

Orientale Superiore (sinistra Piave)... 

13,5 

II - 

8,9 

—18,5 

— 19,1 

Orientale Inferiore (sinistra Piave).... 

15,6 

13 — 

io,3 

—16,7 

— 20,8 

Regione di pianura... 

16,3 

14 — 

11,1 

—14,1 

—20,7 

PROVINCIA... 

i «,5 

14 — 

11,2 

—is,2 

—20,0 
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Tav. XL. — Provincia di Venezia - Nati vivi per 1000 abitanti. 






Variazioni 





PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

del 

1920-22 

del 

1930-33 





rispetto 

rispetto 





al 

al 





1910-12 

1920-22 

Regione unica DI pianura 




; 


del Livenza e Tagliamento. 

43,5 

44 — 

35,2 

+ *,* 

— 20 — 

del Piave . . 

45,7 

48 — 

37,2 

+ 5 ,o 

— 22,5 

del Brenta e Dese. 

. 9,2 

37 — 

31,2 

— 5,6 

T 5,9 

Lagunare .. - T .*. 

3 °, 5 

30 — 

21,6 

—1,6 

— 28,0 







dell'Adige . 

45 ,° 

43 

3 6 ,5 

— 4,4 

—* 5 ,* 

PROVINCIA..., 

36,1 

36- 

27,9 

—o ,3 

—22, $ 


Tav. XLI. — Provincia di Venezia - Matrimoni per ioo abitanti. 


1 




Variazioni 

PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

19x012 

1920-22 

1930-32 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Regione unica' di Pianura 
del Livenza e Tagliamento. 

j 

7,6 

12,1 

7,9 

+ 59,2 

— 53 , 2" 

del Piave. 

7,3 

11 ,3 

7,2 

+ 54,7 

— 56,9 

del Brenta e Dese. 

7,2 

10,9 

M 

+ 51,3 

— 70,3 

Lagunare. 

6,8 

9 ,i 

5,7 

+ 33,8 

— 59,6 

dell’Adige. 

8,2 

8,0 

9 ,i 

— 2,5 

+ 13,7 

PROVINCIA... 

7 ,i 

10,2 

«,5 

+ 43,6 

— 56,9 


Tav. XLII. — Provincia di Venezia - Morti per 1000 abitanti. 






Variazioni 

PERCENTUALI 

ZONE AGRARIE 

1910-12 

1920-22 

1930-32 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Regione unica di,pianura 
del Livenza e Tagliamento. 

15,9 

14 — 

10,4 

—11,9 

—25,7 

del Piave. 

15,1 

13 — 

9,4 

—* 3,9 

— 27,7 

del Brenta e Dese. 

16,5 

16 — 

11,6 

— 3 ,° 

— 27,5 

Lagunare . 

22,8 

19 — 

13,9 

—* 6,7 

—26,8 

defl* Adige. 

20,8 

18 — 

* 5,6 

—* 3,3 

—* 3,3 

PROVINCIA... 

19,8 

1 

1 7 — 

1 

«,5 

—* 4 ,i 

— 26,5 
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Tav. XLIII. — Provincia di Padova - Nati vivi per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

X910-J2 

1920-22 

1930-32 

Varij 

PERCE! 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

tZIONI 

«TUALI 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Colli Euganei. 

37,3 

35 ,° 

3 °,6 

— 6,2 

— 12,6 

Regione di Collina . . . 

37,3 

35 ,o 

30,6 

— 6,2 

- 12,6 

Irrigua del Brenta. 

38,2 

36,o 

3 °,° 

— 5,8 

— 16,7 

Asciutta del Brenta e Musone. . . . 

40,7 

35 ,° 

32,1 

— 14,0 

— 8,3 

Asciutta del Brenta e Bacchiglione . . 

36,0 

3 i,o 

25,2 

— * 3,9 

— 18 ,7 

Cerealicola dell*Adige e Gorzon . . . 

37,9 

38,0 

30,8 

-f 0,3 

— 23,3 

Viticola deirAdige e Gorzon .... 

37,6 

38,0 

3 2 , 2 

+ 1,1 

— 18,0 

Basso Brenta. 

40,9 

41,0 

35 , 6 

— 7,1 

— 6,3 

Regione di Pianura . . . 

37,8 

35 ,o 

29,1 

+ 8,5 

— 29,0 

PROVINCIA . . . 

37,7 

35 ,o 

29 ,2 

— 7,2 

— 16,6 


Tav. XLIV. — Provincia di Padova - Matrimoni per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

I 9 IO-I 2 

1920-22 

1930-32 

Vari> 

PERCE 

del 

1920-22 

rispetto 

al 

1910-12 

IZIOK 1 

NTUALI 

del 

1930-32 

rispetto 

al 

1920-22 

Colli Euganei. 

6,8 

11,2 

7 ,° 

+ 64,7 

— 60,0 

Regione di Collina , . . 

6,8 

u )2 

7 ,o 

+ 64,7 

— 6o,o 

Irrigua del Brenta. 

6,1 

n ,7 

5,7 

+ 91,8 

—105,2 

Asciutta del Brenta e Musone .... 

6,8 

n,8 

6,7 

+ 73,5 

— 7 6 , 1 

Asciutta del Brenta e Bacchiglione . 

6,7 

10,0 

6,4 

+ 49,2 

— 56,2 

Cerealicola dell*Adige e Gorzon .... 

7.0 

10.6 

7.0 

+ 51,4 

— 5 i ,4 

Viticola dell'Adige e Gorzon. 

6,5 

IO ,5 

5,7 

4- 61,5 

— 84,2 

Basso Brenta. 

7,4 

9,4 

7 ,o 

+ 27,0 

— 34,2 

Regione di Pianura . . . 

6,8 

IO ,5 

6,5 

+ 54,4 

— 61,5 

PROVINCIA . . . 

6,8 

10,6 

^,5 

+ 5 S ,8 

— 63,0 


Tav. XLV. — Provincia di Padova - Morti per 1000 abitanti. 


ZONE AGRARIE 

i 

19x0-12 

1920-22 

1930-32 

Varij 

PERCEI 

del 

X920-22 

rispetto 

al 

19x0-12 

tZIOXI 

VTUALI 

del 

1930-3* 

rispetto 

al 

x 920-22 

Colli Euganei... 

18,1 

16,0 

12,6 

—ii,6 

— 2 !, 3 

Regione di Collina . . . 

18,1 

16,0 

12,6 

—li,6 

~ 2 I ,3 

Irrigua del Brenta. 

17,0 

14,0 

i 4 ,i 

-21,8 

4- 0,7 

Asciutta del Brenta e Musone .... 

15, 2 

16,0 

11.6 

— 5,3 

— 2 7,5 

Asciutta del Brenta e Bacchiglione . 

18,7 

17,0 

n ,9 

— 9 , 1 

— 3 °,° 

Cerealicola deli’Adige e Gorzon . . . 

I 7,5 

16,0 

11.6 

— 9,3 

— 37,9 

Viticola dell* Adige e Gorzon. 

20,0 

17,0 

14,3 

—I 7 ,V 

—18,8 

Basso Brenta. 

18,2 

19,0 

12,9 

— 6,6 

—24,1 

Regione di Pianura . . . 

18,0 

16,0 

I2 ,3 

— 5,5 

—3o,o 

PROVINCIA . . . 

18,0 

16,0 

1*, 3 

—MX,I 

—* 3 ,* 
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Tav. XLVI — Variazioni della popolazione delle zone delle pro- 
vincie di Vicenza, Belluno, Treviso, Padova, Venezia, nel 
1921, 1931, 1936 rispetto al 1911. 


PROVINCIE 

Zone agrarib 

AUMENTO O DIMINUZIONB PERCENTUALE 
RISPETTO AL 19II 

Denominazione delle zone 

IQ 2 I 

1931 

1936 


Occid. Chiampo Agno Astico. . 

3,25 

— 2,05 

3,78 


Orientale Astico e Brenta. 

17,68 

— 7 , 3 ° 

— 7,95 


Occid. Chiampo Agno Timonchio 

6,67 

1,98 

5,43 

Vicenza. . . 

Orientale Astico Brenta. 

11,91 

6,75 

n ,79 

Centrale Colli Berici. 

9,72 

7.44 

8,11 


Collina Settentrionale. 

Il,80 

9,49 

9,98 


Collina Orientale. 

10,29 

15,31 

22,93 


Collina Meridionale. 

12,94 

12,58 

14,56 


Alto Piave. 

! 9,72 

1 

1,21 

—°,74 


Cordevole. 

II,IO 

"t- 

00 

—5,18 

Belluno .. 

Mae Piave. 

5,27 

—10,16 

— 13,72 


Medio Piave. 

30,05 

18,53 

17,06 


Cismon e Piave . 

18,04 

i ,43 

—3,98 


Occidentale destra Piave . 

11,06 

7,85 

7,67 


Orientale sinistra Piave . 

11,51 

10,38 

7,84 

Treviso ... 

Occidentale Sup. destra Piave. . . 

7,06 

9,92 

11,87 

Occidentale Inf. destra Piave ... 

10,84 

17,65 

19,60 


Orientale Sup. sinistra Piave .... 

13,52 

16,71 

15,91 


Orientale Inf. sinistra Piave .... 

10,49 

T 7,53 

15,83 


Colli Euganei . 

10,81 

15,59 

19,55 


Asciutta Brenta e Musone . 

13,06 

12,38 

13,16 


Irrigua Brenta. 

10,74 

I 4 , 3 i 

18,06 

Padova ... 

Asciutta Brenta e Bacchiglione. 

14,08 

27,04 

34,59 


Cerealicola Adige e Gorzon .... 

14,82 

20,26 

21,98 


Viticola Adige e Gorzon. 

12,01 

22,93 

27,11 


Basso Brenta. 

I 5» 8 3 

31,87 

37,40 


Livenza e Tagliamento. 

l6,6l 

35,56 

46,20 


Piave. 

18 ,II 

56,19 

69,07 

Venezia .. 

Brenta e Dese. 

15,52 

14,35 

. • 


Lagunare . 

• 5,72 

27-31 

• • 


DelTAdicre. 

12.06 

22.08 

31,52 
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Tav. XLVII. — Distribuzione della popolazione delle provincie di 
Vicenza, Belluno, Treviso, Venezia, Padova per gruppi di etd 
per mille abitanti al 1921. 


ZONE 

0—13 

15—65 

oltre 65 

' Provincia di Vicenza. , 

Occidentale del Chiampo, Agno, Astico . . 

338 

604 

58 

Occidentale dell 1 Astico e Brenta. 

347 

597 

5 ^ 

Regione di Montagna . . . 

345 

598 

57 

Occidentale del Chiampo, Agno, Timonchio 

343 

595 

62 

Occidentale dell*Astico e Brenta. 

35 1 

59 i 

58 

Centrale dei Colli Berici . 

356 

585 

59 

Regione di Collina . . . 

348 

59 * 

60 

Settentrionale. 

343 

594 

63 

Orientale . 

308 

631 

60 

Meridionale . 

362 

5 » 2 

56 

Regione di Pianura . . . 

33 i 

609 

60 

PROVINCIA .... 

34 2 

599 

59 

Provincia di Belluno. 




Regione unica di Montagna . . . 
Alto Piave .. 

303 

619 

78 

Cordevole. 

360 

565 

75 

Ma£ e Piave. 

34 2 

584 

74 

Medio Piave. 

367 

578 

55 

Cismon e Piave . 

360 

584 

56 

PROVINCIA . . . 

35 i 

586 

63 

Provincia di Treviso. 




Occidentale . 

356 

586 

58 

Orientale ... 

353 

599 

48 

Regione di Collina . . . 

354 

594 

5 2 

Occidentale Sup. 

376 

569 

55 

Occidentale Inf. 

351 

594 

55 

Orientale Sup. 

375 

571 

54 

Orientale Inf. 

395 

555 

5 ° 

Regione di Pianura . . . 

369 

575 

5 6 

PROVINCIA . . . 

364 

583 

53 

Provincia di Venezia. 




Regione unica di Pianura . . . 
Livenza e Tagliamento. 

402 

543 

50 

Piave. 

398 

564 

38 

Brenta e Dese. 

382 

566 

5 2 

La^unare ; . 

278 

657 

65 

Adige. 

376 

579 

45 

PROVINCIA . . . 

340 

605 

55 

Provincia di Padova. 




Collinare . 

355 

587 

58 

Regione di Collina . . . 

355 

587 

58 

Brenta . 

3»9 

557 

54 

Brenta e Musone . 

355 

591 

54 

Brenta e Bacchiglione .. 

336 

608 

5 ^ 

Cerealicola Adige e Gargan. 

346 

589 

65 

Viticola Adige e Gorzon . 

355 

583 

62 

Basso Brenta . 

368 

584 

48 

Regione di Pianura . . . 

350 

594 

56 

PROVINCIA . . . 

35 ° 

594 

56 
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Capitolo IV. 


42. — Per quanto riguarda l’esodo dal Friuli sari bene tener 
presente che noi abbiamo inteso isolare l’influenza dell’esodo da 
quella dell’emigrazione temporanea e permanente e da tutti 
quegli altri fattori — primo fra tutti la denatality — che hanno 
esercitato una azione decisiva e preponderante in generale su 
tutta la popolazione del dopo guerra. Gli £ che noi appunto siamo 
partiti dall’ipotesi che tali fattori a carattere generale abbiano 
aglto con uniformity su tutte le zone di montagna e analogamente 
su quelle di collina e di pianura in modo che esse non rappresente- 
rebbero fra loro differenziazione alcuna se non fosse intervenuto 
l’esodo a determinarne. 

Ed b cosl che noi possiamo parlare dell’influenza dell’esodo e 
dell’esodo soltanto. 

E poichi i risultati cui perverremo informeranno le differen- 
ziazioni precisamente nel senso dell’esodo, potremo tutt’al piu 
concludere che gli altri fattori hanno aglto in conformity ad esso. 

Detto cid considereremo anzitutto, come abbiamo fatto per 
le altre provincie, le ripercussioni immediate e a tal uopo esami- 
neremo il materiale statistico relativo al periodo 1910-12 e 1920-22. 

Avvertiamo subito perd che per la provincia di Udine faremo 
riferimento alia popolazione residente o legale dei censimenti 
del 1911 e del 1921 e non a quella presente o di fatto, al fine 
di eliminare in qualche modo l’influenza dell’assente temporanea- 
mente che in paesi di emigrazione come il Friuli presenta un 
considerevole peso (1). 

Ci6 per quanto concerne la nuzialiti e la natality, per la mor¬ 
tality, invece, ci riferiremo alia popolazione presente. 

I dati per zona relativi alia popolazione presente e residente 
del 1911 e del 1921 sono riportati in appendice assieme a quelli 
della popolazione presente del 1936. 


(1) Cfr. per maggiori ragguagli al riguardo Quattro secoli di vita del 
popolo Friulano, giA citato. 
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43 - — Intomo alia natality nelle diverse zone della provin- 
cia di Udine entro i vecchi confini nel periodo pre-bellico e post- 
bellico possiamo offrire il seguente prospetto : 


Tav. XLIX. Natalitd. 


• 

ZONE 

1910-12 

1920-22 

Variazioni 
percento rispetto 
al 1910-12 

Regione di montagna : 




Carnia e Canal del Ferro. 

2 9,7 

29,8 

+ 0,2 

Prealpi Carniche. 

29— 

33 — 

+12,1 

Alta Slavia... 

31,6 

32,9 

+ 5,5 

Regione di collina : 




Collina Occidentale. 

28,1 

28,7 

+ 2,1 

Collina Centrale. 

36,6 

28,2 

— 23,0 

Collina Orientale. 

Regione di pianura : 

33,3 

3 1 , 1 

— 6,6 

Pianura alia destra del Taglia- 




mento. 

36,6 

33,6 

— 8,2 

Pianura Centrale. 

Pianura alia sinistra del Taglia- 

34 — 

3 i ,5 

— 7,3 

mento. 

39,4 

38 - 

— 3,5 


Nelle zone di montagna e in quelle collinari si avverte con 
l’aumento della natality una certa reazione alle gravi condizioni 
demografiche lasciate dalla guerra ; nelle altre zone invece 6 pih 
o meno accentuata la diminuzione delle nascite. 

Senonche le varie manifestazioni dell’esodo hanno esercitato 
la loro influenza sulla natality friulana in modo assai evidente, 
particolarmente nelle zone di montagna e collinari. 

Nella regione di montagna nella zona della Carnia e Canal 
del Ferro 1 ’aumento della natality 6 quasi trascurabile, mentre 
nelle altre due zone alpine, meno colpite dall’esodo, l’aumento 6 
pifl sensibile. 

La collina Occidentale meno colpita dall’esodo, segna pure 
un aumento di natality mentre la collina centrale e quella orien- 
tale, piu esposte all’invasione, hanno segnato nella natality una 
pih o meno forte diminuzione. 
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Anche in pianura le due zone che hanno dato maggior numero 
di profughi hanno accentuato la diminuzione della natality in 
confronto della Bassa Friulana, pur alia sinistra del Tagliamento 
ma lontana dalla zona di operazioni militari, prevalentemente 
costituita di popolazione agricola e meno influenzata dal panico 
della invasione per l’ordinata ritirata dell’invitta armata del Duca 
d’Aosta. 

La nuzialita dal 1910-12 al 1920-22 ha avuto il seguente 
sviluppo: 


Tav. L. Nuzialitd. 


ZONE 

1910-12 

1920-22 

Variazioni 
percento rispetto 
al 1910-12 

REGIONE DI MONTAGNA 




Carnia e Canal del Ferro. 

e,? 

n,8 

+76,1 

Prealpi Carniche. 

6,3 

”,7 

+85,7 

Alta Slavia. 

6,4 

j 

"’7 

+82,8 

Regione di collina 




; 

Collina Occidentale.. 

6,2 | 

XI ,3 

+82,2 

Collina Centrale. 

7 , 1 

n ,3 

+ 59 ,i 

Collina Orientale. 

7,3 

10,0 

+ 36,9 

Regione di pianura 

Pianura alia destra del Taglia¬ 


1 


mento . 

6,5 

10,6 

+63,1 

Pianura Centrale. 

6,8 

11,1 

+63,2 

Pianura alia sinistra del Taglia¬ 




mento . 

7,7 

n ,9 

+ 65,3 


Ancor qui si osserva in generale che nelle zone di maggior 
esodo in tutte e tre le regioni, la nuzialiti dal 1910-12 al 1920-22 
ha avuto un minor aumento che nelle zone meno esposte alia 
invasione. 

Ed un terzo aspetto conviene esaminare : la mortality. Que- 
sta per ovvie ragioni viene riferita alia popolazione presente an- 
zicchd alia popolazione residente. 
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Ecco il solito prospetto: 


Tav. LI. Mortality. 


ZONE 

19x0-12 

1920-22 

Variation! 
percento rispetto 
al 19x0-12 

ReGIONE DI MONTAGNA 

Carnia e Canal del Ferro. 

21,8 

19,7 

-9,6 

Prealpi Carniche. 

20,1 

17.6 

—12,4 

Alta Slavia. 

23,1 | 

20,6 

—10,8 

Regione di collina 




Collina Occidentale. 

18,4 

15,2 

I 7>4 

Collina Centrale. 

20,3 

15,2 

25,1 

Collina Orientale. 

20- 

17,6 

—12,0 

Regione di pianura 




Pianura alia destra del Taglia¬ 




mento . 

15,2 

12,4 

—18,4 

Pianura Centrale. 

20,4 

17,3 

— 15,2 

Pianura alia sinistra del Taglia¬ 
mento .'. 

18,5 

16,4 

—11,4 


L’andamento della mortality appare un po’ piu complesso 
di quello della natality e della nuzialita. 

Comunque ancora qui nelle zone delle prealpi Carniche e 
della collina del Friuli occidentale dal 1910-12 al 1920-22 si ri- 
scontra una diminuzione nella mortality piu sensibile che non 
nelle altre zone di montagna e collina piu esposte all’invasione. 

Per la pianura, la zona alia destra del Tagliamento dal 1910-12 
al 1920-22 ha segnato una diminuzione della mortalita piu ele- 
vata della zona centrale che ha dato il maggior numero di pro- 
fughi. La minor diminuzione della mortalita nella zona della pia¬ 
nura alia sinistra del Tagliamento 6 dovuta alle condizioni ambien- 
tali di questa zona che abbiamo gi& illustrate in precedenza. 

Notevole £ il riscontro delle considerazioni sin qui fatte in- 
torno ai fattori demografifci fondamentali, con la distribuzione 
della popolazione per gruppi d’et& al 1921 distintamente per le 
singole zone agrarie. 
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Tav. LEE. — Distribuzione della popolazione della provtncia di 
Udine per gruppi d’etd al 1921. 


ZONA AGRARIA 

0—15 

16—63 

oltre 63 

Carnia e Canal del Ferro. 

332 

599 

69 

Prealpi Carniche. 

357 

568 

75 

Alta Slavia. 

336 

596 

68 

Regione di Montagna . . . 

339 

59 i 

70 

Collina Occidentale. 

338 

593 

69 

Collina Centrale. 

319 

615 

66 

Collina Orientale. 

354 

572 

74 

Regione di Collina . . . 

336 

595 

69 

Pianura alia destra delTagliamento .... 

380 

561 

59 

Pianura Centrale. 

322 

616 

62 

Pianura alia sinistra del Tagliamento . . . 

360 

573 

62 

Regione di Pianura . . . 

358 

581 

61 

PROVINCIA . . . 

354 

580 

66 


44. — Cosl sono state profilate le ripercussioni dell’esodo sulla 
compagine demografica friulana dell'immediato dopo guerra. 

Contrariamente all’esodo totale ordinato delle altre provincie 
venete, nelle zone friulanc piii esposte all’esodo volontario si e 
potuto reagire meno vivacemente che nelle meno colpite, alia 
cattiva situazione demografica determinata dalla guerra. In gene- 
rale la natality. & ritornata alle posizioni pre belliche o si 4 elevata 
di poco o 4 addirittura diminuita, la nuzialiti anch'essa ha rea- 
gito meno sensibilmente che altrove nelle zone pifi esposte al- 
l’invasione. E analogamente pud dirsi per la mortality nel senso che 
essa 4 diminuita meno nelle zone di grande esodo che nelle altre. 

45. — Ma che d avvenuto in seguito ? 

Io ho gi4 avuto altrove occasione di avvertire che il feno- 
meno demografico d sotto molti aspetti a rapidissimo decorso. 
Nel secolo XIX p. es. la popolazione del mondo, in meno di cento 
anni si raddoppia, passando da un miliardo di abitanti ai due 
miliardi odiemi; d'altro canto in cinquant’anni o meno i cin- 
quanta o piii nati per mille abitanti vanno riducendosi in Europa 
ai venti ed anche ai quindici dei nostri giorni! 
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E per restare fra noi: ecco la guerra, ecco la influenza spa- 
gnola, ecco l’emigrazione, ecco l'esodo. Eppure la struttura demo- 
grafica friulana attraverso meccanismi di auto conservazione nel 
suo complesso resiste, viene scossa, si ricompone. Le cifre globali, 
relative ciob all’intera provincia, contenute nella seguente tabel- 
lina ci dimostrano per es. come la composizione della popolazione 
per et 4 della popolazione friulana gi 4 nel 1921, ossia poco dopo le 
tragiche vicende della guerra mondiale, vada riaccostandosi alia 
composizione del 1881 quando la natality era alta e l’emigrazione 
non aveva ancora cominciato ad esercitare la sua influenza specie 
nelle classi centrali, mentre la composizione del 1901 risente ap- 
punto di tale influenza e quella del 1911 non pub paragonarsi alle 
altre per essere stato fatto il censimento nel giugno, in un epoca 
ciob in cui l’emigrazione temporanea contava il maggior numero 
di assenti proprio nelle et& centrali (1). 

E si osservi ancora che la composizione per et& della popola¬ 
zione friulana dal 1881 al 1921 segna un declino sui gruppi da o 
a 60 anni ed un aumento dei vecchi assai minori dei corrispondenti 
gruppi del Regno. 


Tav. LIII. 


GRUPPI 

DI ETA* 

1881 

1901 

1911 

1921 

Regno 

Friuli 

Regno 

Friuli 

Regno 

Friuli 

Regno 

1 

Friuli 

0—15 

32.2 

33-1 

34* 1 

36.1 

34.0 

41.1 

31-3 

35-3 

15 — 45 

45-1 

1 42.8 

42.2 

4°-3 

42.O 

36.° 

44-5 

42.6 

45 — 60 

13.8 

14.0 

14,0 

13.0 

13.8 

18.0 

13-7 

12.2 

oltre 60 

8.9 

9.8 

9.7 

10.6 

10.2 

10.8 

10.5 

9.9 


E se si considerasse la distribuzione per et& dei maschi ba- 
sterebbe distribute, per es. nelle classi centrali della popolazione 
maschile i ventimila friulani morti in guerra e tener conto dei 
probabili figli mancanti di questi per ritornare in pieno alia com¬ 
posizione dei maschi per eta, del 1881. 

L’esodo nel suo complesso non ha dunque lasciato traccie 
sensibili se non quelle che abbiamo avvertite tra i caratteri demo- 


(1) Cfr. G. Pietra, Regime demografico, Ferrara, 1928. 
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grafici differenziali delle varie zone nel passaggio dal 1910-12 
al 1920-22. 

Son andate esse attenuandosi o addirittura si sono perdute 
nei periodi successivi sino ad oggi ? 

Abbiamo visto che dal 1910-12 al 1920-22 la natality nella 
montagna friulana ha segnato un aumento maggiore nelle zone 
di minor esodo — questo dob ha influito dannosamente sulla 
natality e si pud pensare che il fatto sia dovuto in notevole misura 
alle numerose femmine in eta feconda che non hanno fatto ritorno 
al paese di origine, o perchd maritatc 0 rimaste nei centri di pro¬ 
fuganza, o morte con maggior frequenza che se fossero rimaste in 
patria. 

Orbene, dal 1920-22, al 1930-32 e al 1936 si assiste al feno- 
meno contrario. 

La natality che dopo la reazione deH’immediato dopo guerra 
ha ripreso in tutti i paesi d’Europa il suo impressionantc declino 
b bensl diminuita gravissimamente anche in tutta la montagna 
friulana, ma in forma piu grave il fenomeno si rivela nelle zone 
che diedero minor numero di profughi. 

Non b il caso di attribuire le causa all’emigrazione : l'emigra- 
zione si b manifestata in tutta la montagna e poi l’emigrazione 
dal 1921 al 1931 b stata in gran parte di famiglie cosicchd la com- 
posizione per et 4 della popolazione non b stata alterata nelle sue 
linee gcnerali. 

E allora come si spiega il minor declino del rapporto delle 
nascite alia popolazione, la natality generica dunque nelle zone di 
maggior esodo ? 

Forse che il danno riscontrato nel periodo dal 1910-12 al 
1920-22 si b tramutato in vantaggio ? 

In verity non b il caso di pensare ad un qualche migliora- 
mento effettivo sull’andamento della natality. Esso 6 invece dovuto 
ad una pift favorevole composizione per et 4 della popolazione nelle 
zone di maggior esodo nel senso che dal 1921 al 1936 da un lato 
sono continuate a ripercuotersi le conseguenze della forte mor¬ 
tality dei bambini e dei vecchi durante la profuganza, dall’altro 
nelle et& centrali — dob prolifiche — sono entrati i giovani 
che al momento dell’esodo avevano 10-15 anni e percid appar- 
tenevano a generazioni feconde non falcidiate dalla guerra e non 
atte ancora al matrimonio fuori sede durante la profuganza. 
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Nella composizione per etcL della popolazione hanno cosl 
avuto predominanza le eta centrali, d’onde anche con un’effet- 
tiva forte diminuzione di prolificit 4 , una natality generica in dimi- 
nuzione meno sensibile che altrove. 

Ecco la solita tabellina al riguardo, nella quale, come nelle 
successive, mettiamo a confronto i rapporti ottenuti rispetto alia 
popolazione presente, anzicch£ come in precedenza per i periodi 
1910-12, 1920-22 rispetto alia popolazione residente. 


Tav. LIV. Natality. 


ZONE 

1921 

1936 

Diminuzione 
percento 
rispetto al 1921 

Regione di i^ontagna 




Carnia e Canal del Ferro. 

33 , 8 

20,0 

00 

O 

Prealpi Carniche. 

38,6 

i 16,8 

56,4 

Alta Slavia.:. 

35,8 

20,4 

43 ,o 

Regione di collina 




Collina Occidentale. 

34,2 

15 , 6 

54,4 

Collina Centrale. 

3 i ,4 

19,3 

38,5 

Collina Orientale. 

33,2 

18,5 

44,3 

Regione di pianura 




Pianura alia destra del Taglia- 
mento. 

36,1 

21,4 

40,7 

Pianura Centrale. 

32,2 

21,2 

34,2 

Pianura alia sinistra del Taglia- 
mento. 

38,6 

25,0 

35,2 


E che le cose stiano come piu sopra abbiamo osservato ri- 
sulta anche dall’analisi della tabellina della mortality dalla quale 
si ricava per esempio che mentre nella zona della Carnia e Canal 
del Ferro, di maggior esodo, la mortality 6 diminuita dal 1921 
al 1936 di oltre il 34 percento, nella zona delle Prealpi Camiche, 
che ha dato poco contingente di profughi, la mortality 6 diminuita 
meno del 26 percento. 

Nel nostro caso maggior diminuzione di mortality, piuttosto 
che migliorate condizioni di vita della popolazione della Carnia e 
del Canal del Ferro, significa meno bambini e meno vecchi e quindi 
predominanza di popolazione in et 4 meno esposta alia morte. 
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Tav. LV. • Mortality.. 


ZONE 

1922 

1936 

Dimiuuzione 
percento al 1921 

REGIONE DI MONTAGNA 




Carnia e Canal del Ferro. 

19,8 

13.0 

34,3 

Prealpi Carniche. 

17,6 

I 3 ,i 

2 5,5 

Alta Slavia... 

20,6 

16,1 

21,8 

Regione di collina 




Collina Occidentale. 

15, 2 

13,5 

11,2 

Collina Centrale. 

15, 2 

12,1 

20,0 

Collina Orientale. 

17,6 

13,7 

22,1 

Regione di pianura 




Pianura alia destra del Taglia- 
mento. 

i 2 ,3 

II,I 

9,8 

Pianura Centrale. 

17,3 

I 5 >° 

13,3 

Pianura alia sinistra del Taglia- 
mento. 

16, ^ 

11,6 

28.8 


Ed anche uno sguardo alia nuzialit 4 ci conforta in certo modo 
nelle nostre considerazioni. 


Tav. LVI. Nuzialita. 


ZONE 

1921 

1936 

Diminuzione 
percento 
rispetto al Z921 

Regione di montagna 




Carnia e Canal del Ferro . 

13,0 

7,2 

44,6 

Prealpi Carniche. 

13,3 

7,4 

46,4 

Alta Slavia. 

12, 7 

5,8 

54,4 

Regione di collina 




Collina Occidentale. 

13,4 1 

8,1 

40,0 

Collina Centrale. 

12,3 

8,7 

29,3 

Collina Orientale. 

IO ,5 

6,7 

36,2 

Regione di pianura 

Pianura alia destra del Taglia- 

| 



mento. 

n ,3 1 

7,3 

35,4 

Pianura Centrale. 

11,7 ! 

7,3 

37,6 

Pianura alia sinistra del Taglia- 
mento. 

12,5 

7,5 

40,0 
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Ancor qui la nuzialita 6 piu diminuita nelle zone delle Pre- 
alpi Carniche e dell’Alta Slavia che non nella Carnia e Canal del 
Ferro di maggior esodo. 

£ ovvio che si compiano relativamente piu matrimoni in 
una popolazione dove pochi sono i vecchi e nelle cui classi cen- 
trali sono entrati i grossi contingent! di generazioni feconde pre- 
belliche. D’onde a breve scadenza un aumento di natality. Ma 
anche qucsto maggior numero relativo di matrimoni £ sempre in 
dipendenza dell’alterata composizione per et£ delle popolazioni. 

Passiamo alia Collina : 

Ancor qui il fenomeno demografico si svolge con la regola- 
rit 4 gia accertata. Mentre dal 1910-12 al 1920-22 la situazione 
nei riguardi della natality appare peggiore nelle zone di maggior 
esodo dal 1921 al 1936 avviene il contrario. 

Anche per la mortalita si pud constatare quanto abbiamo 
visto in montagna che ciod essa diminuisce di piu nelle zone che 
hanno avuto maggior esodo. Nd diversamente della montagna si 
comporta la nuzialita della collina. Ancor qui sempre una dimi- 
nuzione del numero relativo di matrimoni maggiore che altrove, 
nelle zone di minor esodo. 

In pianura le regolariti riscontrate in montagna ed in col¬ 
lina pur rimanendo nelle loro linee generali, si alterano qua e la 
leggermente per l’intervento di nuovi fattori. 

La maggior diminuzione della natality si riscontra sempre 
nelle zone di minor esodo ; la piu forte diminuzione della morta¬ 
lita si verifica ancor sempre nelle zone di maggior esodo ; non si 
riscontrano invece differenze rilevabili fra le zone di pianura per 
quanto riguarda la nuzialita. 

46. — Riassumendo brevemente questo capitolo, metteremo 
in evidenza che l’esodo volontario del Friuli presenta anche nelle 
sue ripercussioni sui fattori demografici del dopo guerra, una 
fisonomia tutta diversa dagli esodi di massa disposti d’autoritd. 

L’esodo friulano ha spezzata l’unita famigliare per circa un 
quinto della popolazione, ha rallentato la procreazione, ha ag- 
giunto nuovi lutti a quelli provocati dalla guerra, specie nei vec¬ 
chi e nei bambini; esso ha esercitato subito la sua influenza dan- 
nosa anche nelTimmediato rimpatrio dopo la vittoria delle nostre 
armi, contraendo l’eflicacia di quella benefica reazione demografica 
che appunto nell’immediato dopo guerra si £ verificata, come in 



tutti i paesi belligeranti, anche nei territori evacuati d’autorit«l. 
C’era da attenderci che le ripercussioni dell’esodo si associassero 
agli altri fattori che dal dopo guerra ai nostri giorni accentuarono 
la decadenza demografica anche nel nostro paese, maggiormente 
accelerandola nel Friuli. 

C’era da pensare che variazioni si sarebbero verificate nelle 
proporzioni numeriche dei gruppi demografici costituenti le varie 
zone della provincia di Udine da alterarne in un certo modo an¬ 
che la struttura etnica. 

Niente di tutto questo. Abbiamo constatato invece dal 1921 
al 1936 situazioni demografiche migliori nelle zone che soffersero 
maggiormente della calamiti dell'esodo, che in quelle che all'esodo 
diedero minor contributo di profughi. 

II maggior numero di morti nelle classi vecchie determinato 
dai disagi dell'esodo, accompagnato dall’ingrcsso nelle eta pro- 
lifiche del forte contingente della gioventu dellc generazioni pre- 
belliche, ha fatto si che la popolazione piu colplta dall’esodo riu- 
scisse piu giovane e*quindi piu fcconda che al trove. 

Declina fatalmente il numero degli abitanti della montagna e 
della collina, ma con ritmo piu accelerato nelle zone che furono 
meno esposte all’esodo ; diminuisce la popolazione della pianura 
Friulana alia destra del Tagliamento, aumentano invece, pur 
incrementate dalle opere di bonifica o d'attrazione del centra 
maggiore della provincia, la media pianura e la Bassa Friulana 
alia destra del Tagliamento. 

L’esodo offriva nelle sue stesse immediate conseguenze, quasi 
come l’operazione chirurgica che risana l’organismo malato, i 
mezzi per la ricostruzione demografica. 

Ma non convicne crearci illusioni; abbiamo fatto nelle nostre 
analisi quasi sempre questione di minor male, non di migliora- 
mento nelle situazioni. 

Emigrazione, spopolamento della montagna, rallentamento 
della nuzialiti, declino delle nascite sono i fattori che oggi agi- 
scono deleteriamente accumulandosi anche sulla compagine della 
popolazione friulana. 
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Capitolo V. 


47. — Dei rimpatriati e dei profughi delle terre italiane al 
1915 ancora sotto la dominazione austro-ungarica, diamo tre 
tabelle riassuntive relative ai paesi di provenienza e di destina- 
zione, avvertendo che nei rimpatriati non sono stati inclusi quelli 
soggetti ad obblighi militari. 

Non abbiamo fatto particolari elaborazioni dei dati che del 
resto si commentano facilmente tenendo presente che gli irredenti 
profughi appartennero in maggior numero ai paesi a piu imme- 
diato contatto con la Madre Patria e che i rimpatriati furono piu 
numerosi dai paesi piti vicini al nostro e comunque da quelli 
direttamente interessati nella guerra. 


Tav. LVII. — Distribuzione dei rimpatriati e degli irredenti nei 
vari compartimenti del regno. 


Irsedsnti Rimpatriati 


COMPARTIMENTI 

Dalla 

Venezia 
Giulia 
e Dalmazia 

Dal 

Trentino 

e 

Alto Adige 

numero 

famiglie 

numero 

i 

numero 
medio dei 
component! 
la famiglia 

Piemonte. 

IO.503 

8.566 

I.788 

536 

3,3 

Liguria. 

4.182 

2 .972 

1.526 

435 

3,5 

Lombardia. 

6.031 

8.912 

3 * 53 i 

1*317 

2,7 

Veneto. 

3 * 5°4 

4.064 

10.839 

3*244 

3,3 

Emilia. 

2.447 

3.302 

5.018 

I *314 

3,8 

Toscana . 

8.367 

3*093 

2.762 

938 

2,9 

Marche. 

2-594 

1.068 

5-365 

1.630 

3,3 

Umbria. 

702 

214 

2.042 

717 

2,8 

Lazio. 

2.202 

597 

632 

228 

2,8 

Abruzzi e Molise. 

1.032 

1*595 

5 1 9 

168 

3 , 1 

Campania. 

3*776 

1.102 

6.800 

2.156 

3,2 

Puglie. 

3.272 

16 

i*i 33 

294 

3,9 

Basilicata. 

32 

1 

16 

4 

4 ,o 

Calabrie. 

196 

96 

14 

6 

2,3 

Sicilia. 

I.708 

336 

230 

68 

3,5 

Sardegna . 

l6 

11 

1 

1 

1,0 

REGNO... 

50.564 

3**945 

42.216 

13.056 

3,* 
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Tav. LVIII. — Profughi della Venezia Tridentina, della Venezia 
Giulia e deUa Dalmazia distinti per Distretti di origine. • 


REGION I 


D I 8 

T R E T T I 

Popola- 
zione 
presente 
al 31-12-910 

Emigrati 
in Italia 
per causa 
della 
guerra 



Trentino 

E ALTO ADIGE 

1 



1 X 

1 

Distr. politico di Ampezzo 

6.674 

304 


2 


» 

Borgo Valsugana 

45-423 

17.013 


3 


» 

Cavalese 

24.620 

86 


4 

» 

>> 

C 16 s 

47.984 

244 


5 



Mezzolombardo 

21 -593 

295 

Trentino . . < 








6 

» 

» 

Primiero 

”•157 

1.019 


7 

» 

>> 

Riva 

30-633 

1.784 


8 


>> 

Rovereto 

68.785 

IO.148 


9 


>> 

Tione 

36.928 

1.767 


IO 

» 

» 

Trento 

99.314 

2-855 





393-hi 

35.515 

/ 1 

» 


Bolzano 

73-970 

220 

* 


» 

Bressanone 

30.365 

IO 

Alto Adige . , 

3 



Brunico 

36.354 

15 


)< 

» 

») 

Merano 

55 - 6 x 0 

80 


, 5 


» 

Slandro 

22.068 

2 





218.367 

5»7 



Venezia Giulia 



Carinzia . . 

I 

Distr. politico di Villaco 

7.667 

109 

I 

' I 

Distr. politico di Radolza 

12.791 

— 

Carniola . . « 

! 2 

>> 

* 

Longatico 

32 .614 

— 

1 

; 3 

♦ 


Postogna 

43.200 

67 





88.605 

67 
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Segue: Tav. LVIII. 







it.- 1 -.- ■■■■■■g-'.Ta’ 

Popola- 

Emigrati 
in Italia 

REGIONI 



D 

ISTRETTI 

presente 

per causa 






al 31-12-910 

guerra 


/ I 

Distr. politico di Gorizia 

104.856 

7.7II 

Goriziae Gra- 

1 2 

» 

» 

Gradisca 

34.155 

5-756 

DISCA . . . 

3 


»> 

Monfalcone 

■53-038 

7.973 


4 

»> 

>> 

Sesana 

30.461 

119 


, 5 


»> 

Tolmino 

38-239 

1.831 



• 



260.749 

* 3-390 



Trieste citt& 

con proprio statuto 

229.510 

18.839 


i 

Rovigno citt& con proprio statuto 

12.323 

201 


2 

Distr. politico di Capodistria 

89.609 

602 


3 

» 

>> 

Lussino 

21.260 

3°4 


4 

>> 

» 

Parenzo 

61.358 

566 

ISTRIA .... 




Pisino 

48.518 



i 5 

»> 

>> 

145 


6 


»> 

Pola 

95.132 

844 


7 

» 

*> 

Veglia 

21.259 

21 

\ 

8 

» 

>) 

V olosca-Abbazia 

54 - 55 ° 

213 






404.309 

2.896 




Dalmazia 





Fiume citt& 

con proprio statuto 

48.492 

1.836 

1 

i 

Distr. politico di Zara 

84.113 

413 


2 

» 

>> 

Bencoval 

44.097 

— 


3 


» 

Sebenico 

58.377 

2.002 

' 

4 

* 

>> 

Tenin (Knis) 

54.984 

4 

Dalmazia . . 

5 



Lesina 

27.050 

12 

j 

6 

» 

» 

Cursola 

29.908 

90 


7 


*> 

Ragusa 

41.295 

620 

1 

8 

» 


Spalato 

102.418 

380 






442.242 

35*1 
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48. — Diamo infine la tabella dei rimpatriati per causa della 
guerra dai vari paesi del mondo avvertendo che da essa furono 
esclusi i rimpatriati per obblighi militari. 


Tav. LIX. 


PAESI 


Censimento 

dei 

profughi 
ottobre 1918 


EUROPA 

Albania. 

Bosnia. 

Austria-Ungheria. 

Belgio. 

Bulgaria... 

Francia. 

Germania. 

Gran Brettagna. 

Grecia. 

Montenegro . 

Olanda . 

Serbia. 

Rumania. 

Russia. 

Svizzera. 

SVEZIA E NORVEGIA. 

Turchia. 

* 

Totale... 


43 

25 

2.967 

924 

68 

13.810 

15.409 

657 

1.092 

62 

13 

97 

434 

847 

4.226 

3 

983 


41.660 


ASIA. 

AFRICA... 

AMERICA. 

Totale... 


33 

158 

365 


556 


TOTALE GENERALE... 


42.216 


10 
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CONCLUSION! 


49. — Siamo cosl giunti alia fine della nostra rapida rassegna. 
Dalla quale ci piace ricavare a mo’ di conclusione qualche consi- 
derazione di carattere generate : 

1) Gli esodi determinati in Italia dalla guerra europea si 
possono dividere in due grandi gruppi corrispondenti ai due epi- 
sodi bellici dell’invasione degli Altipiani sul fronte nord nel 1916 
e della ritirata delle truppe italiane dal fronte Isontino al Piave 
nel 1917. 

Un’altra distinzione e di maggior importanza 6 quella fra 
evacuazioni in massa di un territorio disposte dalle autoritfi mili- 
tari o civili ed esodo propriamente detto, che si verifica per spon- 
taneo abbandono da parte della popolazione delle proprie dimore, 
davanti all'invasione nemica. 

Vere e proprie evacuazioni furono quelle degli Altipiani del 
Vicentino d'el 1916, quelle dei territori rivicraschi del Piave nel 
1917. Carattere di evacuazione parziale hanno avuto gli esodi 
dai grandi centri di Venezia e Padova, dalla prima in causa alle 
incursioni aeree nemiche, dalla seconda in occasione del trasporto 
del Comando Supremo Italiano in quella citt& quando il nostro 
fronte orientale fu retratto al Piave. 

Esodo spontaneo invece, 6 stato quello del Friuli dal quale 6 
fuggito nell’ottobre del 1917 davanti all’invasore circa un quinto 
della popolazione. Anche dal Bellunese l’esodo 6 stato in preva- 
lenza spontaneo. 

2) Le caratteristiche dell’evacuazione in massa furono le 
seguenti: i nuclei operai sono stati avviati nei grandi centri indu- 
striali dell’Italia Settentrionale; i grossi nuclei contadini si sono 
allontanati il meno possibile dalla loro terra. Comunque il com- 
plesso famigliare 6 stato sempre strettamente conservato. 

Un eccezione deve essere fatta per le famiglie profughe della 
sinistra del Piave trasferite dagli invasori in Friuli, mentre la 
gran parte degli uomini validi venne internata in territorio nemico. 
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H fatto che nei capiluoghi di provincia la composizione della 
famiglia profuga risulta inferiore a quella delle locality minori ci 
porta a stabilire che nei centri maggiori si 6 rifugiata la popola- 
zione delle classi piu elevate, gran parte delle quali non hanno 
atteso Tordine di evacuazione per abbandonare il territorio in 
zona di operazioni belliche, ma hanno costituito in precedenza 
una specie di esodo a carattere individualistico. 

In generale, il profugo volontario ha percorso per raggiungere 
il nuovo domicilio un tragitto molto piu lungo che non la popo- 
lazione fatta evacuare d'autorit 4 . 

Cessate le operazioni belliche, le popolazioni dei territori 
sgomberati rientrarono immediatamente nelle loro dimore e la 
analisi da noi fatta sulla loro struttura demografica nei periodo 
immediatamente successive alia guerra e in quello del 1930-32 
piu a noi vicino, ha messo in evidenza che Tevacuazione in massa 
non ha portato nella compagine demografica ripercussioni dan- 
nose profonde. Anzi ncirimmediato dopo guerra la natalita ha 
segnato nelle localita piu colpite dall'esodo ordinato una certa 
reazione rispetto alle condizioni prebelliche, che fu meno sensi¬ 
ble o non si e addirittura verificata nelle altre localita lontane 
dalla guerra. 

La situazione neirultimo periodo 1930-32 si & poi per cosi 
dire livellata tanto nei territori che subirono le vicende belliche 
che in quelli che nc furono esenti. 

Il che ci porta a ritenere che le evacuazioni in massa da un 
dato territorio disposte d'autoriti in seguito a necessita di guerra, 
non lasciano in generale tracce profonde nella popolazione che ha 
dovuto evacuare e che & prontamente tornata alia propria dimora, 
non appena le ragioni della profuganza sono cessate. 

3) E veniamo agli esodi spontanei e propriamente a quello 
friulano che di essi e la manifestazione tipica. 

Qui & un quinto circa della popolazione che abbandona, in 
misura piu o meno intensa a seconda che si trovi a pill o meno 
stretto contatto con Tinvasore, la propria dimora e si affolla lungo 
le linee ferroviarie o le grandi reti stradali verso Tinterno del 
Regno. 

Si tratta generalmente di abitanti del Capoluogo di provincia 
o dei centri maggiori e di popolazione della montagna piu abi- 
tuata ad abbandonare il proprio paese per Temigrazione tem- 
poranea. 
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Prevalgono fra i profughi le giovani donne, i vecchi, i bam¬ 
bini ; ma 6 sempre il nucleo famigliare che tutto o in parte si 
sposta verso una data destinazione, mentre eccezionali sarebbero 
stati i frazionamenti della stessa famiglia in locality diverse. 

La famiglia con profughi nel suo complesso di profughi e di 
rimasti nei territori invasi & risultata composta di un numero di 
membri inferiore a quella della famiglia friulana in generale e dal 
punto di vista dell’eti in condizioni demograficamente meno 
favorevoli di quest’ultima. Cid che ci ha consentito di attribuire 
la famiglia profuga dell’esodo volontario in prevalenza alle classi 
meno prolifiche ed economicamente meno disagiate. Anche l’ana- 
lisi del tipo d’alloggio in profuganza ha confermata qucsta con- 
statazione. 

L’esodo volontario, contrariamente a quello di massa ordi- 
nato d’autoritA, ha contratto l’efficacia di quella benefica reazione 
demografica che t consistita soprattutto nell’aumcnto di natalita 
e che si 6 verificato nell’ immediato dopo guerra in quasi tutti i 
paesi belligeranti. 

Senonche la reazione, e piu viva nelle zone piu colpite dalla 
calamity, si d fatta sentire in Friuli piii tardi, dal 1921 ai nostri 
giorni; cosl che anche le ripercussioni demografiche differenziali 
dell’esodo volontario possono ormai considerarsi quasi del tutto 
scomparse. 

In questa piu o' meno rapida riorganizzazione della struttura 
demografica di una popolazione che ha attraversato un periodo 
demograficamente patologico, quale quello degli esodi di guerra, 
noi siamo portati a riconoscere l’esistenza di forze interne proprie 
degli organismi demografici per le quali gli organismi stessi rie- 
scono a superare gli squilibri cui possono essere esposti. 

Di qui una nuova conferma, anche dal punto di vista degli 
esodi di guerra, della validita della teoria sociologica, neo-organi- 
cista, di cui il Gini ci ha offerta la suggestiva trattazione (1), 
secondo la quale gli organismi sociali, come i biologici, sarebbero 
appunto dotati di poteri di riequilibrazione, tendenti a far si che 
gli organismi in parola passino dai periodi patologici a nuovi 
periodi di equilibrio. 


(1) C. Gini, Prime linee di Patologia Economica, Giuffrfe, Milano 

1935-XIII. 
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Nella compagine dei popoli le crisi acute, gli episodi violenti,. 
le calamity improvvise, come possono essere gli esodi quali quelli 
da noi illustrati, sono ferite che rimarginano con una certa rapi¬ 
dity e finiscono con il non lasciare traccia profonda. 

Sono i fattori morali, sociali e forse biologici a lento ma con- 
tinuo insistente decorso, fra i quali l’emigrazione, lo spopolamento 
montano, il rallentato costume famigliare, lo scarso senso spiri¬ 
tual religioso, quindi il declino della nuzialiti e delle nascite, che 
minano la resistenza demografica delle nazioni e dei popoli sino a 
determinarne ineluttabilmente la loro scomparsa. 
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Da trasmetterai at CommUaariato del Profugh i in Roma 

N . 

COMMISSARIATO PER I PROFUGHI DI GUERRA 

CENSIMENTO DEI PROFUGHI 

eseguito dal 15 al 30 ottobre 1918 
nel Cotnunc di . Provincia di. . 


SCHEDA DI FAMIGLIA 

(recto) 

Famiglia di (Cognome, Soprannome di famiglia e Nome del Capo 

famiglia)._... 

proveniente da (Comune o locality) ... 

Provincia (se dall’estero, Stato e circoscrizione) . 

abitante attualmente in (Via, N.) ... 

con alloggio (gratuito a pagamento). 

presso (o in) albergo, locanda, pensione, famiglia privata, abita- 
zione privata, ricovero, asilo o altro alloggio collettivo, (si sot- 
tolinei la denominazione che risponde al caso) 

Ammontare complessivo del reddito mensile continua- 
tivo dicui la famiglia dichiara di disporre presentemente_ 


Informazioni sull’ammontare sopraindicato 


a) dell'Autoriti di Pubblica Sicurezza 


b) del Patronato locale. . 


Prowedimenti della Commissione: 




































N, 
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Mod. A. 


COMMISSARIATO DEI PROFUGHI DI GUERRA 

GENSIMENTO DEI PROFUGHI 

eseguito dal 15 al 30 ottobre 1918 , 

nel Comune di . Provincia di .. 

SCHEDA INDIVIDUALE 

(riservata agli irredenti) 

(da non riempirsi per i profughi assent! stabllmente) 

con riferimento alia Scheda di famiglia n.. intestata a.. 

Cognome . Nome .. 

Soprannome di famiglia ... Sesso 

Paternitd (di o fu). Maternitd (di o fu). 

Anno di nascita ... Stato civile . 

Relazione col Capo famiglia .. 

Professione, occupazione o condizione prima dell’esodo . 

Al momento del censimento, £ occupato ? (si o no)..Qualora 

sia occupato precisare: 

a) la professione od occupazione ... 

b) la retribuzione media giornaliera. 

Per trovare o mutare occupazione ha bisogno dell’assist enza di Enti 

pubblici ? (si o no In caso affermativo, indicare le occupazioni 

preferite in ordine di preferenza).. 

£ disposto a riprendere dimora abituale nei paesi di origine appena 

sia possibile ? (si o no)_In caso affermativo prevede di avere bisogno 

delTassistenza di Enti pubblici per procurarsi lavoro ? (si o no).Indi¬ 
care le specie di lavori preferiti (in ordine di preferenza).. 

£ militate, in servizio mobilitato o territorial ? (si o no) _ 

In caso affermativo, con che grado ? .. £ militare addetto 

alle Industrie di guerra ? (si o no)_In caso affermativo, precisare se 

esonerato , comandato o lasciato a disposizione _ 
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N. 


COMMISS ARIATO DEI PROFUGHI DI GUERRA 


Mod. B. 


CENSIMENTO DEI PROFUCHI 

eseguito dal 15 al 30 ottobre 1918 

nel Comune di Provincia di 

SCHEDA INDIVIDUALE 

(riservata at cittadini italiani pro fug hi) 

(da non riempirsi per i.profughi assent! stabilmente) 

con riferimento alia Scheda di famiglia n.. intestata a 


Cognome Nome 

Soprannome di famiglia Sesso 

Paternitd (di o fu) Maternitd (di o fu) 

Anno di nascita Stato civile 

Relazione col Capo famiglia 

Professione , occupazione o condizione prima deiresodo 


Al momento del Censimento, & occupato ? (si o no). Qualora 

sia occupato precisare: 

a) la professione od occupazione. 

b) la retribuzione media giornaliera... 

Per trovare o mutare occupazione ha bisogno dell'assistenza di Enti 

pubblici ? (si o no)__ In caso affermativo, indicare le occupazioni 

preferite (in ordine di preferenza). 

£ disposto a riprendere dimora abituale nei paesi di origine appena sia 

possibile? (si o no). In caso affermativo prevede di avere bisogno 

dell’assistenza di Enti pubblici per procurarsi lavoro ? (si o no) _ 

Indicare le specie di lavori preferiti (in ordine di preferenza)... 

£ militare, in servizio mobilitato o territorial ? (si o no)... 


In caso affermativo, con che grado..... £ militare 

addetto alle industrie di guerra ? (si o no). In caso affermativo. 


precisare se esonerato , comandato o lasciato a disposizione . 


































MB. — Questa scheda deye essere riempita nel caso di connazionali provenienti da paesi nemici o da paesi 
oecupati dal nemico, oseluso i rimpatriati per obblighi militari. 
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N. _ Mod. C. 

COMMISSARIATO DEI PROFUGHI DI GUERRA 

CENSIMENTO DEI PROFUGHI 

eseguito dal 15 al 30 ottobre 1918, 
nel Cotnune di Provincia di 

SCHEDA INDIVIDUALE 

(riservaja ai cittadini italiani rimpatriati) 

(da non riempirsi per i profughi assent! stabilmente) 

con riferimento alia Scheda di famiglia n.. intcstata a.. 


Cognome Nome 

Soprannome di famiglia Sesso 

Paternitd (di o fu) Maternild (dio fu) 

Anno di nascita Stato civile 

Relazione col Capo famiglia 

Professione occupazione o condizione prima deiresodo 


Al momento del Censimento, d occupato? (si o no). Qualora 

sia occupato prccisare: 

a) la professione od occupazione.._ 

h) la retribuzione media giornaliera.. 

Per trovare o mutare occupazione ha bisogno dell'assistenze di Enti pub- 

blici? (si o no).In caso affermativo indicare le occupazioni preferite 

(in ordine di preferenza)... 

fe disposto a riprendere dimora abituale nei paesi di origine appena sia 

possibile? (si o no) .In caso affermativo prevede di avere bisogno 

deirassistenza di Enti pubblici per procurarsi lavoro? (si o no).In¬ 
dicare le specie di lavori preferiti (in ordine di preferenza).. 

£ militare , in servizio mobilitato o territoriale (si o no?).. 

In caso affermativo, con che grado? . £ militare addetto 

alle industrie di guerra? (si o no). In caso affermativo, precisare se 

esoneratOf comandato o lasciato a disposizione ..._ 

































Elenco del Comuni della provincia di Udine entro i conflni 
prebellici raggruppati secondo le nove Zone di origine 

del profughi. 

(Le cifre fra parentesi in corsivo indicano successivamenle la popolazione resi - 
dente del ign e del igai e quella in carattere ordinario la popolazione 
presente del igu, igzi e igj6 di ciascuna zona). 

Montagna 

i a Zona - Carnia e Canal del Ferro. Sup. terr. al 1921 Km 3 1214, 98. 

Amaro, - Ampezzo - Arta - Cavazzo - Cercivento - Chiusa- 
forte - Comeglians - Dogna - Enemonzo - Forni Avoltri - Forni 
di Sopra - Forni di Sotto - Lauco - Ligosullo - Moggio Udinese - 
Ovaro ~ Paluzza - Paularo - Pontebba - Prato Carnico - Rava- 
scletto - Raveo - Resia - Resiutta - Rigolato - Sauris - Socchieve - 
Sutrio - Tolmezzo - Treppo Carnico - Venzone - Verzegnis - 
Villa Santina - Zuglio. 

{85707, 87113 ; 66675, 78777, 69535). 

2 a Zona - Prealpi Carniche. Sup. terr. Km 2 924,62. 

Andreis - Barcis - Bordano - Cimolais - Claut - Clauzetto - 
Erto e Casso - Forgaria - Frisanco - Tramonti di Sopra - Tra- 
monti di Sotto - Trasaghis - Vito d’Asio. 

{34725, 35438; 26867, 30298, 22839). 

3 a Zona - Alta Slavia. Sup. terr. Km 2 283,31. 

Drenchia - Grimacco - Luscvera - Platischis - Pulfero - 
S. Leonardo - S. Pietro al Natisone - Savogna - Stregna. 
{23909, 24160; 21019, 22280, 19772). 

Collin a 

4 a Zona - Pedemontana e collinare occidental. Sup. terr. Km 2 554,60. 

Arba - Aviano - Budoia - Caneva - Castelnuovo - Cavasso 
Nuovo - Fanna - Maniago - Meduno - Monterale Cellina - Pin- 
zano - Polcenigo - Sequals - Travesio. 

{68533, 71650; 52207, 60055, 47142). 

5 a Zona - Collinare del Friuli Centrale. Sup. terr. Km 2 350,04. 

Buia - Cassacco - Colloredo di Monte Albano - Fagagna - 
Majano - Martignacco - Moruzzo - Osoppo - Ragogna - Reana 
del Roiale - Rive d’Arcano - S. Daniele - Tavagnacco - Treppo 
Grande - Tricesimo. 

(82887, 89357; 67104, 80246, 66321), 



6 a Zona - Pedemontana e collinare orientate . Sup. terr. Km 8 461,11. 

Artegna - Attimis - But trio - Cividale - Faedis - Gemona - 
Magnano Riviera - Manzano - Nimis - Prepotto - S. Giovanni al 
Natisone - Tarcento - Torreano. 

(76310, 81516; 66995, 76430, 69669), 

PlANURA 

7 a Zona - Media fra it Tagliamento e it Ccllina - Pianura delVE - 
stremo Friuli Occidentale alia destra del Tagliamento. Sup. 
terr. Km 2 918,56. 

Azzano - Brugnera - Casarsa della Delizia - Chions - Corde- 
nons - Cordovado - Fiume Veneto - Fontanafredda - Morsano 
al Tagliamento - Pasiano - Porcia - Pordenone - Prata di Porde- 
none - Pravisdomini - Roveredo in Piano - Sacile - S. Giorgio 
Richinvelda - S. Quirino - S. Vito al Tagliamento - Sesto al Re- 
ghena - Spilimbergo - Valvasone - Vivaro - Zoppola. 

(137183, 166965; 140423, 161496, I57035)- 

8 a Zona - Pianura Medio Friuli . Sup, terr. Km 2 682,88. 

Bicinicco - Campoformido - Codroipo - Coseano - Dignano - 
Lestizza - Meretto di Tomba - Moimacco - Mortegliano - Pasian 
di Prato - Pasian Schiavoncsco - Pavia di Udine - Povoletto - 
Pozzuolo del Friuli - Pradamano - Premariacco - Remanzacco - 
S. Maria La Longa - S. Odorico - Sedegliano -Trivignano Udinese 
- Udine. 

{134163,147275; 126517,144060,153737)- 

9 a Zona - Bassa Friulana e Strada Alta e Alto Distretto di S. Vito. 
Sup. terr. Km 2 660,04. 

Bagnaria Arsa - Bertiolo - Castions di Strada - Gonars - Lati- 
sana - Marano Lagunare - Muzzana del Turgnano - Palazzolo 
dello Stella - Palmanova - Pocenia - Porpetto - Precenicco - 
Rivignano - Ronchis - S. Giorgio di Nogaro - Talmassons - Teor - 
Varmo. 


{64612, 68794 ; 60375, 66354, 70471). 
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CENSIMENTO DEI PROFUGHI DI GUERRA 
DELLA PROVINCIA DI UDINE. 


Distribuzione dei profughi per sesso , stato civile e per zone di pro - 
venienza. 

Conviventi o assenti temporaneamente. 


ZONE 


Mas 

CHI 


Totals 

Celibi 

Coniugati J 

Vcdovi 

Stato civile 
ignoto 

Zona 

I. 

6.036 

2.646 

332 

1 

154 

9.168 


II. 

442 

260 

33 

22 

757 

» ’ 

Ill. 

976 

339 

64 

*5 

1-394 

» 

IV. 

I- 5 I 7 

1.487 

84 

137 

3.225 

» 

V. 

3-099 

1.250 

103 

102 

4-554 


VI. 

4.106 

1.721 . 

180 

163 

6.170 

» 

VII. 

4-734 

2-759 

239 

218 

7 - 95 ° 

» 

VIII. 

9.200 

4 - 5 2 9 

414 

353 

14.496 

» 

IX. 

3-477 

1.463 

166 

113 

5-219 

PROVINCIA... 

33-587 

16.454 

1.615 

1.277 

5*•933 


Distribuzione dei profughi per sesso, stato civile e per zone di pro - 
venienza . 

Conviventi o assenti temporaneamente . 


ZONE 

F E M M I N E 

Totals 

; 

Nubili 

Coniugate 

Vedove 

Stato civile 
ignoto 

Zona 

I . 

8.059 

3-969 

I .Ol8 

265 

I3-3II 


II. 

490 

232 

44 

22 

788 


Ill. 

I.488 

66l 

176 

36 

2.361 

* 

IV. 

1.996 

760 

197 

I46 

3-099 


V. 

4.086 

1-939 

470 

191 

6.686 


VI. 

6.072 

2.853 

753 

33 1 

10.009 


VII. 

6-737 

3.124 

803 

410 

11.074 

» 

VIII. 

13.086 

6.978 

1.940 

814 

22.818 

% 

IX. 

4-905 

2.437 

596 

234 

8.172 

PROVINCIA... 

; 

46.9x9 

22.953 

5-997 

2.449 

78.318 
































Distribuzione dei profughi per sesso , stato civile e per zone di pro - 
venienza. 


Conviventi o assenti temporaneamente. 


Z O N E 


M A S C H I E 

F E M M I N E 


Totalb 

Cclibi e nubili 

Coniugati 

Vedovi 

Stato civile 
ignoto 

Zona 

I. 

14.095 

6.615 

1*350 

419 

22.479 

» 

II. 

932 

492 

77 

44 

1.545 

» 

Ill. 

2.464 

I .OOO 

240 

51 

3.755 

» 

IV. 

3 - 5 T 3 

2.247 

281 

283 

6.324 

» 

V. 

7 -i 85 

3.189 

573 

293 

1J . 240 

» 

VI. 

00 

d 

Ht 

4*574 

933 

494 

T6.I79 

» 

VII. 

H. 47 T 

5.883 

1.042 

628 

T9.024 

» 

VIII. 

22.286 

11.507 

2*354 

1.167 

37.314 

» 

IX. 

8.382 

3.900 

762 

347 

13.387 

PROVINCIA... 

80 . 50 * 

39 407 

7.612 

3 * 7*6 

131.247 


Distribuzione dei profughi per sesso , stato civile e per zone di pro - 
venienza . 


Assenti stabilmente. 


ZONE 

Masciii 

Totale 

Celibi 

Coniugati 

Vedovi 

Stato civile 
ignoto 

Zona 

1 

1. 

2.924 

2.I3T 

180 

498 

5.733 


II . 

432 

224 

16 ; 

97 

769 

» 

Ill. 

634 

416 

39 | 

81 

1.170 

» 

IV. 

2.682 

867 

54 1 

5 00 

4. £03 

» 

V. 

I .860 

T ‘339 

70 

385 i 

3-654 

» 

VI. 

2.339 

1.744 

109 

554 

4.746 

» 

VII . 

3-897 

2.018 

hi 

771 

6-797 

» 

VIII . 

4.528 

3.662 

206 

1.137 

9-533 

» 

IX . 

I.629 

1.349 

86 

395 

3-459 

PROVINCIA... 

20.925 

13-750 

871 

4.418 

39 - 9*4 






















Distribuzione dei profughi per sesso, siato civile e per zone di pro - 
venienza. 


Assenti stabilmente. 


ZONE 

F E M M I N K 

Totale 

Nubili 

: 

Couiugate 

Vedove 

Stato civile 
ignoto 

Zona 

I. 

I .381 

QIC) 

225 

244 

2.769 

* 

II. 

345 

229 

42 

56 

672 


Ill. 

277 

T 34 

39 

45 

495 

V> 

IV. 

2 - 35 ° 

1.470 

201 

437 

4 -458 


V. 

I . 102 

703 

149 

170 

2.124 


VI. 

I -239 

785 

168 

277 

2.469 

» 

VII. 

2.863 

1.642 

249 

448 

5.202 

» 

VIII. 

2 .070 

1 • 566 

372 

526 

4‘534 


IX. 

834 

547 

117 

128 

1.626 

PROVINCIA. .. 

12.461 

7 995 

1.562 

2.331 

*4 349 


Distribuzione dei profughi per sesso , stato civile e per zone di pro 
venienza . 


Assenti stabilmente. 


-■ 1 * ■ ■ ■ 1 " ..1 

ZONE 


M A S C H I K 

F E M M I N E 


Totale 

Celibi e nubili 

Coniugati 

Yedovi 

Stato civile 
ignoto 

Zona 

I. 

4 * 3°5 

3.050 

405 

742 

8.502 


II. 

777 

453 

58 

T 53 

1 ‘ 44 1 

» 

Ill. 

911 

55 ° 

78 

126 

1.665 


IV. 

5.032 

2.337 

2 55 

937 

8.561 


V. 

2.962 

2.042 

219 

555 

5-778 


VI . 

3-578 

2.529 

277 

831 

7-215 

>> 

VII. 

6.760 

3.660 

360 

1.219 

u.999 


VIII . 

6.598 

5.228 

578 

1.663 

14.067 

» 

IX . 

2.463 

1.896 

203 

523 

5-085 

PROVINCIA... 

333W 

ai .745 

a .433 

i 

6.749 

64.313 
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Distribuzione dei profughi per classi di etd e per zone di provenienza 
Conviventi o assenti temporaneamente. 



ZONK 


* 

Maschi in < 

L-trJi di anni 




o 

1-1 5 

15-50 | 

oltre 50 

et& ignole J 

Totale 

Zona 

I. 

165 

4.219 

3.161 

M 94 

( 

102 

9-141 

» 

II. 

11 

249 

3 IT 

125 

16 

712 

. » 

Ill. 

23 

673 

407 

273 

10 

1.386 

» 

IV. 

26 

644 

1-743 

7*3 

53 

3.181 


V. 

64 

2-157 

i -577 

646 

78 

4-522 

» 

VI. 

91 

2.963 

2.034 

1.008 

100 

6.196 

» 

VII. 

96 

3-°°7 

3-235 

1.562 1 

102 

8 .002 


VIII. 

264 

6.488 

5- j 24 

2.459 

20] 

m -536 

» 

IX. 

83 

2.585 

1.640 

820 

60 

00 

00 

M 

LO 

PROVINCIA.. . 

823 

22.985 

19.234 

9.100 

722 

52.864 


Distribuzione dei profughi per classi di etd e per zone di provenienza 
Conviventi o assenti temporaneamente. 






Fkmmine in 

eta di mini 




ZONK 

0 

1-15 

15-50 

! oltre 50 

j et& ignole 

Totale 

Zona 

I. 

160 

4.209 

7 -° 7 T 

I.772 

I>6 

13-338 

» 

II. 

13 

269 

449 

95 

8 

834 

» 

Ill. 

20 

756 

1.242 

33 * 

20 

2.369 

» 

IV. 

21 

7°9 

2.038 

333 

42 

3-143 

» 

V. 

76 

2.036 

3.722 

793 

91 

6.718 

» 

VI. 

116 

3 -°33 

5-354 

1.321 

*59 

9-983 

» 

VII. 

126 

3-205 

5-983 

1-570 

138 

11.022 

» 

VIII. 

242 

6.622 

12.381 

3-285 

248 

22.778 

» 

IX. 

! 79 

2.672 

4 - 25 * 

1.122 

79 

8.203 

PROVINCIA. .. 

853 

23 

4 * 491 

10.622 

911 

l 

78.388 
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Distribuzione dei profughi per classi di etd e per zone di provenienza 
Conviventi o assenti tcmporaneamcnte . 


ZONE 

Maschi e femmine in et& di anni 

0 

r-15 

15-50 

oltre 50 

et& ignote 

Totals 

Zona 

I. 

325 

8.428 

10.232 

3.266 

228 

22.479 

» 

II. 

24 

518 

760 

220 

24 

1.546. 

y> 

Ill. 

43 

1.429 

1.649 

604 

30 

3*755 

» 

IV. 

47 

1 *353 

3-783 

I .046 

95 

6.324 

» 

V. 

140 

4*193 

5.299 

I *439 

169 

11.240 

»> 

VI. 

207 

5-996 

7.388 

2.329 

259 

16.179 

>> 

VII. 

222 

6.212 

9.218 

3*132 

240 

19.024 

» 

VIII. 

506 

13.no 

i 7*505 

5*744 

449 

37 * 3 T 4 

x> 

IX. 

162 

5*257 

5-891 

1.942 

139 

i 3 * 39 r 

PROVINCIA... 

1.676 

46.496 

61.725 

19 * 7*2 

1*633 

131*252 


Distribuzione dei profughi per classi di eta e per zone di provenienza 

Assenti stabilmcnte 


ZONE 



Maschi in 

eta di anni 



0 


15-50 

oltre i 50 

et& ignote 

Totale 

Zona 

■ 

I. 

9 

706 

3*933 

658 

384 

5.690 

» 

II. 

1 

194 

460 

IOO 

46 

801 


Ill. 

2 

123 

806 

172 

69 

I.172 

» 

IV. 

8 

1.498 

i *934 

4T4 

296 

4.150 

» 

V. 

4 | 

675 

2.273 

5°6 

275 

3*733 

» 

VI. 

3 

662 

3.090 

651 

375 

4*779 

» 

VII. 

6 

1.670 

3*933 

732 

532 

6.873 

» 

VIII. 

9 

I.244 

6*359 

I .X67 

797 

9.576 

» 

IX. 

5 

45 1 

2*357 

429 

273 

3 * 5 T 5 

PROVINCIA... 

1 65 

1 : 

7*223 

25145 

4.829 

3*047 

40.289 






















Distribuzione dei profughi per classi di etd e per zone di provenienza 

Assenti stabilmente. 


Z O N K 



Fkmmine in 

1 eta di anni 



o 

1*15 

15-50 

oltre i 50 

et& ignote 

Totat.e 

Zona 

I. 

7 

66i 

1.290 

5 12 

317 

2.787 

» 

II. 

— 

*75 

325 

95 

45 

640 

» 

Ill. 

— 

go 

2 4 T 

89 

73 

493 

» 

IV. 

4 

i .410 

2.0 25 

655 

3 i 7 

4 - 4 xl 

» 

V. 

i 

560 

937 

333 

214 

2.045 

» 

VI. 


579 

1-123 

440 

290 

2.436 

» 

VII. 

() 

1.598 

2.343 

712 

467 

5. [ 20 

» 

VIII. 

4 

1.000 

2.044 

909 

534 

4.491 

» 

IX. 

l 

4°3 

692 

306 

168 

1 * 57 ° 

PROVINCIA... 

27 

6.476 

11.020 

4051 

2.425 

23-999 


Distribuzione dei profughi per classi di etd e per zone di provenienza 

Assenti stabilmente. 


Masciii e fkmmine in eta di anni 



Z O N lv , 

0 

1-15 

15-50 

oltre i 50 

etA ignote 

Totale 

Zona 

I. 

16 

1-367 

5 - 22 3 

1.170 

7OI 

8.477 

» 

II. 

1 

369 

785 

x 95 

91 

1.441 

» 

Ill. 

2 

213 

1.047 

261 

142 

1.665 

» 

IV. 

12 

2.908 

3-959 

1.069 

613 

8.561 

» 

V. 

5 

1-235 

3. 210 

839 

489 

* 5-778 

» 

VI. 

5 

1 .-241 

4-213 

1.091 

665 

7- 2X 5 


VII. 

12 

3.268 

6.276 

1.444 

999 

11.999 

» 

VIII. 

13 

2.244 

m °3 

2.076 

1.331 

14.067 

» 

IX. 

6 

854 

3-°49 

735 

441 

5-085 

PROVINCIA... j 

72 

13*99 

36165 

8.880 

, 

5-47* 

64.288 
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Distribuzione dei prof tight per sesso, stato civile e per comparUmentt 
di destinazione. 


Conviventi o assenti temporaneamente. 


COMPAUTIMKNTI 

M A S C H I 

Totale 

Celibi 

Coniugat 1 

Yedovi 

Stato civile 
ignoto 



Piemonte. 

3* T 33 

1*399 

149 

83 

4.764 

Liguria. 

2.201 

T.121 

no 

43 

3*475 

Lombardia. 

5.041 

2 ’.937 

230 

448 

8.656 

Veneto. 

1.304 

973 

94 

5 i 

* 2.422 

Emilia. 

5 *° 5 ° 

2.677 

246 

185 

8. 15 8 

Toscana. 

8.497 

1.024 

4.031 

389 

393 

45 

227 

22 

13.148 

Marche. 

I .48O 

Umbria. 

841 

295 

43 

10 

I.I89 

Lazio. 

1.204 

644 

68 

37 

i *953 

Abruzzi. 

580 

. ^73 

23 

18 

794 

Campania. 

2.440 

412 

93 1 

165 

100 

96 

3*567 

Puglie. 

20 

14 

611 

Basilicata. 

76 

36 

3 

1 

116 

Calabrie. 

536 

1.232 

191 ; 
487 

27 

63 

21 

775 

Sicilia. 

20 

1.802 

Sardegna .,. 

16 

5 

1 

1 

23 

REGNO... 

33*587 

16.454 

1.615 

1.277 

52*933 


Distribuzione dci profughi per sesso, stato civile e per compariimenti 
di destinazione . 


Conviventi o assenti temporaneamente. 


1 

compartimenti 

Nubili 

F i;m j 

Coniugate 

IINli 

Ycdovc 

Stato civile 
ignoto 

Totale 

Piemonte . 

4*353 

2,109 

544 

199 

7.205 

Liguria. 

3.026 

1.508 

368 

72 

4*974 

Lombardia. 

6.923 

3*351 

817 

923 

12.014 

Veneto. 

i- 35 6 

704 

152 

36 

2.248 

Emilia. 

6.844 

3*472 

814 

264 

n *394 

Toscana. 

12.615 

6.292 

1.810 

558 

21.275 

Marche. 

1.440 

7 11 

168 

44 

2-363 

Umbria. 

I .171 

579 

124 

28 

1.902 

Lazio. 

1.949 

949 

321 

63 

3.282 

Abruzzi. 

634 

303 

85 

22 

1.044 

Campania. 

3*492 

1,601 

462 

131 

5.686 

Puglie. 

555 

217 

53 

28 

8|3 

Basilicata. 

106 

53 

6 

3 

168 

Calabrie. 

709 

329 

76 

36 

1.150 

Sicilia . 

1.726 

7 66 

194 ! 

40 

2.726 

Sardegna . 

20 

9 

3 

2 

34 

REGNO... 

46.919 

**•953 

5*997 j 

2.449 

78.318 
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Distribuzione di profughi per sesso, stato civile e per compartimenti 
di destinazione. 


Conviventi o assenti temporaneamente. 


COMPARTIMENTI 

M A S C H I E 

F E M M I N 

E 

Totale 

Cclibi 
c nubili 

Coniugati 

Vedovi 

Stato civile 
ignoto 

Piemonte. 

7.486 

3 - 5 ° 8 

693 

282 

II.969 

Liguria. 

5-227 

2.629 

478 

115 

8.449 

Lombardia. 

II.964 

6.288 

1.047 

I -371 

20.670 

Veneto.. . 

2 .660 

T.677 

246 

87 

4.670 

Emilia. 

II.894 

6.149 

1.060 

449 

19.552 

Toscana . 

21.112 

' IO -323 

2.203 

785 

34.423 

Marche. 

2.464 

1 .TOO 

213 

66 

3-843 

Umbria. 

2.012 

874 

167 

38 

3.091 

Lazio. 

3-153 

1 -593 

389 

100 

5-235 

Abruzzi. 

J .214 

476 

108 

40 

1.838 

Campania. 

5-932 

2-532 

562 

227 

9-253 

Puglie. 

967 

382 

73 

42 

1.464 

Basilicata. 

182 

89 

9 

4 

284 

Calabrie. 

1 - 245 

520 

10 3 

57 

I .925 

Sicilia . 

2.958 

I -253 

257 

60 

4.528 

Sardegna . 

36 

14 

4 

3 

57 

REGNO... 

80.506 

39 407 

7.612 

3-7*6 

131.251 


Distribuzione dei profughi per sesso , stato civile c per compartimenti 
di destinazione. 


Assenti slabilmentc. 


COMPARTIMENTI 


MAS 

CHI 


Totale 

Celibi 

Coniugati 

Vedovi 

Stato civile 
ignoto 

Piemonte. 

1.632 

I-I 39 

67 

354 

3.192 

Liguria. 

I .640 

97 1 

58 

191 

2 .860 

Lombardia. 

4.092 

2.231 

IOI 

1.226 

7.650 

Veneto. 

1 - 5 T 7 

601 

44 

158 

2.320 

Emilia. 

3-437 

2.079 

155 

587 

6.258 

Toscana . 

4.610 

3 - fi 49 

234 

1.179 

9.672 

Marche . 

56 1 

435 

36 

46 

I .078 

Umbria. 

4 r 5 

375 

17 

228 

I -035 

Lazio. 

572 

376 

25 

97 

I .070 

Abruzzi. 

158 

124 

4 

23 

3°9 

Campania. 

1.126 

890 

67 

221 

2.304 

Puglie. 

220 

143 

20 

11 

394 

Basilicata. 

49 

34 

— 

6 

89 

Calabrie. 

257 

191 

10 

29 

487 

Sicilia . 

637 

509 

32 

62 

1.240 

Sardegna . 

2 

3 

1 

— 

6 

REGNO... 

*0.925 

13-750 

871 

4.418 

39 964 
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Distribuzione dei profughi per sesso y stato civile e per compartimenti 
di destinazione. 


Assenti stabilmente. 


COMPARTIMENTI 

F E M M I N E 

I _ 

Totale 

Nubili 

Conjugate 

Vedove 

Stato civile 
ignoto 

Piemonte. 

826 

576 

III 

200 

1-713 

Liguria. 

,959 

553 

142 

90 

1-744 

Lombardia. 

3.027 

I .942 

205 

7*9 

5-893 

Veneto. 

1.299 

699 

IOO 

95 

2.193 

Emilia. 

2.125 

I- 3 I 7 

297 

3°9 

4.048 

Toscana. 

2.166 

1.617 

383 

578 

4-744 

Marche. 

286 

175 

39 

19 

519 

Umbria. 

191 

169 

25 

98 

483 

Lazio. 

259 

*59 

59 

64 

54 i 

Abruzzi. 

106 

55 

15 

6 

182 

Campania. 

493 

321 

96 

98 

1.008 

Puglie. 

148 

84 

28 

4 

264 

Basilicata. 

4 i 

14 

6 

3 

64 

Calabrie. 

144 

77 

23 

13 

257 

Sicilia. 

391 

237 

32 

35 

695 

Sardegna . 

— 

— 

1 

— 

1 

REGNO... 

12.461 

7 995 

1.562 

2 - 33 * 

24-349 


Distribuzione dei profughi per sesso , stato civile e per compartimenti 
di destinazione. 


Assenti stabilmente. 


COMPARTIMENTI 

M A 8 C H I E 

F E M M I N E 

Totale 

Cclibi 
e nubili 

Coniugati 

Vedovi 

Stato civile 
ignoto 

Piemonte . 

2.458 

i- 7*5 

178 

554 

4.905 

Liguria. 

2-599 

1 - 5^4 

200 

281 

4.604 

Lombardia. 

7 -H 9 

4-173 

306 

1-945 

13-543 

Veneto. 

2.8l6 

1.300 

144 

253 

4.513 

Emilia. 

5-562 

3-396 

45 2 

896 

10.306 

Toscana. 

6.776 

5.266 

617 

i -757 

14.416 

Marche. 

847 

610 

75 

65 

1-597 

Umbria. 

606 

544 

42 

326 

1.518 

Lazio.. 

831 

535 

84 

161 

I.6ll 

Abruzzi. 

264 

179 

19 

29 

491 

Campania. 

1.619 

1.211 

163 

3 i 9 

3-312 

Puglie.! 

368 

227 

48 

15 

658 

Basilicata. 

90 

48 

6 

9 

153 

Calabrie. 

401 

268 

33 

42 

744 

Sicilia. 

1.028 

746 

64 

97 

1-935 

Sardegna . 

2 

3 

2 

— 

7 

REGNO... 

333W 

M -745 

*•433 

6.749 

* 4.313 
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Distribuzione dei profughi per classi di etd e per compartimenti 
di destinazione. 


Conviventi o assenti temporaneamente. 




Maschi in ct& di anni 









M _ _ r _ 









i ° 

1-15 

15-50 

oltre i 50 

et& ignote 


Piemonte. 

81 

2.II3 

1.718 

757 

24 

4.693 

Liguria. 

5 ° 

i- 5°9 

1.287 

602 

34 

3.482 

Lombardia. 

123 

3 -I 71 

3-649 

1.580 

222 

8-745 

Veneto . 

34 

687 

1.173 

488 

35 

2.417 

Emilia. 

125 

3-455 

3.092 

1.305 

90 

8.O67 

Toscana. 

199 

6.018 

4-392 

2.375 

! 5 i 

13.135 

Marche . 

26 

736 

452 

242 

16 

1 - 47 2 

Umbria. 

22 

649 

318 

183 

6 

I.I78 

Lazio. 

25 

772 

699 

428 

17 

I .941 

Abruzzi. 

14 

422 

230 

no 

6 

782 

Campania. 

61 

1.798 

1.142 

537 

66 

3.604 

Puglie. 

TO 

292 

229 

8 5 

10 

626 

Basilicata. 

4 

46 

40 

21 

4 

115 

Calabrie . 

10 

414 

233 

105 

17 

779 

Sicilia. 

38 

891 

577 

280 

19 

1.805 

Sardegna . 

1 

12 

3 

2 

5 

23 

REGNO... 

823 

22.985 

19234 

9.100 

722 

52.864 

Distribuzione de 

i profughi per c 

iassi di 

etd e compartimenti 

di destinazione. 






Conviventi 

0 assenti temporaneamente. 



Femmine in ct& di anni 


compartimenti 








0 

1-15 

15-50 

| oltre i ^o 

et& ignote 


Piemonte. 

73 

2.156 

4.047 

941 

59 

7.276 

Liguria. 

52 

i.5°8 

2.690 

675 

42 

4.967 

Lombardia. 

121 

3-339 

6.691 

1.506 

268 

11.925 

Veneto . 

34 

674 

1.233 

287 

25 

2.253 

Emilia. 

148 

3-551 

6.210 

1.492 

84 

IX.485 

Toscana. 

204 

6.194 

n -475 

3.207 

209 

21.289 

Marche . 

24 

775 

1.239 

314 

19 

2 . 37 1 

Umbria. 

25 

623 

1.003 

248 

14 

1 .913 

Lazio. 

30 

789 

I. 9 II 

529 

35 

3-294 

Abruzzi e Molise 

15 

339 

544 

151 

7 

1.056 

Campania. 

69 

1.849 

2.919 

736 

76 

5-649 

Puglie. 

* 7 

277 

442 

84 

28 

838 

Basilicata. 

4 

45 

97 

20 

3 

169 

Calabrie. 

9 

413 

579 

124 

21 

1.146 

Sicilia. 

38 

969 

1.394 

304 

18 

2.723 

Sardegna . 


10 

17 

4 

3 

34 

REGNO... 

853 

33 - 5 « 

42.491 

10.62a 

911 

78.388 





































Distribuzione dei profughi per classi di etd e per compartimenti 
di destinazione. 


Conviventi o assenti temporaneamente . 


COMPARTIMENTI 

Maschi e femmine in cti di anni 

Tutale 

1 

o 

1-15 

15-50 

oltrc i 50 

ct& ignote 

Piemonte. 

154 

4.269 

i 

5-765 

I .698 

83 

II.969 

Liguria. 

102 

3-017 

3*977 1 

I.277 

76 

.8.449 

Lombardia. 

244 

6.510 

10.340 

3 *o86 

490 

20.670 

Veneto . 

68 

1.361 

2.406 

775 

60 

4.670 

Emilia. 

273 

7.006 

9.302 

2.797 

m 

19.552 

Toscana. 

403 

12.212 

15.867 

5-582 

360 

34-424 

Marche . 

50 

1 -5 11 

1.691 

556 

35 

3-843 

Umbria. 

47 

1.272 

1-321 

43i 

20 

3-°9i 

Lazio. 

53 

1.561 

2.610 

957 

52 

5-*35 

Abruzzi e Molise 

29 

761 

774 

261 

13 

1.838 

Campania. 

130 

3 - 6 47 

4.061 

1*273 

142 

9-253 

Puglie.. 

J 7 

569 

671 

169 

38 

1.464 

Basilicata. 

8 

9i 

137 

4* 

7 

284 

Calabrie. 

19 

827 

812 

229 

38 

1*925 

Sicilia. 

76 

T .860 

t .97 1 

5&* 

37 

4.528 

Sardegna . 

1 

22 

20 

6 

8 

57 

REGNO... 

1.676 

46.496 

61.725 

19.722 

i-*33 

131.252 


Distribuzione dei profughi per classi di eta e per compartimenti 
di destinazione. 


Assenti stabilmente. 


COMPARTIMENTI 

Maschi in etA di anni 

° I 

1-15 

15-50 | 

1 

oltre i 50 

etA ignote 

Totale 

Piemonte. 


5 °i 

2.034 

373 

319 

3.227 

Liguria. 

7 

530 

1.859 

363 

* 5 6 

2.915 

Lombardia. 

9 

1.836 

4-558 

969 

290 

7.662 

Veneto . 

5 

732 

1.245 

223 

114 

2.319 

Emilia. 

7 

1.292 

3-885 

722 

437 

6.343 

Toscana. 

7 

1.240 

6.371 

1.196 

955 

9.769 

Marche. 


L 35 

742 

158 

48 

1.083 

Umbria. 

1 

124 

557 

114 

237 

1-033 

Lazio. 

2 

143 

704 

123 

100 

1.072 

Abruzzi e Molise 

— 

62 

189 

4 i 

20 

3*2 

Campania. 

1 

251 

i *552 

235 

264 

2.303 

Puglie. 

4 

89 

244 

. 60 

19 

416 

Basilicata. 


19 

49 

6 

*5 

89 

Calabrie. 

2 

67 

325 

80 

25 

499 

Sicilia. 

— 

203 

843 

164 

49 

1.259 

Sardegna . 

— 

— 

5 

1 

— 

6 

REGNO... 

45 

7.224 

25.162 

4.828 

3.048 

40*307 





































Distribuzione dei profughi per classi di etd e per compartimenti 
di destinazione . 


Assenti stabilmente. 


COMPARTIMENTI 

Femmine in et& di aani 

o 

! 

i*i 5 

15-50 

oltre i 50 

eta ignote 

Totale 

Piemonte. 

5 

407 

732 

25 1 

283 

1.678 

Liguria. 

4 

454 

8i 5 

288 

128 

1.689 

Lombardia. 

i 

1.817 

2.792 

984 

287 

5.881 

Veneto . 

i 

724 

1.087 

282 

IOO 

2.194 

Emilia. 

2 

1.140 

1 -795 

674 

352 

3-963 

Toscana. 

8 

992 

2.026 

917 

704 

4.647 

Marche. 

i 

133 

246 

93 

4* 

514 

Umbria. 

— 

99 

173 

58 

155 

485 

Lazio. 

i 

107 

204 

106 

121 

539 

Abruzzi e Molise 

2 

5 6 

84 

27 

IO 

179 

Campania. 

1 

220 

441 

163 

184 

1.009 

Puglie. 

— 

62 

126 

48 

6 

242 

Basilicata. 

— 

18 

34 

6 

6 

. 64 

Calabkie. 

I 

70 

128 

40 

6 

245 

Sicilia. 

— 

180 

340 

114 

42 

676 

Sardegna . 

— 

— 

— 

— 

1 

1 

REGNO... 

27 

6.479 

11.023 

4051 

2.426 

24.006 


Distribuzione dei profughi per classi di etd c per compartimenti 
di destinazione. 


Assenti stabilmente . 


COMPARTIMENTI 

Maschx e femmtnk in el& di anni 

0 

| 1-15 

15-50 

oltre i 50 

et;\ ignote 

Totale 

Piemonte. 

5 

908 

2.766 

624 

602 

4.905 

Liguria. 

11 

984 

2.674 

6 5! 

284 

4.604 

Lombardia. 

10 

3-653 

7.350 

1-953 

577 

13.543 

Veneto . 

6 

1.456 

2.332 

5°5 

214 

4‘5 I 3 

Emilia. 

9 

2.432 

5.680 

1.396 

789 

10.306 

Toscana. 

15 1 

2.232 

8.397 

2.113 

1.659 

14.416 

Marche. 

1 

268 

988 

251 

89 

1 -597 

Umbria. 

1 

223 

730 

172 

392 

1.518 

Lazio. 

3 

250 

908 

229 

221 

1.611 

Abruzzi e Molise 

2 

118 

273 

68 

3° 

491 

Campania. 

2 

47i 

r.993 

398 

44 8 

3.3*2 

Puglie. 

4 

151 

370 

108 

25 

658 

Basilicata. 

— 

37 

83 

12 

21 

153 

Calabrie. 

3 

137 

453 

120 

3 1 

744 

Sicilia. 

— 

3 8 3 

1.183 

278 

9 i 

1.935 

Sardegna . 

— 

— 

5 

1 

1 

7 

REGNO... 

72 

13703 

36.185 

8.879 

5 474 

64.313 
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Capoluogo e lipo di alloggio - Raggruppamento per zone di origine. 
Conviventi o assenti temporaneamente 





Nel capoluogo di 

rROVINCIA 



ZONE 

Albergo 

1 

Alloggio 

privato 

Alloggio 

coUettivo 

Alloggio 

non 

specificato 

Toiale 

Zona 

i.! 

39 

975 

336 

624 

T.974 

» 

ii. 

2 

77 

24 

84 

187 

» 

hi. 

6 

112 

98 

48 

264 


IV. 

45 

620 

92 

828 

I -585 

» 

v. 

44 

689 

248 

5°3 

1.484 

» 

VI. 

46 

1 -°°5 

29 A 

695 

2.040 

>> 

VII. 

85 

1.647 

265 

1-254 

3-251 

» 

VIII. 

211 

3.920 

799 

2.429 

7-359 

>> 

IX. 

38 

805 

167 

5 TO 

1-520 

PROVINCIA... | 

5 i« 

9.850 

2.323 

975 

19.664 

Capoluogo e tipo di alloggi 
Conviventi o 

0 - Raggruppamento per zone 
assenti temporaneamente. 

di origine. 


Negli altri centri 


ZONE 

Albergo 

Alloggio 

privato 

Alloggio 
collet ti vo 

Alloggio 

non 

specificato 

Totale 

Zona 

I. 

150 

3-279 

1.085 

988 

5 - 5°2 


II. 

30 

285 

79 

IOI 

495 


Ill. 

7 

44I 

321 

182 

95 i 


IV. 

77 

I.O44 

232 

468 

1.821 

» 

V. 

58 

1-399 

5 i 5 

537 

2.509 

» 

VI. 

60 

1-973 

7°9 

780 

3-522 


VII. 

109 

2.286 

492 

988 

3-875 


VIII. 

162 

3-487 

884 

i- 5 <» 

6.033 


IX. 

52 

1-569 

476 

687 

2.784 

PROVINCIA... 

705 

15-7^3 

4-793 

6.231 

27.492 
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Capoluogo e tipo di alloggio - Raggruppamento per zone di origine. 
Conviventi o assenti temporaneamente. 


ZONE 

In complksso 

Albcrgo 

Alloggio 

privato 

Alloggio 

collettivo 

Alloggio 

non 

specificato 

Totals 

Zona 

I. 

189 

4-254 

I .421 

1.612 

7.476 

» 

II. 

3 2 

362 

103 

185 

682 

» 

Ill. 

13 

553 

419 

2 3 ° 

1.215 

» 

IV. 

122 

1.664 

3 2 4 

1.296 

3.406 

» 

V. 

102 

2.088 

763 

1.040 

3-993 

» 

VI. 

106 

2.978 

I.003 

1 *475 

5-562 

» 

VII. 

194 

3-933 

757 

2.242 

7.126 

» 

VIII. 

373 

7-407 

1.683 

3 * 9 2 9 

I 3 * 39 2 

» 

IX. 

90 

2 *374 

643 

1*197 

4.304 

PROVINCIA... 

1.221 

25 613 

7.116 

13.206 

47.156 


Capoluogo e tipo di alloggio - Raggruppamento per compartimenti 
di profuganza. 

Conviventi o assenti temporaneamente . 



N E L C A V O 

L U O G O D 

I PROVINCIA 

COMPARTIMKNTI 

Albergo 

Alloggio 

privato 

Alloggio 

collettivo 

Alloggio 

non 

specificato 

Totale 

Piemonte. 

39 

770 

204 

614 

1.627 

Liguria. 

33 

516 

148 

106 

803 

Lombardia. 

25 

963 

164 

2.535 

3.687 

Veneto. 

34 

515 

32 

224 

805 

Emilia. 

60 

1 *595 

204 

I.O31 

2.890 

Toscana. 

201 

3-874 

I .098 

1.648 

6.821 

Marche. 

—! 

114 

59 

20 

193 

Umbria. ' 

1 

* 5 ° 

5 i 

60 

262 

Lazio. 

32 

615 

32 

230 

909 

Abruzzi. 

— 

52 

18 

53 

123 

Campania. 

41 

295 

94 

359 

789 

Puglie. 

2 

66 

7 

6 

81 

Basilicata. 

1 

27 

— 

6 

! 34 

Calabrie. 

2 

64 

29 

14 

109 

Sicilia . 

45 

229 

183 

68 

52 5 

Sardegna . 

— 

5 

— 

1 

6 

REGNO... 

516 

9.850 

*•3*3 

6.975 

19.664 
































174 

Capoluogo e tipo di alloggio - Raggruppamento per compartimenti 
di profuganza. 

Conviventi o assenti temporaneamente . 


COMPARTIMENTI 


Negli aliri 

CENTRI 


Albergo 

Alloggio 

privato 

Alloggio 

collettivo 

Alloggio 

non 

8pecificato 

Totale 

Piemonte. 

47 

1 

1.600 

387 

536 

1 

2.570 

Liguria. 

161 

1.190 

495 

3 $5 

2.231 

Lombardia . 

93 

2-7*9 

288 

1.082 

4.182 

Veneto. 

2 5 

891 

166 

290 

1.372 

Emilia. 

97 

2.337 

936 

752 

4.T22 

Toscana ... 

T50 

3-254 

805 

1.312 

5-521 

Marche. 

' 7 

636 

196 

203 

1.042 

Umbria. 

3 

312 

321 

200 

836 

Lazio. 

26 

493 

182 

268 

969 

Abruzzi. 

6 

328 

80 

95 

509 

Campania. 

IO 

1.052 

483 

691 

2 .236 

Puglie. 

— 

201 

143 

62 

406 

Basilicata. 


3° 

23 

11 

66 

Calabrie . 

3 

221 

T °3 

x 34 

461 

Sicilia . 

75 

494 

x8 5 

204 

95 s 

Sardegna . 

— 

5 


6 

11 

REGNO.. . 

705 

15.763 

4-793 

6.231 

27.492 


Capoluogo e tipo di alloggio - Raggruppamento per compartimenti 
di profuganza. 


Conviventi o assenti temporaneamente. 


compartimenti 


In comp l 

ESSO 


Albergo 

Alloggio 

privato 

Alloggio 

collettivo 

Alloggio 

non 

specificato 

Totai.k 

Piemonte . 

86 

2.37O 

591 

T .150 

4.197 

Liguria. 

194 

I .706 

f>43 

491 

3-034 

Lombardia. 

118 

3.682 

452 

3-617 

7.869 

Veneto . 

59 

1 .406 

198 

5*4 

2.177 

Emilia. 

T 57 

3-932 

I . I40 

1-783 

7.012 

Toscana. 

351 

7.128 

I.903 

2.960 

12.342 

Marche. 

7 

750 

255 

223 

1.235 

Umbria. 

4 

462 

372 

260 

1.098 

Lazio . 

5 8 

1.108 

214 

498 

1.878 

Abruzzi e Molise. 

6 

380 

98 

148 

632 

Campania . 

5 r 

T.347 

577 

1.050 

3.025 

Puglie . 

2 

267 

150 

68 

487 

Basilicata. 

3 

57 

23 

17 

100 

Calabrie . 

5 

285 

132 

148 

570 

Sicilia. * . 

120 

723 

368 

272 

1.483 

Sardegna . 

— 

10 

— 

7 

17 

REGNO... 

1.221 

25.613 

7.116 

13.206 

47.156 









































HELMUT MUHSAM 


Bevolkerungsprobleme Palastinas 


I. - ElNI.EITUNG. 

Vor nunmehr io Jahren wurde in Metrons Bibliothek ein 
Aufsatz (i) veroffentlicht, der das gleiche Thema behandelte. 
Seither hat sich an den Grundlagen der Problemstellung wenig 
geandert. Denn heute — ebensowenig wie im Jahre 1928 — kann 
es das Ziel des Zionisraus sein, die Mehrheit des judischen Volkes 
in Palastina anzusiedeln ; heute ist es nicht leichter als vor 10 
Jahren aucli nur den Geburteniiberschuss der judischen Bevol- 
kerung der ganzen Welt regelmassig in Palastina aufzunehmen, 
da dieser noch immer ioo 000 pro Jahr nahekommen diirfte. 

Aber die dritte Schlussfolgerung, die der Verfasser jenes 
Artikels aus den damaligen Gegebenheiten ziehen zu konnen 
glaubte, scheint durch die Entwicklung der letzten Jahre, wenn 
auch nicht entgiiltig widerlegt, so doch zum Mindesten erheblich 
in Frage gestellt: die gegebene Zusammensetzung der Bevol- 
kerung, die Zahlen des Geburteniiberschusses und der Bevolke- 
rungsbewegung durch Ein-und Auswanderung schienen darauf 
schliessen zu lassen, dass die einwandernde jiidische Bevolkerung 
niemals die ansassige nicht-jiidische werde majorisieren konnen, 
und dass damit die Schaffung des Judenstaates in Palastina eine 
Unmoglichkeit ist. Wir werden im weiteren Verlauf unserer Un- 
tersuchungen erkennen, inwieweit der Verfasser berechtigt war, 
seine Folgerungen zu ziehen, und in welchem Masse seine Pro- 
gnosen durch die tatsachliche Entwicklung bestatigt Oder wider¬ 
legt worden sind. 


(1) Hersch, La population de la Palestine et les perspectives du sio- 
nisme. 
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Vielleicht kann dieses Beispiel dazu dienen, einmal in kon- 
kreter Weise klarzustellen, welches der Wert einer solchen Un- 
tersuchung ist, die sich auf keinerlei andre Gegebenheiten als die 
der Bevolkerungsstatistik griindet, und in der alle Momente 6ko- 
nomischer, sozialer oder politischer Natur, die ja mit denen der 
Bevolkerungsbewegung aufs Engste verkniipft sind, absichtlich 
oder gezwungenermassen ausser Acht gelassen werden. 

Ein weiterer Gesichtspunkt hat es uns angeraten erscheinen 
lassen, die Studie des Bevolkerungsproblems Palastinas zu wie- 
derholen. Denn es weist dadurch interessante Besonderheiten 
auf, dass Palastina wahrend der letzten Jahre eine verhalnis- 
massig grossere Zahl von Einwanderern aufgenommen hat, als 
jemals irgend ein anderes Land der Welt. Wahrend aber im Jahre 
1928 die statistischen Angaben von nicht mehr als 5 Jahren seit 
der Uebernahme der Verwaltung durch die englische Mandatsre- 
gierung und die in alien ihren Teilen unvollstandige Volkszahlung 
des Jahres 1922 zur Verfiigung standen, so ist es uns heute mog- 
lich, uns auf die statistischen Veroffentlichungen der Regierung 
aus einer Epoche von 15 Jahren zu stiitzen, und die Ergebnisse 
der nach modernen Prinzipien durchgefuhrten Volkszahlung des 
Jahres 1931 zu verwenden. In einzelnen Fallen, die wir jedesmal 
besonders erwahnen werden, konnten uns auch die Erhebungen 
der Jewish Agency oder anderer jiidischer Organisationen wert- 
volle Erganzungen liefern. 


2. — Die Bevolkerung Palastinas. 

Wenn wir den heutigen Stand der Bevolkerung Palastinas 
nicht als eine statische Gegebenheit, sondern in dynamischer 
Weise, als das Ergebnis der Entwicklung der letzten Jahre auf- 
fassen, so besteht zwischen dem Zustand des Jahres 1928 und 
dem von 1938 eine weitgehende Analogic. Denn die 2-3 vorher- 
gehenden Jahre werden durch aussergewohnlich starke Einwande- 
rungswellen charakterisiert, die im laufenden Jahr jedesmal mehr 
oder weniger vollstandig zum Stehen gekommen sind. Die Be- 
volkerungszusammensetzung hat sich infolgedessen in kurzer 
Zeit so erheblich verandert, dass die letzte Volkszahlung schon 
zu weit zuriick liegt, um ein wahrheitsgemasses Bild von der ge- 
genwartigen Lage geben zu konnen. 
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Wir sind daher gezwungen, uns auf die Schatzung des sta- 
tistischen Biiros der Regierung zu stiitzen, und werden erst im 
weiteren Verlauf der Untersuchutigen auf die Ergebnisse der Vol¬ 
kszahlung zuruckgreifen. Die Bevolkerung Palastinas betrug am 
i. Januar 1938 : 

Juden. 395 845 

Nicht juden.1.005.961 

davon scsshafte : 

Mohammedaner. 816.891 

Christen . 110.874 

Andere. 11.643 

Davon Nomaden. 66.553 

Gesamtbevolkerung .1.401.806 

Nach dieser Schatzung bildet der jiidische Bevolkerungsteil 
29,6 % der sesshaften oder 28,2 % der gesamten Bevolkerung, 
also weniger als ein Drittel. Das absolute Mehr der nicht jiidischen 
iiber die jiidische Bevolkerung betragt 610 116, nur um einige 
10 000 mehr c*ls im Jahre 1922, denn zu diesem Zeitpunkt betrug 
es 589 594. Der Anted der Juden an der Gesamtbevolkerung be¬ 
trug 1922 aber nur ein Neuntel. 

Welcher Genauigkeitswert dieser Schatzung beizumessen 
ist, erhellt aus dem von A. Ruppin vorgenommenen Vergleich der 
vor der Volkszahlung 1931 geschatzten Bevolkerung mit dem 
Ergebnis dieser Zahlung. Betrachten wir vorerst ausschliesslich 
die sesshafte Bevolkerung. Als Grundlage der Schatzung dienten 



Juden 

Nicht - Juden 

Insgesamt 

Die Volkszahlung 1922. 

Der Geburteniiberschuss 1922-31 . . 
Der Wanderungsiiberschuss 1922-31 

83*794 
28.000 
65.000 

570.057 
150.600 
- 3945 

65385 1 

178.600 

61.055 

Daher Schatzung 1931. 

Ergebnis der Volkszahlung .... 

176.794 

174.610 

716.712 

794.658 

893.506 

969.268 

Fehler der Schatzung . 

- 2184 

77.946 

75.762 

Abziige nach offizieller Schatzung : 
Bevolkerungsgewinn durch Gebiet- 

veranderung . 

Illegale Einwanderung. 

7.000 

10.000 

18.000 

10.000 

25.000 

"Rleibt ein Fehler von. 

- 9.184 

49.946 

40.762 


12 
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Selbst die korrigierte offizielle Schatzung ist also mit einem 
erheblichen Fehler behaftet. Sie setzt die jiidische Bevolkerung 
um fast 10 000 zu hoch, die nicht-jtidische um 50 000 zu niedrig 
an. Die Unvollstandigkeit der Zahlung der jiidischen Bevolkerung 
hat folgende Ursachen : 

1. Unvollstandige Erfassung neuer Einwanderer, die noch 
keinen festen Wohnsitz haben, durch die Volkszahlung; 

2. Manche Juden, die bei der Einwanderung als solche 
gezahlt wurden, haben sich bei der Volkszahlung als «konfes- 
sionslos » erklart, und figurieren daher nicht unter « Juden »; 

3. Von einer politischen Partei wurde Boykott der Volks¬ 
zahlung propagiert. 

Was die Unterschatzung der nicht-judischen Bevolkerung 
angeht, so kann sie erklart werden durch 

1. Unvollstandigkeit der Volkszahlung von 1922, da Ein- 
ziehung zum Militardienst befixrchtet wurde ; 

2. Unvollstandige Registrierung der Geburten und Ster- 
befalle; 

3. Einwanderung unter Umgehung der Grenzkontrolle. 

Die Zahl der Nomaden wurde im Jahre 1922 auf 103 000 

im Jahre 1931 aber auf 66 000 geschatzt. Die Annahme, dass im 
Laufe dieses Jahrzehnts 40 000 Nomaden sesshaft geworden waren, 
wiirdewohldie beiden grobsten Fehler der Bevolkerungsschatzung 
zum Verschwinden bringen; sie stande aber mit den Tatsachen 
in Widerspruch. 

Die Schatzung der Bevolkerung vom 1. 1. 1938 beruht auf 
den entsprechenden Grundlagen; die Fehler sind aber geringer. 
Die Registrierung der Geborenen und Gestorbenen ist infolge der 
seither erlassenen diesbeziiglichen Verordnungen als weitgehend 
vollstandig anzusehen. Auch die Kontrolle der Grenziibertritte 
und die Massnahmen zur Verhinderung der iilegalen Einwande¬ 
rung sind Schritt fur Schritt verscharft worden. Auf dieses letzte 
Problem werden wir noch im Zusammenhang mit der Statistik 
der Wanderungen zuriickzukommen haben. 

Ein weiterer Fehler der Schatzung vom I. 1. 1938 liegt in 
der ungeniigenden statistischen Erfassung der nomadisierenden 
Bevolkerung. Da keinerlei Angaben iiber Geburten und Ster- 
befalle der Nomaden vorliegen, wird ihre Zahl als konstant vor- 
ausgesetzt. Die Bedeutung des aus dieser Annahme entstehenden 
Fehlers ist aber nicht erheblich; denn die nomadisierende Be- 
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volkerung machte zur Zeit der Volkszahlung nicht mehr als 8 % 
der gesamten Bevolkerung aus, und ihre relative Bedeutung hat 
infolge der Einwanderung, die ausschliesslich zu Gunsten der sess- 
haften Bevolkerung wirkt, weiterhin abgenommen. Es ist schliess- 
lich anzunehmen, dass der Geburteniiberschuss infolge der Be- 
diirftigkeit der Nomaden und ihrer unstabilen Lebensweise, tat- 
sachlich gering ist. 

Es sei noch bemerkt, dass die statistische Abteilung der Je¬ 
wish Agency die Zahl der Juden in Palastina auf 416 000 schatzt. 
Es ist anzunehmen, dass der Jewish Agency ein vollstandigeres 
Material zur Verfiigung steht, als der Regierung; trotzdem wer- 
denwir diese Ziffer weiterhin nicht verwenden, um nicht die Einheit- 
lichkeit unserer Quellen zu durchbrechen. 

3. - Die naturliche Bevolkerungsbewegung : Nicht-Juden 

Wir haben nunmehr die Bevolkerungsbewegung zu betrachten, 
um aus der Entwicklung der 15 Jahre, fur die uns Material zur 
Verfiigung steht, auf die Aussichten fur die Zukunft schliessen 
zu konnen. Beginnen wir mit der natiirlichen Bevolkerungsbe¬ 
wegung ; diese gibt uns ein verhaltnismassig stabiles Bild, da sie 
in geringerem Masse von ausseren Einfliissen politischer oder 
wirtschaftlicher Natur abhangig ist, als die Wanderungen. In der 
Tat haben wir es dort mit Schwankungen um einige Prozent, 
hier aber mit Zu- und Abnahmen um 100% und mehr von einem 
Jahr zum nachsten zu tun. Wir werden allerdings spater sehen, 
dass zwischen diesen beiden Arten der Bevdlkerungsbewegung 
sowohl mittelbare als auch unmittelbare Zusammenhange be- 
stehen, deren Studium sich als in mancher Hinsicht interessant 
und aufschlussreich erweist. 

Wie schon die Kritik der Schatzung der Bevolkerung ge- 
zeigt hat, ist wahrend der ersten Jahre der englischen Verwaltung, 
die Registrierung der Geborenen und Gestorbenen, besonders 
was den arabischen Bevolkerungsteil anbelangt, fehlerhaft und 
unvollstandig gewesen. Dennoch glauben wir, diese Zahlen durch- 
aus verwenden zu diirfen, denn der Vergleich mit den jetzigen 
Angaben beweist, dass die Schwankungen sich durchaus in» 
Rahmen des Wahrsclieinlichen bewegen, ja in gewissen Fallen 
sachlich begriindet werden konnen. Alle vom statistischen Biiro 
der palastinensischen Regierung veroffentlichten Zahlen betreffen 
ausschliesslich die sesshafte Bevolkerung — was die Nomaden 
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anbelangt, so glauben wir uns jeder Hypothese enthalten zu 
mtissen. Hier also die Zahlen ftir den nichtjudischen Bevolke- 
rungsteil, ohne Nomaden. 

Tabelle i. — Geburtenindex, Sterblichkeitsindex und Geburtenii- 


berschuss der nicht-jiidischen Bevdlkerung. 


Jahr 

Bevolkerung 

(Jahresmittel) 

Geburten- 

Index 

| Sterblichkeits- 
; index 

Gebur t enuberschuss 

pro 1000 

ISimvohner 

| absolut 

J relativ 

1922 

565- 25 « 

44,0 

* 9,7 

* 3 - 7 2 7 

2 4,3 

1923 

580.721 

48 >4 

27,0 

12.442 

21,4 

1924 

614.993 

50,8 

>6,8 

14.856 

2 4 ,i 

1925 

634.869 

49,7 

28,1 

13-685 

21,6 

1926 

661.385 

53,6 

2 5,5 

18.604 

28,1 

1927 

684.417 

49,7 

29,0 

I4.I92 

20,7 

1928 

705-417 

53 , 2 

30,1 

16.340 

2 3 ,i 

I929 

726.030 

50,3 

2 7,3 

16.671 

2 3 ,° 

1930 

756.903 

5^,7 

2 3,7 

21.202 

28,0 

1931 

785-153 

5 1 , 6 

2 4,9 

20.964 

26,7 

1932 

805.526 

47,5 

2 5 , * 

18.O45 

22,4 

1933 

829.124 

47 , 2 

22,8 

21 .O42 

2 4,4 

1934 

850.905 

45 , c > 

2 5,5 

16.562 

19,5 

1935 

874.171 

50,5 

22,4 

24.572 | 

28,1 

1936 

899.482 

5 i,i 

* 9 , 1 

28.790 

32,0 

1937 

930.683 

47,7 

2 3,5 

22.57O 

24,2 


Das Ansteigen der Geburten- und Sterblichkeitsrate in den 
ersten Jahren, Oder zum Mindesten die aussergewohnlich nie- 
drigen Werte beider Indizes im Jahre 1922, scheint die Folge der 
allmahlich vollstandig werdenden Registrierung der Bevolke- 
rungsbewegung zu sein. 

Die Geburtenrate ist stationar, und es ist sehr unwahr- 
scheinlich dass sie von ihrem, verglichen mit europaischen Ver- 
haltnissen, ungeheuer hohen Niveau herabsinken konnte. In 
alien mohammedanischen Landern ist namlich jede Geburten- 
beschrankung durch das religiose Gesetz verhindert, und in Aegyp- 
ten zum Beispiel betrug die Zahl der Geburten pro 1000 Einwoh- 
ner im Durchschnitt ftir die Jahre 


1921-1925 43,0 

1926-1930 44,4 

.43.2 
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Der Geburtenindex ist also auch in Aegypten konstant, allerdings 
etwas niedriger als in Palastina. 

Im Gegensatz zu der Bestandigkeit der Geburtenziffer, ist 
die Sterblichkeitsrate im Sinken begriffen. Dies ist durchaus na- 
tiirlich, da in der arabischen Bevolkerung Hygiene und Kultur 
immer weitere Verbreitung finden. Die Jahre 1927-28 brachten 
die hochste Sterblichkeitsrate ; das sind auch die Jahre der wirt- 
scliaftlichen Krise und der politischen Wirren. Noch deutlicher 
treten diese Einfliisse bei der Betrachtung der Sauglingsster- 
blichkeit zu Tage (1). Im Durchschnitt fur die Jahre von 1923- 
I937 starben im ersten Lebcnsjahr 17,73 von 100 Lebendge- 
borenen ; im Laufe dieser Zeit sank der Index von 19,16 im Jahre 
1923 auf 13,42 im Jahre 1936, das Maximum fallt aber mit 21,34 
auf das Krisenjahr 1927. 

Diese Tatsachen lassen darauf schliessen, dass der Geburten- 
iiberschuss der nichtjudischen Bevolkerung in der Zukunft noch 
Zunehmen wir'd ; denn einerseits ist die Geburtenrate konstant - 
andererseits sinkt die Sterblichkeit. Auch fur eine langere Epo- 
che ist ein Sinken der Geburtenziffer nicht zu erwarten, wahrend 
eine weitere Abnahme der Sauglingssterblichkeit und der allge- 
meinen Sterblichkeit wahrscheinlich ist. 


§ 4. - Die naturliche Bevolkerungsbewegung : Juden. 

Wahrend fur die nicht jiidische Bevolkerung Geburten- und 
Sterblichkeitsrate hoch sind, und daher auch ihre Differenz, die 
Rate des Geburtentiberschusses hoch ausfallt, befindet sich die 
jiidische Bevolkerung Palastinas in einer demographisch noch 


(1) Der Index der Sauglingssterblichkeit ist in seiner Berechnung 
durch das statistische Biiro der Regicrung mit einem systematischen Fehler 
behaftet. Er wird namlich dadurch erhalten, dass fiir jedes Jahr die Zahl 
der weniger als ein Jahr alten Gcstorbenen, auf die Zahl der in diesem 
Jahr Geborenen bezogen wird, und nicht auf die Zahl der Gleichaltrigen. 
Die Zahl der Geburten bei der nicht-jiidischen Bevolkerung nimmt aber 
im Durchschnit urn 4 % pro Jahr zu, in einzelnen Jahren betrug diese 
Zunahme bis zu 15%. Daher wird die Zahl der gestorbenen Kinder in der 
Mehrzahl der Falle auf eine zu grosse Zahl von Geborenen bezogen, und 
der Index fallt zu klein aus. Entsprechendes gilt fiir den Index der Sau¬ 
glingssterblichkeit bei den Juden. Jahrliche Zunahme der Geburtenzahl: 
durchschnittlich 8%. maximal 32%. 
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gtinstigeren Situation. Einer relativ hohen Geburtenziffer steht 
eine ausserordentlich niedrige Sterblichkeit gegeniiber. Die Ent- 
wicklung beider Indices, sowie die des Geburteniiberschusses 
zeigt die Tabelle 2. Die erstaunlich hohe Geburtenziffer sowie 
die niedrige Sterblichkeitsziffer sind Folgen der demographi- 
schen Besonderheiten der Juden in Palastina. Beide Erscheinun- 
gen werden namlich verstandlich, wenn man bedenkt, dass die 



Abbildung i. — Altersaufbau der jiidischen Bevolkerung schwarz: 
Auf Grund der Volkszahlung 1931 schraffiert: Schatzung 1938. 

Mebrheit der jiidischen Bevolkerung Palastinas aus neu Einge- 
wanderten besteht. Sie weist daher den fur eine immigrierende 1 
Bevolkerung charakteristischen Altersaufbau auf, den die Ab; 
bildung 1 zeigt. 

Jedes Jahr bringt die Einwanderung eine neue Welle junger 
Menschen zwischen 20 und 30 Jahren ins Land. Infolgedessen 
sind diese Altersstufen ganz ausserordentlich stark besetzt. jjlpf 
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sonders leer sind die unmittelbar darunter befindlichen Klassen, 
die der 10-20 jahrigen, denn diese entsprechen den Jahrgangen 
der 1917 bis 1927 Geborenen ; zu dieser Zeit aber betrug die jii- 
dische Bevolkerung Palastinas y 3 der heutigen oder noch weniger. 

Tabelle 2. — Geburtenindex, Sterblichkeitsindex and Geburtenti- 


berschuss der jiidischen Bevolkerung. 


Jahr 

Bevolkerung 
(JahreBinittel) 

Geburten¬ 

index 

Sterblichkeits¬ 

index 

Geburtentlberschuss 

(pro 1000 E;inwohncr) 

absolut 

relativ 

1922 

83.790 

31,7 

12,4 

I.617 

19,3 

I9 2 3 

89.660 

36,6 

14,6 

1.966 

21,9 

1924 

94-945 

3 M 

12,6 

2.427 

25,6 

1925 

121.725 

32,9 

14,9 

2.183 

17.9 

1926 

I49-50 0 

35 >4 

11,9 

3-5I7 

-23,5 

1927 

149.789 

34. 6 

13,3 

3-195 

21,3 

1928 

151.656 

35 ,o 

12,1 

3-478 

22,9 

1929 

156.481 

33,6 

11,6 

3-437 

22,0 

1930 | 

I64.7Q6 

33,o 

9,5 

3-87-5 

2 3,5 

1931 j 

172.028 

3 2 , 2 

9,6 

3-89° 

22,6 

I93 2 

I#o-793 

29,2 

9,65 

3-535 

19,6 

1933 

209.207 

29,2 

9,27 

4-173 

19,9 

1934 

- 53 - 7 °° 

50,2 

9,53 

5.246 

20,7 

1935 

3^0.358 

30,8 

8,58 

7.119 

22,2 

1936 

370.483 

29,7 

8,82 

7-738 

20,9 

1937 

386. 074 

26,7 

7.78 

7.294 

18,9 


Der Altersaufbau erklart unmittelbar die geringe Sterblich- 
keit der jiidischen Bevolkerung, besonders wenn man der Tat- 
sache Rechnung tragt, dass die Einwanderer ein korperlich und 
gesundheitlich gesiebtes Menschenmaterial darstellen. 

Hinzu kommt die geringe Sauglingssterblichkeit, die mit 
ihrem Index von 57,2 im Jahre 1937 geringer ist als in den mei- 
sten west- und mitteleuropaischen Staaten (1). 

Die Fruchtbarkeit der jiidischen Bevolkerung Palastinas ist 
aber erheblich geringer, als die hohe Geburtenziffer vermuten 
lasst. Ee ist uns leider nicht moglich die Fruchtbarkeitsziffern 

(1) Der Index der Sauglingssterblichkeit betrug z. B. in 
Frankreich (1935) 69 ° l oa 

Deutschland (1936) 66 # /«o 
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fiir spatere Jahre als das der Volkszahlung von 1931 anzugeben, 
da eine geniigend genaue Klassifizierung der Ein- und Auswan- 
derer nach Alter und Geschlecht erst seit 1934 vorgenommen 
wurde. Wir haben uns daher damit begnfigen mtissen, ftir alle 
spateren Jahre nur einen Fruchtbarkeitsindex, bezogen auf die 
Bevolkerung beiderlei Geschlechts im fortpflanzungsfahigen Alter 
zwischen 15 und 50 Jahren, zu berechnen, und diesen Index ftir 
das Jahr der Volkszahlung mit dem Fruchtbarkeitsindex der weib- 
lichen Bevolkerung zu vergleichen. Zwar kann uns auch dieser 
Index noch nicht das wahre Bild der Fruchtbarkeit der Juden 
Palastinas geben, da in ihm die fiir die Fortpflanzung wichtigen 
Altersgruppen der 20-35 jahrigen mit den erheblich weniger wich¬ 
tigen der 15-20 und 35-50 jahrigen vermischt sind ; in der jfidi- 
schen Bevolkerung Palastinas sind aber die als wichtig bezeich- 
neten Altersgruppen stark, die andern extrem schwach besetzt. 
Diese Tatsache falscht den Fruchtbarkeitsindex zu Gunsten hohe- 
rer Werte. Angaben iiber spezielle Fruchtbarkeitsindices nach 
dem Alter der Mutter fehlen in der Statistik Palastinas vollkom- 
men; die Gesamtheit der aus den statistischen Veroffentlichungen 
der Regierung hervorgehenden Daten fiber den jfidischen Gebur- 
tenindex haben wir in der Tabelle 3 zusammengestellt. 


Tabelle 3. — Fruchtbarkeitsindices der jiidischen Bevolkerung 
verglichen mit andern Landern 



Palhstina 

Italien 

Polen 

Frank- 


Juden 

| Nicht- 
I Juden 



reich 

Geburten pro 1000 Frauen im 
Alter von 15-49 Jahren (1931) 

Geburten pro 1000 Einwohner 

H7’4 

232,2 

i 

94>4 

112,0 

67,3 

von 15-49 Jahren (1931) 
Geburten pro 1000 Einwohner 

57 >93 

109,9 

48,07 

58,81 

34,5* 

(1931) 

Geburten pro xooo Einwohner 

32,19 


24,92 

30,26 

17,8 

von 15-49 Jahren 






/ (1932) 

51,20 




, 

l(1933) 

57.01 





(Altersaufbau geschatzt) j 

49,12 





](1935) 

49,86 





/ (1936) 

49,43 





' <1937) 

43,06 
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Der Fruchtbarkeitsindex der gesamten Bevolkerung ist also 
seit 1931 um mehr als ein Viertel seines Wertes gefalien, wahrend 
der Geburtenindex in der gleichen Zeit von 32,2 auf 26,7 (s. Ta- 
belle 2) um weniger als 20 % seines Wertes gesunken ist. 

Wie gering tatsachlich die Fruchtbarkeit der jtidischen Bevol¬ 
kerung Palastinas ist, lassen aber erst die Ergebnisse der Zahlung 
der jtidischen Arbeiterschaft vom 2. Marz 1937 ungefahr ab- 
schatzen. Diese Zahlung erfasst allerdings nur 192 000 Perso- 
nen, die Halfte der jtidischen Bevolkerung. Wir dtirfen sie auch 
nicht kritiklos als Zahlung einer charakteristischen Teilmenge 
auffassen, da die Auswahl des ihr unterworfenen Teiles der Be¬ 
volkerung ja nicht durch den Zufall getroffen, sondern durch 
die t Zugehorigkeit zu einer der Arbeiterorganisationen, die die 
Zahlung durchgeftihrt haben, bestimmt wurde. Dadurch sind 
erhebliche Teile derjenigen Juden, die den orientalischen und 
orthodoxen Gemeinden angehoren, nicht erfasst worden ; aber 
gerade unter diesen findet man die hochsten Geburtenziffern. 
Dieser Mangel wird zum Teil dadurch ausgeglichen, dass, wie die 
Statistik anderer Lander lehrt, die Geburtenziffer bei der Ar- 
beiterschaft und den Bauern hoher ist, als bei der biirgerlichen 
Bevolkerung; es ist allerdings fraglich, inwieweit dies auch 
ftir die jiidische Bevolkerung Palastinas zutrifft, da hier die 
Geburtenbeschrankung in den weitesten Kreisen der Arbeiterschaft 
und des Bauern turns Verbreitung gefunden hat. Die Zahlen sind 
die folgenden : 

Unter den jtidischen Arbeitern und Bauern sind 

ledig .45,5 % 

verheiratet.52,3 % 

vcrwitwet, geschiedcn . . . 1,3 % 

unbekannt. 0,9 % 

Unter den Verheirateten sind Familien (1) 

ohne Kinder.30,8 % 

mit einem Kind.33,0 % 

mit 2 Kindern.20,3 % 

mit 3-4 Kindern.12,2 % 

mit 5-6 Kindern. 3,1 % 

mit 7-8 Kindern. 0,5 % 

mit 9-10 Kindern. 0,1 % 

(1) Zum Vergleich seien die entsprechenden Zahlen ftir Deutschland 
angefiihrt: 

Familien ohne Kinder .... 22 % 

mit einem Kind ...... 23 % 

mit 2 Kindern.19 % 

mit 3-4 Kindern.20 % 

mit 5 und mehr Kindern . . 15 % 
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Die grosse Zahl der Unverheirateten findet teilweise ihre 
Erklarung 

1. in dem Fehlen alterer Personen im Altersaufbau der 
Bevolkerung im Allgemeinen und der Arbeiterschaft im Besonderen 

2. in der Tatsache, dass fast 45 % der Juden Palastinas erst 
in den letzten 5 Jahren eingewandert sind. Ein grosser Teil 
dieser Neu-Eingewanderten konnte sich in so kurzer Zeit noch 
keine wirtschaftlich sichere Existenz aufbauen, und hat daher 
noch keine Familie gegriindet. 

Aus den gleichen Ursachen erklart sich auch der hohe Pro- 
zentsatz der kinderlosen und kinderarmen Ehen. Ebenso ist das 
in der Tabelle 3 aufgezeigte Sinken des Fruchtbarkeitsindexes 
zum Teil in dieser zweiten Tatsache begrtindet. Fiir eine Reihe 
von Jahren ist daher eine starkere Geburtenzahl zu erwartjen. 

Auf ein Steigen der Geburtenrate darf aber nicht geschlossen 
werden. Denn im Laufe der nachsten 5 Jahre sinkt der Anted 
des fortpflanzungsfahigen Teiles der Bevolkerung an der Gesamt- 
bevolkerung infolge der hohen Geburtenziffer. Wenn wir den 
Fruchtbarkeitsindex als konstant annehmen — und eine giinstigere 
Annahme erlauben uns die statistischen Gegebenheiten keines- 
falls — mussen wir eine Abnahme des Geburtenindexes erwar- 
ten. Um ein Bild von der wahrscheinlichen Entwicklung des 
Geburtenindexes fiir eine langere Epoche entwerfen zu konnen, 
haben wir den Altersaufbau der jiidischen Bevolkerung von Jahr 
zu Jahr fortgeschrieben. Bei der Schatzung der jahrlich zu erwar- 
tenden Zahl von Geburten wurde vorausgesetzt, dass die spe- 
ziellen Fruchtbarkeitsziffern (fiir Altersgruppen von 5 Jahren) 
der weiblichen Bevolkerung immer die dem totalen Fruchtbar¬ 
keitsindex des Jahres 1931 entsprechenden Werte beibehalten. 
Die speziellen Fruchtbarkeitsziffern konnen mit grosser Sicher- 
heit aus dem Vergleich mit andern Landern gefolgert werden, 
da sie, reduziert auf gleiche totale Fruchtbarkeit, mit guter Anna- 
herung iiberall die gleichen Werte annehmen (1). 


(1) Von 100 Gebuiten - berechnet auf 1000 Frauen - entfielen auf die 
Altersklassen 



unter 20 

20-24 

25-29 

30-34 

35-39 

40-44 

4 ?: 

Polen (1931-32) • • 

3*6 

20,4 

26,9 

23.4 

16.8 

7,5 

M 

Italien (1930-32). . 


19,3 

26,9 

23.9 

17.9 

8,0 

0,9 

Schweden (1933-34) 

5.0 

21 .5 

26,5 

23,0 

15.9 

7.2 

0,9 



*«7 


Fiihrt man die Berechnung unter diesen Voraussetzungen 
durch, so ergibt sich, dass in 15 Jahren der Geburtenindex schon 
weniger als 25 %o betragen diirfte, und alle Anzeichen deuten 
darauf hin, dass er noch weiterhin fallen wird. Es vollzieht sich 
namlich innerhalb des fortpflanzungsfahigen Teiles der Bevol- 
kerung eine Gewichtsverschiebung zugunsten der altesten Alters¬ 
gruppen, die eine geringere spezielle Fruchtbarkeitsziffer haben, 
wahrend die besonders schwachen Jahrgange der 1917-1927 
Geborenen in die wichtigsten Altersgruppen der 25-35 jahrigen 
aufriicken. 

Was die Sterblichkeitsrate der jiidischen Bevolkerung anbe- 
langt, so ist ein allmahliches Ansteigen zu erwarten da die starken 
Jahrgange der heute 20-35 jahrigen in Altersgruppen hoherer 
Sterblichkeit aufriicken werden. Die Bedeutung dieser Ver- 
schiebung darf aber nicht iiberschatzt werden. Denn wenn man 
die durchschnittliche Sterblichkeitsrate der letzten 5 Jahre als 
normal annimmt (8,8 %o), so wiirde diese infolge der Veranderung 
es Altersaufbaus in einer Epoche von 15 Jahren noch nicht einmal 
bis 9,5 %o gestiegen sein. 

Der Geburteniiberschuss wird also recht erheblich von seinem 
ausserordentlich hohen Stand von 22,22%o des Jahres 1936 sinken. 

Wir diirfen aber nicht vergessen, dass bei der judischen Be¬ 
volkerung Palastinas, die Geburten fast vollstandig «reguliert» 
sind, und der Geburtenindex daher in viel hoherem Masse von 
wirtschaftlichen und psychologischen Einfliissen abhangt, als von 
den demographischen Gegebenheiten. So zeigte das letzte Jahr 
eine Abnahme des Geburtenindexes von 29,71 auf 26,67, welche 
durch keinerlei demographische Ursache erklarbar ist, und aus- 
schliesslich auf die seit dem Friihjahr 1936 anhaltende Verschlechte- 
rung der wirtschaftlichen Lage und die politischen Wirren zuriick- 
gefiihrt werden muss. 

Alle Betrachtungen iiber Geburten und. Sterblichkeit haben 
nur in dem Fall Wert, dass keine Einwanderung die aufgezeigte 
Entwicklung verschleiert. Denn jede Einwanderung bringt junge 
Menschen, potentielle Vater und Mutter ins Land, und hat eine 
Verschiebung des Altersaufbaus zur Folge. 

Bevor wir nicht ein klares Bild von der Einwanderung und 
ihrer zukiinftigen Entwicklung haben, konnen wir auch keine 
entgiiltigen Schliisse iiber die Entwicklung der Bevolkerung 
Palastinas ziehen. 
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5. — Die Wanderungen : Vorbemerkungen. 

Die Bedeutung Palastinas als Einwanderungsland kann durch 
die eine Tatsache beleuchtet werden, dass Palastina sich in den 
zwei Jahren 1935 und 1936 an die Spitze der Einwanderungs- 
lander der ganzen Welt gestellt hat. In diesen Jahren hat das 
kleine Palastina liber 100 000 Einwanderer aufgenommen, wahrend 
die beiden grossten Einwanderungslander, Brasilien und Argenti- 
nien in diesen beiden Jahren nur 76 000 beziehungsweise 63 000 
Einwanderer registrierten. Die Entwicklung der Einwanderung 
seit der Uebernahme der Verwaltung durch die englische Mandats- 
regierung zeigt die Tabelle 4. 


Tabelle 4. — Einwanderung und Auswanderung Palastinas. 


Jahr 

Einwanderer 

Auswanderer 

Jndon 

| Nicht-Juden 

j J uden 

| Nicht-Juden 

I(J 22 

7.844 

: 

i 

i 284 

1-503 

1-436 

1923 

7.421 

572 

3-446 

1.381 

I924 

12.856 

697 

2.O37 

1.665 

1925 

33 -Soi 

84O 

2.151 

1.949 

1926 

13.081 

829 

7.464 

1.965 

1927 

2.713 

882 

5-071 

I. 9 I 7 

1928 

2.178 

908 

2.068 

954 

1929 

5-249 

I- 3 I 7 

1.746 

1.089 

1930 

4.944 

1.489 

I.679 

1.224 

1931 

4-075 

.1.458 

666 

680 

1932 

9-553 

1-736 

? 

! 

1933 

30.327 

1.650 

? 

? 

1934 

42-359 ! 

1-784 

f 

? 

1935 

61.854 

2.293 

396 

287 

1936 

29.727 

1 944 

773 

773 

1937 

10.536 

1-939 

889 

639 


Die annahernd 300 000 Einwanderer, die in der Zeit von 
1922 bis 1937 von der palastinensischen Regierung registriert 
worden sind, kamen in zwei Einwanderungswellen ins Land, die 
deutlich in den Jahren 1924-26 und 1933-36 erscheinen., Mit 
der ersten dieser Wellen kamen fast zwei Drittel aller Einwanderer 
des Jahrzehnts von 1922 bis 1931 ; die Jahre von 1933 bis 1937 
brachten fast doppelt so viel Einwanderer nach Palastina wie 
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das ganze vorgehende Jahrzehnt! Die Zahlen der Auswanderer 
haben wir denjenigen der Einwanderer gegeniibergestellt, und 
wir sehen, dass sie nicht ohne Weiteres vernachlassigt werden 
konnen. Es sind dies jedoch nur die Zahlen der legalen Ein- 
wanderung und der Auswanderung nach den Angaben der Aus- 
reisenden. Bis zum Jahre 1931 definierte namlich die Regierungs- 
abteilung ftir Wanderung als «Auswanderer» diejenigen aus¬ 
reisenden, in Palastina ansassigen Personen, die Auswanderung 
als Zweck ihrer Ausreise erklarten. In den Jahren 1932, 1933 
und 1934 veroffentlichte die Regierung keinerlei Zahlen fiber 
Auswanderung. Es ist aber anzunehmen, dass die Auswande¬ 
rung in diesen 3 Jahren gering war; denn die Differenz zwischen 
alien ein- und ausreisenden Bewohnern Palastinas war in diesen 
Jahren relativ klein (1). Seit dem Jahre 1935 betrachtet die offi- 
zielle Statistik als «Auswanderer» alle ausreisenden Bewohner 
Palastinas, die erklaren, langer als ein Jahr ausserhalb Palastinas 
bleiben zu wollen. Es ist nun aber klar dass ein Teil dej: so 
definierten «Auswanderer» zurtickkehrt, wahrend unter denje¬ 
nigen, die weniger als ein Jahr fortzubleiben beabsichtigten, einige 
endgtiltig auswandern. Die Tabellen 6 und 8 geben einen Uber- 
blick fiber diese Bewegungen. 

Ebensowenig wie die Auswanderung tatsachlich durch die 
Definition der Regierungsstatistik erfasst wird, beschrankt sich 
auch die Einwanderung auf die von der Regierung als Einwan¬ 
derer zugelassenen Personen. Bei Betrachtung der illegalen 
Einwanderung ist zu unterscheiden zwischen dem illegalen Ver- 
bleiben von Touristen, welche legal eingereist sind, und der ille¬ 
galen Einwanderung unter Umgehung der Grenzkontrolle. Wah¬ 
rend namlich die erste Art der illegalen Einwanderung statistisch 
vollstandig erfassbar ist, entzieht sich die zweite Art naturgemass 
jeder Kontrolle. Touristen, welchen die Regierung nachtrag- 
lich die Erlaubnis, als Immigranten im Lande zu bleiben, erteilt 
hat, habem wir von vornherein zu den Immigranten geschlagen. 
In der Tabelle 5 haben wir aber ihre Zahl mitaufgeffihrt, um die 
relative Bedeutung der illegalen Immigration klarer hervortreten 
zu lassen. 


(1) Im Jahre 1932 betrug diese Differenz 202. Seit 1933 wurden Ju 
den und Nicht-Juden getrennt gezahlt (siehe die Tabellen 6 und 8). 
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Tabelle 5. — Bewegungen der Touristen. 


Jahr 

Ankommende 

Als I$inwanderer zugelassene 

Illegal vcrbleibende 

| Juden 

| Nicht-Juden 

Juden | 

Nicht-Juden j 

Juden 

| Nicht-Juden 

1931 

i 54 - 

764 

939 - 

541 


494 (?) 

1932 

_63. 

253_ 

3-730 

829 

4 - 

821 (?) 

1933 

26.002 

53-831 

2.465 

4 II 

10. 

153 

1934 

26.400 

65-423 

4-”5 

753 

2.907 

3.022 

1935 

36.128 

70.695 

3.804 

625 

4.618 

3-256 

1936 

H -574 

42.091 

1.817 

467 

- 132 

1.288 

1937 

15-078 

84.189 

681 

431 

93 

1.679 


Fur die Jahre 1931 und 1932, sind genaue Zahlen iiber das 
illegale Verbleiben von Touristen nicht veroffentlicht. Die wenigen 
zur Verfugung stehenden Zahlen lassen aber deutlich genug 
die Tendenz dieser illegalen Einwanderung erkennen. 

6. — Die Wanderungen : Nicht-Juden. 

Die Einwanderung von Nichtjuden nach Palastina ist, wie 
die Tabelle 4 zeigt, seit 1922 fast ohne Unterbrechung gleichmassig 
angestiegen. Stellen wir ihr die Zahlen der Auswanderung ge- 
gentiber, so wird diese Entwicklung noch krasser: ein 5-facher 
Ueberschuss der Auswanderung wird zu einem 3-fachen Ueberschuss 
der Einwanderung. Dies ist aber das Bild, das nur von legaler 
Einwanderung und Auswanderung nach der Regierungs-defini- 
tion entworfen wird. Um die Zahlen der Auswanderer zu ver- 
vollstandigen haben wir die Bilanz der Ein- und Ausreisen der 
in Palastina ansassigen Nicht-Juden zu ziehen. 


Tabelle 6. — Bewegungen der nicht-jiidischen Palastinenser. 


Jahr 

Ausreisende fur 
weniger | mehr 

als ein Jahr 

Ruckkehrende nach 
weniger | mehr 

als einem Jahr 

Ueberschuss 

der 

Ausreisenden 

1933 

1 

22 -955 

1 

22.287 

668 

1934 

_ 31-857 

_ 31-029 

828 

1935 

| 42.867 

387 

4O.2I4 

838 

2.202 

1936 

45-647 

405 

43-447 

538 

2.067 

1937 

80.402 

639 

73-607 

879 

6-555 






191 


Man sieht also, dass die « Riickwanderung » (Riickkehrende 
nach einem Auslandsaufenthalt von mehr als einem Jahr) *die 
« Auswanderung» ubersteigt. Ein erheblicher Teil der fur kurze 
Zeit ins Ausland Reisenden, bleibt hingegen standig als « unsicht- 
bare Auswanderer » dort. 

Fiir die letzten 4 Jahre konnen wir also eine vollstandige 
Ubersicht iiber die Wanderungen erhalten. (Tabelle 7). 


Tabelle 7. — Wanderungsbilanz der Nicht-Juden. 


Jahr 

Regale 

Kinwandrrcr 

Illegal 

vcrbk-ibende 
| Touristen 

Ueberschuss 
der ^Vusreisenden 

Kffektivcr 
Wander ungs- 
Ueberschuss (i) 

1934 

00 

4 ^ 

3 -022 

882 

5 - 05 ° 

1935 

2-293 

3-256 

2.202 

804 

1936 

I.CJ 44 

1.288 

2.067 

869 

1937 

1-939 

I.679 

6 -555 

775 


Wir miissen schliesslich noch die Zahl derjenigen Einwanderer 
in Betracht ziehen, deren Grenziibertritt sich jeder Kontrolle ent- 
zieht; fiir die Bewohner der Grenzgebiete Syriens und Transjorda- 
niens ist namlich der Grenziibertritt nach Palastina jederzeit frei. 
Tatsachlich handelt es sich hier nur um eine saisonbedingte Ein- 
und Riickwanderung; ein gewisser Teil allerdings dieser Wander- 
arbeiter bleibt in Palastina. Die gesamte Zahl der Einwanderer 
dieser Art allein aus dem Hauran wird offiziell auf 2500 geschatzt. 

Wir sehen also, dass die relative Bedeutung der legalen Ein- 
wanderung von Nicht-Juden nach Palastina gering ist. Wir 
sehen ferner, dass die Schliisse, die man vor 10 Jahren aus dem 
damals vorliegenden statistischen Material, das nur legale Ein¬ 
wanderer und «Auswanderer» (nach der offiziellen Definition) 
erfasste, verfriiht waren. Denn illegale Einwanderung und 
«unsichtbare Auswanderung» werfen das durch die legale Ein- 
und Auswanderung entworfene Bild vollstandig um. 

Heute konnen wir mit Sicherheit sagen, dass 

(1) Der Unterschied zwischen dem aus den 3 ersten Spalten berech- 
neten und dem in Spalte 4 angegebenen Wanderungsuberschuss, ist die 
Folge des Stichtages (1. Januar) bei der Berechnung des effekt. Wande- 
rungsiiberschusses. 





1. dauernd eine nicht-judische Einwanderung nach Palastina 
besteht, die sich zum grossen Teil aus illegalen Einwanderern 
zusammensetzt. Die Unterschatzung der nicht-jiidischen Be- 
volkerung vor der Volkszahlung 1931 und die Zahl der illegal im 
Lande bleibenden Touristen beweisen dies ; 

2. diese Einwanderung, verglichen mit der jiidischen dauernd 
gering bleibt. In Jahren guter wirtschaftlicher Lage (z. B. 1934/35) 
nimmt sie zu ; gelegentlich kann auch die Auswanderung die 
Einwanderung iiberschreiten.; dies ist vielleicht in den ersten 
Nachkriegsjahren und gewiss vor dem Krieg der Fall gewesen. 

7. — Die Wanderungen : Judf.n. 

Die Bemerkungen, die wir tiber die Entwicklung der Wander¬ 
ungen im Allgemeinen gemacht haben, gelten ohne Einschran- 
kung fiir die jiidischen Wanderungen, da diese ja tiber 90 % aller 
Aus- und Einwanderer ausmachen. Wir haben auch hier die Zahl 
der tatsachlich Auswandernden festzustellen, nachdem die an 
der Zahl der legalen Einwanderer vorzunehmende Korrektur fiir 
illegal im Lande bleibende Touristen, in der Tabelle 5 gegeben ist. 


Tabelle 8. — Bewegungen der 'jiidischen Palastinenser. 


Jahr 

Ausrcisende fur 
wenigcr | mehr 

als eiu Jahr 

Ruckkehrendc nach 
wenigcr J mehr 

ais einem Jahr 

Ucberschuss 

der 

Ausreiscnden 

1933 

9.828 

IO.236 

— 408 

1934 

_I 4-787 1 

I 4-552 

235 

1935 

24.8H 

396 

21.961 

I.089 

2-157 

1936 

23.838 

773 

I 7 - 3 I 4 

581 

6.716 

1937 

3 i -930 

889 

30 -I 77 

976 

1.666 


Es iiberwiegt auch hier meist die Riickwanderung iiber die 
« Auswanderung », wahrend sich die effektive Auswanderung aus 
denjenigen Personen rekrutiert, die nur einen zeitweiligen Aufent- 
halt im Ausland als Zweck ihrer Ausreise erklarten. .Wir sehen 
also, dass (wahrend der letzten Jahre jedenfalls) der Typus des 
jiidischen Emigranten aus Palastina nicht etwa der moralisch 
und wirtschaftlich ruinierte, in alien seinen Hoffnungen enttauschte 
Idealist ist, wie es vielleicht im Jahre 1928 erscheinen konnte. 
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Denn ein solcher Emigrant behauptet nicht, innerhalb eines 
Jahres zuriickkehren zu wollen. Der palastinensische Emigrant 
hat auch nicht in Palastina « sein Gliick gemacht», und kehrt 
nun bereichert in seine Heimat zuriick. Man konnte dies anneh- 
men, da die Mehrheit der Emigranten Re-Emigranten, das heisst 
erst wenige Jahre vorher eingewandert, sind. Ein gewisser Teil 
der arabischen Auswanderer gehort vielleicht diesem Typus an; 
in diesem Falle wird es sich aber meistens um Wanderer solcher 
Art handeln, die nicht von der Statistik erfasst werden. Die 
Mehrzahl der Emigranten, und dies gilt offenbar fur Juden wie 
fur Nicht-Juden, setzt sich aus Auswanderern zusammen, denen 
es mehr Oder weniger zufallig giinstiger erschien, im Ausland zu 
bleiben, nachdem sie, ohne die feste Absicht endgiiltig auszuwan- 
dern, Palastina verlassen hatten. In vielen Fallen kehren sie 
nach langerer oder kiirzerer Abwesenheit nach Palastina zuriick, 
wie die relativ hohe Zahl der « Riickwanderer » (die nach Abwe¬ 
senheit von mehr als einem Jahr zuriickkehren) beweist. 


Tabelle 9. — Wanderungsbilanz der Juden. 


Jahr 

legale 

Einwanderer 

Illegal 

verbleibende 

Touristen 

Ueberschuss 

der Ausrcisendcn 

Effektiver 
Wanderung9- 
Ueberschuss (1) 

1934 

42-359 

2.907 

1 

235 

42-757 

1935 

61.854 

4.618 

2.157 

65.063 

1936 

29.727 

— 132 

6.716 

21.183 

1937 

10.556 

93 

1.666 

4.464 


So ahnlich die Bilder sind, die die Statistik von jiidischer 
und nicht-jiidischer Auswanderung entwirft, so gross ist der 
Unterschied, der zwischen der Einwanderung von Juden und der 
von Nicht-Juden besteht. Die vollstandige Bilanz der jiidischen 
Wanderungen konnen wir wiederum nur fur die letzten 4 Jahre 
ziehen. 

Es gibt auch jiidische Einwanderer, die sich jeder Grenzkon- 
trolle entziehen, und auf dem Land- oder Wasserwege illegal nach 
Palastina einwandern. Ihre Zahl wurde fiir die Jahre 1932/33 


(1) Siehe die Fussnote zu Tabelle 7. 
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offiziell auf 4 500 geschatzt. Wir sehen also, dass fast immer, 
gegeniiber der legalen Einwanderung, alle anderen Wanderungen 
eine geringe Rolle spielen. 

Illegale Einwanderung und Auswanderung haben eine der 
legalen Einwanderung parallele Entwickelung, wenn man so 
will, mit einer geringen Phasenverschiebung. Im Jahre 1933, 
das der Einwanderungswelle von 1934/35 vorangeht, erreicht die 
illegale Einwanderung ihr Maximum, wahrend eine Auswanderung 
in diesem Jahre wahrscheinlich uberhaupt nicht stattgefunden 
hat. In den Jahren unmittelbar nach den starken Einwanderungs- 
wellen steigt die Auswanderung, die illegale Einwanderung hin- 
gegen nimmt ab. Tatsachlich hat die Auswanderung im Jahre 
1926, dem Jahre nach der Einwanderungswelle von 1925, ihr 
absolutes Maximum erreicht, im folgenden Jahr (1927) iiber- 
steigt sie sogar die Einwanderung um fast 100 %. Nach der 
Einwanderungswelle von 1935 zeigte im Jahre 1936 die illegale 
Einwanderung ein negatives Vorzeichen, d. h. illegale Einwan- 
derer aus friiherer Zeit haben das Land verlassen ; und die effek- 
tive Zahl der Auswanderer verdreifachte sich gegeniiber 1935. 

Diese Entwicklung ist natiirlich. Die Regierung bestimmt 
namlich die Zahl der zugelassenen Einwanderer nach der jewei- 
ligen wirtschaftlichen Aufnahmefahigkcit des Landes, und ist 
nur seit dem letzten Jahre vorubergchend von diesem Grundsatz 
abgewichen. Wenn also die wirtschaftliche Lage in Palastina 
gunstig ist, hort die Auswanderung auf, und die Einwanderung 
wachst, schon bevor die Regierung, eine grossere Zahl von Ein- 
wanderungserlaubnissen zu erteilen beginnt. Daher die illegale 
Einwanderung. Nach der starken Einwanderungswelle verlassen 
diejenigen unter den Neueinwanderern, dencn es nicht gelungen 
ist, sich einzuordnen, das Land, und daher steigt die Auswande¬ 
rung. Der Anreiz zu illegaler Einwanderung ist gering, da die 
starke Einwanderung die Aufnahmefahigkeit des Landes vor- 
iibergehend erschopft hat. 

Im Endergebnis ist aber der Einfluss dieser statistisch schwer 
e’rfassbaren Bewegungen gering. Als entscheidender Faktor fur 
die demographische Enwicklung Palastinas bleibt die legale jiidi- 
sche Einwanderung. Wir werden sie daher einer mathemati- 
schen Analyse unterwerfen, und erst auf Grund ihres Ergebnisses, 
Schliisse fiber eine kiinftige Entwicklung ziehen. 

Der lineare Trend (nach der Methode der kleinsten Fehler- 
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quadrate berechnet) liefert schon ein erstes wichtiges Resultat. 
Wenn wir namlich den Trend der jiidischen Einwanderung mit 
dem der jiidischen Bevolkerung Palastinas vergleichen (i), so 
erkennen wir, dass der erstere hinter dem letzteren nur um ein 
Geringes zuriickbleibt. Mit andern Worten : Der Zuwachs der 
jiidischen Bevolkerung Palastinas durch Wanderung ist, ebenso 
wie der natiirliche Bevolkerungszuwachs, der schon ansassigen 
Bevolkerung proportional. Die jiidische Einwanderung, die 
wie wir gesehen haben, ein Indiz fur die jeweilige Aufnahmefa- 
higkeit Palastinas fur jiidische Einwanderer ist., ist also im Laufe 
der letzten 15 Jahre fast in dem gleichen Masse gewachsen, wie 
die jiidische Bevolkerung Palastinas. Diese Tatsache beweist, 
dass weder die aktuelle noch auch die gesamte und zukiinftige 
Aufnahmefahigkeit Palastinas eine abstrakt, aus der Oberflache 
des Landes und der totalen Bevolkerungsdichte (von Juden und 
Nicht-Juden), festellbare Zahl ist, sondern dass sie von der jewei- 
ligen Entwicklung des jiidischen Sektors der palastinensischen 
Wirtschaft und dem Fortschritt der jiidischen Besiedlung Pala¬ 
stinas abhangt. 

Fiir die Jahre 1922 bis 1927, in denen die Zahl der Juden 
von 84 000 auf 150 000 gestigen ist, hatte eine Einwanderung 
von 5 000 bis 13 000 Personen jahrlich, dem allgemeinen 
Trend der Einwanderung entsprochen. Tatsachlich wurde zu 
Beginn des Jahres 1928 die « normale » Einwanderung auf 5 000 
bis 6 000 geschatzt. Das damals vorliegende statistische Mate¬ 
rial erlaubte aber nicht vorauszusehen, dass mit dem Wachstum 
der jiidischen Bevolkerung auch die Fahigkeit zur Aufnahme von 
Einwanderern zunehmen wird. Daher wurde diese Zahl als fiir 
alle Zukunft « verniinftigerweise annehmbar» erklart. Tatsachlich 
hat es sich aber gezeigt, dass nicht die Zahl der jahrlichen Ein¬ 
wanderer sondern ihr Verhaltnis zur jiidischen Bevolkerung anna- 
herungsweise konstant geblieben ist. 

Die Schwankungen der Einwanderung um ihren linearen 
Trend lassen sich, wie das Diagramm 2 zeigt, als Sinusfunktion 
darstellen. Die Periode betragt 10 Jahre, die Maxima fallen auf 
die Jahre 1925 und 1935 ; das letzte Minimum fiel auf das Jahr 


(1) Auf den gleichen Massstab gebracht (t = Jahreszahl - 1922) ist 
der Trend der Bevolkerung : B = 100 + 33,7.#, der Trend der Ein¬ 
wanderung : E = ioo + 31*3 • * • 
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Abbildung 2. — Einwanderung, Trend der Einwanderung und die 
Funktion E (s. § 7 . !) und die Aufwuchsziffer der nicht-judischen 

Bevolkerung, 

1930, das nachste wird in Jahre 1940 erreicht, wenn wir diese 
mathematische Darstellung in die Zukunft extrapolieren. Das 
Gesetz der Einwanderung (E) lasst sich also in der folgenden 
Weise schreiben : 

E = 5200 + 1625 . t + 22500 . sin ^ j 

Hierin bedeutet t die Zahl der Jahre seit 1922. Die beiden 
ersten Glieder geben den linearen Trend, das dritte Glied die 
Schwankungen. 
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Abbildung 3. — Entwicklung der Bevolkerung Palastinas seit 1922 und 
Sch&tzung der zukunftigen Entwickelung (auf Grund der Hypothesen des $ 9) 
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8. — ZUSAMMENHANGE ZWISCHEN WANDERUNG UND NATURLICHER 

BevOlkerungsbewegung. 

Auf den Einfluss, den die jiidische Einwanderung auf den 
Geburtenindex und die Sterblichkeitsrate der jiidischen Bevol- 
kerung austibt, ist schon am Ende des Paragraphen 4 hingewiesen 
worden. Welche Bedeutung quantitativ der Verschiebung des 
Altersaufbaus zukommt, kann aus der Tabelle 10 in erster Anna- 
herung gefolgert werden. 


Tabelle 10. — Altcrsaufbau der ansdssigen und der einwandernden 
Juden nach Prozenten der Altersgruppen. 


Altcrsgruppe 

Bevolkerung 

Einwanderer 

1931 

1933 

1934 

1935 | 

I 93 G 

0-13 Jahre 

33 % 

20 % 

22 % 

20 % 

18 % 

15-30 Jahre 

31 % 

4 49 % 

43 % 

42 % 

42 % 

30-45 Jahre 

20 % 

20 % 

20 % 

20 % 

19 % 

45 60 Jahre 

9 % 

7 % 

n % 

n % 

13 % 

uber 60 Jahre 

7 % 

4% 

7 % 

7 % 

8 % 


In der kurzen Epoche der 4 Jahre von 1933-1936 (die Epoche 
der starksten Einwanderung) hat sicb das Bild des Altersauf¬ 
baus der Einwanderer erheblich verschoben, und zwar zu Gunsten 
der altesten Altersgruppen, die 1936 unter den Einwandem schon 
starker vertreten waren, als unter der ansassigen Bevolkerung. 
Ein Sinken der Sterblichkeit infolge neuer Einwanderung ist 
also unwahrscheinlich. Der Unterschied zwischen einwandernder 
und ansassiger Bevolkerung liegt fast ausschliesslich in der rela- 
tiven Starke der 2 ersten Altersgruppen. Die Einwanderer sind 
meist kinderlos, und Einwanderung muss daher ein Steigen der 
Geburtenziffer zur Folge haben. Da aber der Altersaufbau der 
Einwanderung nicht konstant ist, ist es fast ausgeschlossen, ein 
genaues Bild von dem Einfluss zukiinftiger Einwanderung zu 
erhalten, besonders, da auch soziale Unterschiede zwischen der 
einwandernden und der ansassigen Bevolkerung bestehen. 

Ausser diesem unmittelbaren Einfluss der Einwanderung 
auf die Bevolkerungsbewegung, bestehen aber auch gewisse mit- 
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telbare Zusammenhange ; die jiidische Geburtenziffer ist weitge- 
hend «kontrolliert», und hangt, wie wir gesehen haben, in 
hohem Masse von der wirtschaftlichen Lage ab. Zwischen der 
wirtschaftlichen Lage und der Einwanderung besteht aber eine 
Wechselwirkung, die wir hier im Einzelnen nicht zu betrachten 
haben ; dass in Zeiten guter Konjunktur die Einwanderung steigt, 
bedarf kaum weiterer Erklarungen. Dass aber auch eine Riick- 
wirkung besteht ist weniger selbstverstandlich. Tatsachlich pro- 
fitieren von dieser « Einwanderungskonjunktur » (der Konjunktur, 
die die Folge der Einwanderung ist) vielleicht weniger die Ein- 
wanderer selbst, von denen ja erfahrungsgemass ein gewisser Teil 
wieder auswandert, als die schon ansassige Bevolkerung; unter 
dieser wiederum der jiidische Teil weniger als der nicht-jiidische. 
Diese Tatsache wird durch die Korrelation bewiesen, die zwischen 
der jiidischen Einwanderung nach Palastina und der Sauglings- 
sterblichkeit bei der nicht-jiidischen Bevolkerung im darauffol- 
genden Jahr besteht. Wir haben in das Diagramm 2 die Auf- 
wuchsziffer, d. h. die Zahl der Kinder, die das erste Lebensjahr 
iiberleben, pro 1000 Geburten fur die nicht-jiidische Bevolkerung 
eingezeichnet. 

Der Aufwuchsindex weist in den Jahren 1926 und 1936, 
entsprechend den Einwanderungsmaxima von 1925 und 1935, 
relative Maxima auf. Da in den Jahren 1930 bis 1933 die Kinder- 
sterblichkeit gering war, ohne dass in den entsprechenden Jahren 
1929 bis 1932 eine starke Einwanderung zu verzeichnen war 
— es sind dies Jahre der Stabilisation nach der Einwanderungs- 
welle von 1924 bis 1926 und der darauffolgenden Krise — fallt 
der Korrelationsindex zwischen jiidischer Einwanderung und Auf- 
wuchsziffer der nicht-jiidischen Bevolkerung im nachstfolgenden 

Jahr mit 0,68, also nur wenig iiber - niedrig aus. Wenn man 

aber bedenkt, dass die Sauglingssterblichkeit gewiss auch von 
andern Faktoren, wie Klima, Epidemien usw. abhangt, dass 
ausserdem die Zahlen der legalen Einwanderung, die wir bei der 
Berechnung des Korrelationsindexes verwerteten, nicht die ge 
samte Einwanderung erfassen (1), so kann man hier den Kausal- 
zusammenhang als sichergestellt betrachten. 

(1) Wenn wir die Zahlen des Wanderungsiiberschusses, berechnet 
aus alien zur Verfiigung stehenden Daten, der Berechnung des Korrela¬ 
tionsindexes zugrundelegen, so erhalten wir fiir diesen den Wert von 0,76. 
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Zwischen der Sauglinssterblicbkeit bei den Nicht-Juden und 
der jiidischen Einwanderung im gleichen Jahre besteht wohl 
kein Kausalzusammenhang ; der Korrelationsindex zwischen 
Einwanderung und Aufwuchsziffer betragt 0,53. Auch zwischen 
der Sauglingssterblichkeit bei dem jiidischen Bevolkerungsteil 
und der jiidischen Einwanderung tritt kein entsprechender Zusam- 
menhang hervor. Zwar zeigt die Entwicklung der Sauglings¬ 
sterblichkeit bei den Juden ein der des nichtjiidischen Bevolke- 
rungsteiles in gewissen Grenzen paralleles Verhalten. Nur ist 
einerseits der Trend viel starker ausgepragt : die Sauglingsster¬ 
blichkeit sank von ihrem hochsten Werte von 131 °/oo im Jahre 
1925 um fast 60 % ihres Wertes auf 57,5 o/qq im Jahre 1937. An- 
drerseits sind die relativen Minima, die in die Jahre besonders 
starker Einwanderung oder in die unmittelbar darauf folgenden 
fallen sollten, schwach oder iiberhaupt nicht ausgepragt. 

Ohne auf die politische Bedeutung der aufgezeigten der Korre- 
lation einzugehen, sei es uns gestattet, eine Bemerkung rein demo- 
graphischer Natur tiber ihre Bedeutung einzufiigen. Wir halten 
es fiir ausgeschlossen, dass die nicht-jiidische Bevolkerung in den 
Jahren nach starker jiidischer Einwanderung bewusst dem Nach- 
wuchs eine sorgfaltigere Pflege angedeihen liisst, die das Sinken der 
Sauglingssterblichkeit zur Folge haben wiirde. Es ist interessant 
festzustellen, dass trotzdem, infolge der besonderen Struktur der 
palastinensischen Wirtschaft, Jahren besonders starker jiidischer 
Einwanderung ein Jahr besonders hoher Aufwuchsrate bei den 
Nicht-Juden folgt. Es ist so, als ob die Natur versuchte, das 
Gleichgewicht zwischen jiidischer und nicht-jiidischer Bevolke¬ 
rung, das durch die starke Einwanderung gestort worden ist, 
wiederherzustellen. 


9. — SCHLUSSFOLGERUNGEN. 

Es ist nunmehr moglich, eine Antwort auf die Frage zu geben, 
ob es dem Zionismus moglich ist, sein Ziel, eine jiidische Mehrheit 
in Palastina, zu erreichen. Ja noch mehr, es kann der Zeitpunkt 
errechnet werden, an dem die jiidische Bevolkerung Palastinas 
ebenso stark wie die nicht-jiidische sein wird. Die Abbildung 
3 zeigt die Entwicklung beider Bevolkerungskomponenten unter 
den folgenden Voraussetzungen : 
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1. Konstanz der Rate des Geburteniiberschusses der nicht- 
jiidischen Bevolkerung, (Durschnittswert der letzten 5 Jahre). 

2. Konstanz der nomadischen Bevolkerung, 

3. Entwicklung des jiidischen Geburteniiberschusses ent- 
sprechend dem Altersaufbau, 

4. Jiidische Einwanderung entsprechend dem mathema- 
tischen Gesetz, 

5. Zusatzlicher Geburteniiberschuss der eingewanderten 
jiidischen Bevolkerung entsprechend dem durchschnittlichen Al¬ 
tersaufbau der jiidischen Einwanderer. 

Die beiden ersten Bedingungen setzen offenbar eine zu geringe 
Zunahme der nicht-jiidischen Bevolkerung an, einen Fehler im 
gleichen Sinne hat die Vernachlassigung der nicht-jiidischen Ein¬ 
wanderung zur Folge. Diese Fehler sind aber gering. Unter 
diesen, fiir den Zionismus giinstigen Voraussetzungen, die aber 
so weit wie moglich die Tendenzen der Entwicklung der letzten 
15 Jahre als fiir die Zukunft giiltig annehmen, wird die jiidische 
Bevolkerung im Jahre 1959 der nicht-jiidischen gleichkommen. 
Zu diesem Zeitpunkt wiirde jeder der beiden Bevolkerungskompo- 
nenten 1 700 000 Personen ausmachen. 

Man darf Frage nicht unbeachtet lassen, ob der begrenzte 
Lebensraum Palastinas ini Stande ist, eine so starke Bevolkerung 
zu fassen. Und wenn das selbst der Fall ist, so stellt sich wenig- 
stens dem Zionismus die Frage, ob eine weit ere Einwanderung 
noch moglich sein wird. Der Raum fiir landwirtschaftliche 
Siedlung hangt in Palastina in erster Linie von den Bewasserungs- 
moglichkeiten ab. Die Forschungen iiber die Grundwasserverhal- 
tnisse der Steppen- und Wiistengebiete Palastinas, die iiber 2/3 
der Oberflache Palastinas ausmachen, sind aber noch weit ent- 
fernt da von, auch nur eine angenaherte Uebersicht iiber Quantitat 
und Qualitat der erreichbaren Grundwasserschatze geben zu 
konnen. Was die Moglichkeiten einer kiinftigen industriellen 
Entwicklung anbelangt, so sind zwei der entscheidenden Faktoren 
die Einfuhr von Kapital und die Erweiterung des inneren Marktes. 
Das bedeutet fiir Palastina, dass die Einwanderung selbst neue 
Entwicklungsmoglichkeiten und damit Raum fiir weitere Ein¬ 
wanderung schafft. Diese Tatsache ist durch die Statistik bestat- 
igt; denn, wie wir gesehen haben, ist die Einwanderung in guter 
Annaherung der Bevolkerung proportional gewesen. Es ware 
widersinnig annehmen zu wollen, dass diese Proportionalitat in 
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aller Zukunft erhalten bleibt. Aber eine Schatzung der totalen 
Aufnahmefahigkeit Palastinas fiir jiidische Einwanderer ist auf 
Grund dieser Tatsachen unmoglich. 

Wir haben also gesehen, dass es heute weniger die Frage ist, 
ob die Juden die Mehrheit der Bevolkerung in Palastina erreichen 
konnen, als wann dies eintreten wird. In ihrem Bericht halt es 
daher die Konigliche Kommission fiir Palastina des Jahres 1937 
fiir wertvoll, eine Tabelle an das Ende ihrer Betrachtungen iiber 
die Einwanderung nach Palastina zu stellen, die diesen Zeitpunkt 
in Abhangigkeit von der jahrlichen jiidischen Einwanderung zeigt. 
Nach dieser Tabelle erreicht die jiidische Bevolkerung die nicht- 
jiidische bei einer Einwanderung von o, 10 000 oder 20 000 Per- 
sonen jahrlich niemals, bei einer Einwanderung von 30 000, 40 000, 
50 000 und 60 000 in den Jahren i960, 1954, 1950 und 1947 
respektive. Die Einwanderung weist aber tatsachlich starke 
schwankungen und einen ausgepragten Trend auf, sodass Durch- 
schnittszahlen nicht viel besagen konnen. 

. Eine Tatsache muss festgehalten werden : Bei einer Ein¬ 
wanderung von unter 20 000 jahrlich, werden die jetzigen Mehr- 
heitsverhaltnisse in Palastina bestehen bleiben. In dem gleichen 
Bericht schlagt die Konigliche Kommission namlich vor, die 
Einwanderung auf 12 000 pro Jahr zu beschranken. Tatsach¬ 
lich blieb die Einwanderung im Jahre 1937 schon reichlich unter 
dieser Schranke, und wird sie auch im Jahre 1938 voraussichtlich 
nicht erheblich iiberschreiten. Nach der mathematischen Analyse 
der Einwanderung war aber eine starkere Einwanderung fiir die 
nachsten Jahre garnicht zu erwarten. 

Innerhalb der Vorsclilage, die die Konigliche Kommission 
in ihrem Bericht veroffentlicht, ist diese Beschrankung der Ein¬ 
wanderung nur als Uebergangsmassnahme zur Vorbereitung der 
Teilung Palastinas gedacht. Nach diesen Plan wiirde in Pala¬ 
stina ein « Judenstaat » gegriindet werden, der die augenblicklich 
von Juden besiedelten Gebiete umfasst, und der eine jiidische 
Mehrheit schon vom Tage seiner Griindung an haben wiirde. Mit 
der Diskussion der Vorschlage der Koniglischen Kommission 
iiber die Zukunft Palastinas verlassen wir aber das Gebiet der 
Fragen, die uns in dieser Studie interessierten. Denn die Gesich- 
tspunkte, die zu einer Beschrankung der Einwanderung oder zur 
Teilung Palastinas fiihren, gehoren der Politik und nicht der Demo- 
graphie an, auf die wir uns aber zu beschranken haben. 





RIVISTA INTERNAZIONALE 01 8TATISTICA — REVUE INTERNATIONALE OE 8TATI8TIQUE 
INTERNATIONAL REVIEW OF STATI8TIC8 — INTERNATIONALE STATISTISCHE ZEIT8CHRIFT 

DIRBTTORK PROPRIETARY — DIRECTEUR ET PROPRlETAIRE 
EDITOR AND PROPRIETOR — HBRAUSGEBER UND EIGENTHOMER 

Prof. Doff. Corrado Qlni v Direttore dell Istituto di Statistic a della R. University di Roma . 

COMITATO DIRETTIVO -r- COMITE DE DIRECTION 
EDITORIAL COMMITTEE — DIREKTION-KOMITEE 

Prof. A. E. Bunge, yadirector gen. deEsiadisticadelaNacidn f Buenos Aires (Argentina). 
Prof. P. P. Cantelli, professore di Matematica Attuariale nella R. Universiid 
di Roma (Italia). 

Prof. A. Flores de Lemus, jefe de Estadistica del Min . de Hacienda, Madrid (Espana). 
Prof. M. Greenwood, professor of Epidemiology and Vital Statistics in the University 
of London (England). 

Dott. G. Jahn, directeur du Bureau Central de Statistique de Norvige , Oslo (Norvfcge). 
Prof. A. Julia, secretaire gSndral honoraire du Ministbe de VIndustrie, du Travail 
et de la Prdvoyance socials , Bruxelles (Belgique). 

Prof. H. W. Methorst, directeur de l f Office permanent de ITnstitut International de 
Statistique et du Bureau central de Statistique, La Haye (Pays-Bas). 

Prof. W. P. Ogburn, professor of Sociology in the University of Chicago (U. S. A.). 
Prof. R. Pearl, director of the Department of Biology of the School of Hygiene and 
Public Health, Baltimore (U. S. A.). 

AMMINISTRATORE — ADMINISTRATED — MANAGER — VERWAI/TER 

Prof. Silvio Orlandi, Istituto di Statistica della R. University di Roma . 

SEGRETARI DI REDAZIONE — SECRETAIRES DE REDACTION 
EDITORIAL SECRETARIES — RED ACTIO NSSECR ETA ERE 

Dott. Ernesto Pizzetti — Dott. Guido Zappa 


Vol. XIII - N. 4 31-XII-1939. 

SOMMARIO - SOMMAIRE - CONTENTS - INHALT 

E. Pizzetti. Osservazioni sutlc medic esponemiali c baso-esponenzia/i . . . Pag. 3 

H. Hadwiger, W. Ruchti. Uehev cine spezielle Klasse analytisiher Ct buvUn¬ 
fit oktiouev . » 17 

T. Sfllvemiiil. Id in dice di (ograduenione del ('• ini nel caso di serir stati¬ 
stic he eon ripetiziom .*. » 27 

C. Gini. Still a determinazione dcWindicc di cograduazione . » 41 

C. H. Boissevain. Distribution vf abilities depending upon two or more inde¬ 
pendent factors . •> 49 

C. Gini. Ressemblance parentale et ressemblance fraternclle . * 59 

0. Zappa. Sulla legge di estinzionc delle famiglie .. . 75 

T. L. Smith, H. L. Hitt. The misstatement of women's ages and the vital 

indexes . * 95 

A. Costanzo. Pigmentazione degli occhi e dei capelli e selezione naturale . > 109 

A. Komischke. Tarifstatistik als Element der Tarifbildung , erldutert an 

einem Gerichtsgelruhrentarif . * 135 

Bibliografia . . . * *55 


ROMA 

AtfMINlSTKAZIONE DEL •MRTKON- 
H. CNIVEKSIlA - - ISTlTI'lO Di STATISTICA 












ARTICOLI GIUNTI ALLA RlVlSTA CHE ARTiKEL DIE AN DIE ZEITSCHRIFT 
VERRANNO PUBBLICATI NEI PROSSIMI ANGELANGT SIND UND WELCHE IN DEN 
NUMERI. NACHFOLGENDEN NUMMERN ERSCHEI- 

NEN WERDEN. 

(Secondo Vordine d'arrive). (Nach der Reihenfolge des Eingangs). 

Articles re£Us par la Revue et Articles received by the Review 
A paraItre prochainement. which will be published in futu¬ 

re ISSUES. 

(D'apris la date de reception ). (According to date of receipt ). 

C. Gini. — Sur la thiorie de la dispersion et sur la verification 
et Vutilisation des schemas theoriques . 

G. De Meo. — Su le nascitc dei primogeniti in Italia. 

E. Pizzetti. — Medie ascendenti e medic discendenti. 

G. Zappa. — Osservazioni sopra le medie combinatoric . 

C. Gini. — Asimmetria e anormalitd delle distribuzioni'statistiche. 

G. Evelpidi. — Le revenu national des Pays Balkaniques. 

R. Mogno. — Su una formula approssimata per il calcolo di n! 
e le sue applicazioni . 

Gli Autori degli articoli inviati The Authors of papers sent for 
per la pubblicazione nella Rivista, publication in the Review are sup- 
rinunciano in favore della medesima posed to give up their copyright in 
alia propriety letteraria degli articoli favour of the Review if the papers 
stessi, qualora vengano pubblicati. are published. 

Les Auteurs des articles envoy6s & Die Verfasser der zur Veroffentli- 
la Revue, pour y 6tre publics, renon- chung in der Zeitschrift zugesandten 
cent, en faveur de celle-ci, a la pro- Aufsatze, werden, falls selbige verof- 
priet6 litt^raire de leurs articles, s'ils fentlicht werden, auf ihre Verfasser- 
sont accepts. rechte zu Gunsten der Zeischrift 

verzichten mussen. 



ERNESTO PIZZETTI 


Osservazioni sulle medie esponenziali 
e baso-esponenziaii 


Sommario — Dopo aver distinto cinque diversi tipi di medie a carattere 
rsponenziale, si dimostrano le relazioni che corrono fra tali medie e le 
medie di potenze, con particolare riguardo alia aritmetica. 

i. — Consideriamo una seriazione di termini x Xt x 2f . .. , x n 
disposti in ordine crescente e tutti maggiori dell’unita positiva e 

n 

costruiamo con questi termini la 2 xfi . 

Poich& la funzione x* & continua per tutti i valori di x, ad 
eccezione dello zero, csisteri certamente un numero reale y che 
verifichera l’eguaglianza * 

(1) v y --= —■ 2 Xi x * 

v n i 

chiameremo allora y media baso-esponenziale (l) della seriazione 
data. 

Altre due medie, di forma analoga alia precedente, si otten- 
gono nella seguente maniera : anzitutto, se indichiamo con c un 
numero reale positivo e se ricordiamo che la funzione c T e una 
funzione continua, avremo che esistera un numero reale z che 
verifica la seguente eguaglianza : 

(2) c*= --- 2 c x t 

v ; n i=i 


(1) Per la definizione di media baso-esponenziale e di media espo- 
nenziale in senso lato cfr. C. Gini, Di una formula comprensiva delle medie 
«Metron», XIII n. 2. 



z si chiama media esponenziale di base c della seriazione data ed 
b evidentemente un caso particolare della (i), nella quale ai 
termini Xi che figurano come basi dei successivi addendi, si sosti- 
tuisca la base costante c. 

Una terza media si ha sostituendo al posto degli esponenti Xi 
una costante d : il numero reale w che soddisfa alia relazione : 

( 3 ) s x * d 

'h ti=l 

si dice media basale a esponente d della seriazione data e coin¬ 
cide evidentemente con la media di potenze di or dine d; faremo 
uso, nel seguito, della prima locuzione solo quando vorremo 
mettere in evidenza i legami della (3) con la (2) e la (1). 

Strettamente collegate alle precedenti sono inoltre le due medie 
ottenute sostituendo al posto dei termini x it che figurano in quality 
di esponenti nelle formule (1) e (2), i loro reciproci. 

Alla media baso-esponenziale corrisponde percid la media a, 
che si chiama media baso-radicale definita dalla formula : 

1 1 >1 _i_ 

(4) ir S/ iXi 

ed alia media esponenziale di base c fa riscontro la media (3, 
(media radicale) che verifica l’uguaglianza : 

1 j n 1 

( 5 ) cT “ T t V'' 

n JL_ 

Osserviamo intanto che i successivi addendi di 2 cT. vanno 

'.•=1 

decrescendo al crescere di i, mentre lo stesso non si puo dire per 

n 1 

gli addendi di 2 xi^ . 

1=1 

Esaminiamo ora quali espressioni assumono alcune delle 

medie ora definite se, invece di supporre che i termini x h x t . 

x H diano luogo ad una seriazione qualsiasi, di carattere completa- 
mente generale, si prendono in esame delle seriazioni di tipo 
particolare, nelle quali i termini si succedano secondo una legge 
ben determinata. Supponiamo, anzitutto, che i termini della se¬ 
riazione siano gli n termini successivi di una progression aritme- 



tica a ragione h : allora, indicando il primo termine con x u gli 
(»-i) termini che lo seguono sono : 

*1 + h , x t -f~ i h ,. X! + (n - i) h . 

e la media esponenziale assumera la forma : 


I » T II — 1 

c* = — £ c x i £ c x ^- kh 

n >= i n h o 


c*i 

n 


n — 1 

£ c kh 


k - 0 


ed inline, poich£ ci siamo riportati ad una progressione geometrica 
di ragione c h , sara : 


[ c* - i J 

Se invece supponiamo che i termini della seriazione si succc- 
dano come i termini di una progressione geometrica di ragione q, 
otteniamo la seguente espressione piu semplicc della media ba- 
sale ad esponente d : 


w* = — £ Xi d =- 
» <=i 


a —i 


y d n—1 


n 


2 -i- £ 9 

A = 0 W A =■- 0 




V 

n 


yltd 


Infine, nell’ipotesi che la distribuzione degli *,• sia continua 
e che x t sia il valore minimo ed x„ il valore massimo, otteniamo 
per la media esponenziale e per la basale, le seguenti formule: 


fXn X i’xi, 

— I C x d *==-/ C xlogc d X == — 

X\J X\ X n X\ J X x x n 


I | e zl ° ecl \Xn 
zzr Xi['Togc 


C * n log e — e x t logo 

x„ — "xi 


w 


'= —— - / A ” x d . d 

Xn—X 1 J. Vl 


X - 


X„ — -V, 


fi 1-1 


Xn _ X,; 

X, 


d 1-1 


x/xi 


X„ — X t 


qualora naturalmente sia d / i. 

2 . — Dimostriamo ora le relazioni che legano le medie baso- 
esponenziali, basali, esponenziali e radicali alia media aritmetica. 

Fra tutte queste medie, quella che trova piu larghe applica- 
zioni negli studii di statistica e matematica finanziaria e la media 
esponenziale e per essa infatti £ gici stata dimostrata la proprieta <•>: 


I (r) C. E. Bonferroni : La media es pone mi ale in Matematica Finan- 
siaria. R. 1 st. Sup. di Scienze Economiche e Commerciali. Annua- 
rio 1923*24 - Bari. 




La media esponenziale i niaggiore o minore dell’aritmetica a seconda 
che la base e maggiore o minore dell’unitd. 

La ctfmostrazione di tale propriety 6 molto semplice e fon- 
damentalmente basata sulla teoria dei liniiti. Mi scmbra perd 
che possa presentare un certo interesse, non tanto per la forma del 
ragionamento quanto per un risultato al quale incidentalmente 
si giunge, la segiiente dimostrazione basata sugli sviluppi in serie. 

Sia in un primo tempo c > i (di conseguenza log c > 0) e par- 
tendo dalla formula (2), scriviamola sotto la forma : 

c'i h t e 4 . c** l °s e 4 - 4 - l ° e e 

£ t log c „ __ 1 • • • 1 _ 

n 

Sviluppiamo ora tutti i termini del 2 0 membro in serie di 
potenze : 


1 + *1 logc + £ + 1 + x 9 log c + 

I log 0 _ ' - 2 r ' _ 


n 


+ 


,6) I | , +I . toe c + L L*■ lo p: 

_|_ r dL ___ r-2 Y • 


n 


— 1 -f A . logc + P-f log 2 c + — + -7 ^Slog'c + .... 


ove A e la media aritmetica della data seriazione e P, la media 
di potenze di ordine r. 

Ricordando che le medie di potenze soddisfano alia disugua- 
glianza P, > P,_j, e che la media aritmetica non e altro che 
la media di potenze di primo ordine, otterremo che la serie 

(7) 1 + A . log c + ~ log 2 c + i og 3 c + . • • 

d una serie minorante della serie (6). Ma la (7) 6 lo sviluppo in 
serie di e Alo ‘ c e quindi 


e tlogc > £ A lose (J a cu j z > A . 

Sia invece c < 1 (e di conseguenza log c < 0) : in tal caso 
basta considerare invece di e ,loge , il suo inverso —7-^7-: potremo 



allora ripetere il ragionamento fatto sopra ed otterremo che 

-JTiw > JttfT da cui se gue x < A . 

La propriety rimane dunque molto facilmente dimostrata 
anche cosl: osserviamo inoltre che la serie (6) mette in evidenza 
il legame che corre fra la media esponenziale e le medie di po- 
tenze e pud eventualmente servire al calcolo effettivo di z. 

Osservazione. — Si potrebbe essere portati ad immaginare 
che valesse fra la media esponenziale e le medie di potenze una 
disuguaglianza, anche piu stretta di quella dimostrata, ma sem- 
plicissimi casi numerici servono a distoglicrci da tale ordine di 
idee. 

Se consideriamo infatti la seriazione a due termini 

*1 = i,75 

Xq —- 2 

ed assumiamo come base della media esponenziale il numero e, 
otteniamo come valori delle medie i seguenti: 

A -- 1,875 
P 2 1,879 
z --= 1,883 
P 3 - 1,888 

cioe non solo 6 z > A, ma anche z > P s . Che tale disuguaglianza 
perd non sia sempre vera ce lo dimostra la seriazione 

*i — i 
x 2 - 1,01 

per la quale e, sempre nell’ipotesi che la base sia e, 
z — 1,005007009 A = 1,005 P* — 1,0050124. 

* * * 

Dimostriamo ora due altre propriety che legano le medie 
esponenziali, basali e baso-esponenziali alia media aritmetica : 
Prima propriety. 


S xf* > S A*> ove 

*=1 »=i 


A = 


S Xi 

*=1 


n 



Dimostrazione: Supposti disposti i termini in ordine cre- 
scente di grandezza, sia 

-V| < x t < .< x k < A < x k 111 • • • x n 

e per dimostrare la propriety sari quindi sufticiente verificare la 
disuguaglianza 

S (A*r- X /r) < i (x**- A'*). 

r-1 •' k 1 

Infatti c anzitutto : 

k k 

S (A r r - X f x f) < S (A'*- x/k) ; 

f- 1 r - 1 

poiche ogni termine della somma a sinistra e minore del torri- 
spondente termine della somma a destra [infatti da 

A r r x/r < A'k \/k 

si deduce 

x/r (x/k —«V I ) < A r r (A x k~ x r I) 

certamente verificata, essendo .v r : A \. 

Inoltre abbiamo : 

S (A x k - .*/*) < E (x/k -- A x k) 

r --1 v - - k -* 1 

poiche la media di potenze di ordine xt e maggiore della media 
aritmetica 
Infine 

Z (*/* ■ £ (*/» -l 1 *): 

' •* * j • i 

infatti da 

V* .-l 1 * < ,r/« A r s 

si deduce. 

A x s ■ A*k < X s *s — X/k 


(I) Per la definizionc di media di potenze di ordine qualsiasi, cfr. Dun* 
k?l, Generalized geometric means and algebraic equations. « Annals of ma¬ 
thematics *>, 1909-19x0. 
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e quindi 

A** (A x »— x * —i) < x s x *(x s **— x * — i) 

certamente verificata in quanto x s > A. 

In ultima analisi, la propriety rimane dimostrata dalla se- 
guente catena di disuguaglianze : 

2 (A*r - • x*r) < 2 (A*k --x/k) < 2 {x*h- A*k) < 2 (x**-- A**). 

r^l r- t i-1 s -1 

Applicazioni. — Per rendered con to delTordine di grandezza 
della disuguaglianza ora dimostrata, sara opportune riportare 
alcuni semplici easi numerici. 

Per la seriazione 

(8) A'! - 2 * 2 =- I x$ 4 jt 4 ---7 

si ottengono per le due sommatorie i seguenti valori : 

2 xfi ---- 823884 1! - 16720 

*=1 »~i 

e per la seriazione 

(q) Xj 2 2,01 *3=2,03 *4=2,05 

i valori : 

4 4 

2 #■-16,63588 2 A** = 16,61949 

t=i * »=i 

Seconda proprieta. 

H H 

2 -V/. > S Xi A . 

1=1 1=1 

Supponiamo disposti i termini in ordine crescente di gran¬ 
dezza e tali che sia 

Xi < X t < . . . < Xk < < Xk +1 < . . . < x n 

Allora sari evidentemente : 

.Vj*i < x'i A .v/a < x t A . . . Xk** < Xk A 

Xk J !** 1-1 > .V* 1 x A Xk , /*-! 2 > **-!•/ • • • V" > Ay 4 


(10) 

(11) 



IO 


Occorrera dimostrare percio che : 

(12) ' (Xi A — xfl) -f .(V — xft) + . . . -f 

+ (Xk A — X k ‘k) + . . . + (x h x »~X„ A ) . 

Mae: 

(A 3 _ 

x x A — x x *i = c A ,0 * x i — e*i l °e x i = {A — x x ) log x x + ■■ ■ , u log 1 x x + ... 


x k A — .v* 3- * = e A to * x A — C x k l0 * z k = (/I 


Xk) log Xk -f ^——1 log 1 Xk + ... 


e, maggiorando tutti i termini di queste serie con log Xk, avremo 
che il primo membro della disuguaglianza (12) e minore di: 

(13) j 2 (A - x f )( log Xk + ix (A 1 -x, 1 ) log 1 Xk + ... 

*f= 1 ) fr=l 

Analogamente dalla (11) otteniamo, minorando tutti i ter¬ 
mini delle serie con log Xk + x , che il secondo termine della (12) 6 
maggiore di 

(14) j 2 (* s - A)[ logxk+i + j 2 ( x s *— /!*)( log 1 ** + j -f . . . 

(s=*+i j ' 5=a+i ; 

Confrontando ora la serie (13) con la (14) si vede facilmente 
che i termini della prima sono minori dei termini corrispondenti 
della seconda. Infatti e anzitutto log Xk < log ** +1 ed inoltre 


A 

2 


f~i 


(A—x r )— 2 (x t — A) 

S**A-f 1 


per la definizione di me¬ 
dia aritmetica. 


T.-l 


< 2 {xf — A 1 ) 

A w k -f-1 


per le propriety delle me- 
die di potenze 


ed analogamente per i termini successivi. 

Resta cosl completamente dimostrata la disuguaglianza 


2 > 2 Xi A . 

<=i 1=1 




i i 


Applicazioni. 

Per la seriazione (8), gi 4 considerata nel caso della Prima 
propriety, si ha : 

t 

E xA ■--= 2754 

»=i 

e per la seriazione (9) 

4 

E xA — 16,62497 . 

*=1 

Riepilogando, queste due proprieta ci permettono di scrivere 
le seguenti relazioni fra la media base-esponenziale, la media basale 
ad esponente A e la media esponenziale di base ^4 'di una seriazione 
di termini maggiori dell’unita : 

y y > A' y v > w A 

Inoltre poiche sappiamo che la media esponenziale a base 
maggiore dell’unita e imiggiore della media aritmetica, otteniamo : 

yy > A A 

e cioe : La media baso-esponenziale di una seriazione di termini 
maggiori dell’unit a l maggiore della media aritmetica di talc seriazione. 

* * * 

Dimostriamo ora la seguente proprieta relativa alia media 
radicale e alia media baso-radicaie. 

Terza proprieta. 

Hi H 1 

£ Xi < £ A 
1=1 «=i 

Si puo verificare subito la nostra tesi, mediante lo stesso pro- 
cedimento usato nella dimostrazione della Prima proprieta: occorre 
solamente tener presente che tuttc le disuguaglianze allora consi¬ 
derate cambiano segno e che la media aritmetica viene ad essere 
confrontata non piu con medie di potenze di ordine maggiore del- 
l’uniti, ma bens! con medie di potenze di ordine minore di uno, 
delle quali quindi la media aritmetica risulta maggiore. 

Potremo mettere questa proprieta sotto la forma: 

i 1 

a“ < /l 
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A pplicazioni. 

Per la seriazione (8) si trova 

4 1 4 1 

2 - 5.589 0 2 ATI — 6.220 

1=1 ' *=1 

e per la (9) 

4 _l 4 x 

2 Xit t -=5.66614 e 2 A *i — 5.66643 

t«l ' i=l 

3. Dimostrate tali disuguaglianze nel caso della media arit- 
metica, vediamo se non sia possibile estenderle al caso di una 
media di potenze di ordine maggiore deH’unita. 

A tale riguardo si dimostra la seguente 

Quarto, propriety. La seriazione *i< **< ... < x H soddisfa alia 
relazione 

2 xfi > 2 P,*i 

t=i 1=1 

qualora sia Xk > r, ove con Xk indichiamo il termine piu grande della 
seriazione inferiore a P,. 

Dimostrazione. 

Sia Xi < x 3 < . . . < Xk < P, < Xk +1 < . . . < x H . 

Per dimostrare la nostra tesi, sar£ sufficiente verificare che 

2 {P,*p—x p r p)< 2 {x *>— P/s) 

p I .s = *U 

e tale disuguaglianza e sicuramente verificata mediante la seguente 
catena di disuguaglianze 

2 (P/p — x p x p) < ■ 2 (P/k — x p x k) < 2 (*/* — P/k) < 

/> = 1 p^l s=A + l 

< 2 (x/f — P/s) 

S — ft + 1 

Facile e la verifica di queste tre disuguaglianze: infatti: 
a) da 


P/p — Xp x P < P/k -- Xp x k 



si deduce 
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Xp z P (Xp*k~*p — 1) < P*p (P/p-h — 1) 

vera in quanto x p < P,. 

Sara allora anche 

k k 

S (P, X P — v>) < s (Pr 1 * — V*) 

#>=x /.-I 

6 ) da 

2 (P/* — v*) < s (*/* • - p, r *) 

/> = 1 s -•*+1 

si deduce 


Pf** < P*/*, 

che per essere verificata impone Xu la condizione di essere 
maggiore di r. 

c) infine da 


si deduce 


X/k — P r *k < X*s — P r x s 

P,*> - P,*a < - *«'*, 


vale a dire 

P/k (P r r s— r k - x) < (,V s *s ** 
vera in quanto ,v s > P,. 


— 1 


A pplicazioni. 

Osserviamo pero che la limitazione posta e solo sufficiente 
senza essere neccssaria, vale a dire che non & affatto escluso che 
possa esistere per i valori di r una limitazione piu larga, ma che 
non sia di cosi immediata verifica come la precedente. Si possono 
infatti, senza alcuna difficolti, costruire esempii numerici che fac- 
ciano vedere appunto come, pur non essendo > r, sia per6 
sempre 

i Xi*i> S P, x i. 

1=1 i.=l 



Ad es., nel caso della solita seriazione (8) si ottengono per le 
medie di potenze i seguenti valori 

’ 4.359 P*-~ 4-799 5.123 


4 

c di conseguenza si ha S P 4 *i =&. 92686, che d molto minore del 

1=1 

4 

valore di 2 ****, che avevamo precedentemente calcolato in 823884. 
*=1 


Non si riesce invece ad esprimere, in forma esplicita, la limi- 
tazione necessaria per i valori di r affinche sia verificata anche per 
le medie P r con r> 1 una proprieta analoga alia Seconda proprieta. 

L’unico risultato al quale si giunge £ questo : 

Quinta propriety. La seriazione x x < x 2 < . . . < x„ soddisfa 
alia relazione 


qualora si abbia 


2 Xi x i > 2 xf' 

t=i »=i 


Xff . Xfc | < - 


Pf 


Xk x *. Xk 


,**+1 


ove Xk ed ** +1 indicano rispettivamente i termini della seriazione 
immediatamente precedente ed immediatamente seguente a P,. 
Sia, al solito, 


Xi <x 2 < . . . . < x k < P, < x k+1 < . . . . < x„ . 

Allora, per dimostrare la proprieta, baster 4 far vedere che 

k tt 

S {x P p f Xp*p) < 2 (x s *s — Xs Pr ) 

P~ X * 1 


Infatti : 


Xp p r — Xp z P — Xp*P (Xp P r-*P — 1 ) (' X s x ‘ — X S P =~ Xr P t (x s *s- p r — i) 

Ma Xp*p < x s p r: per la verifica della propriety occorreri quindi 
che sia 


Xp P r~*p < X s *t~ p , 



e di conseguenza 


*5 


x p . x s < 


p, 

j/^ 


Xp‘p 


per tutti i valori di p ed s. Di tali disuguaglianze la piu svan- 
taggiosa (verificata la quale, le altre si verificano a maggior 
ragione) e appunto la 


Xk . -T* + , < 


P, _ 

y.r***. x k 11**+!. 


Applicazioni. Per la seriazione (8) si trova 

S Xi p *~ 22.867. 

»=1 




H. HADWIGER und W. RUCHTI 


Ueber eine spezielle Klasse analytischer 
Geburtenfunktionen 


Die Zahl der weiblichen Lebendgeborenen einer Bevolkerung 
im Zeitpunkt t, bezogen auf die Zeiteinheit, werde mit G ( t) be- 
zeichnet. Wird das Geschlechtsverhaltnis X der Lebendgeborenen 
konstant angenommen, so ist die entsprechende Totalzahl der 
Geburten im Zeitpunkt t durch (i + X) G ( t ) gegeben. Die Geburten- 
funktion G(t) ist nach gelaufigen Ueberlegungen und Ansatzen 
[A. J. Lotka (,) , A. Linder < J) ] eine Losung der Integralgleichung 

(1) G(t)= j* o G{t-l) 9 (Z)dl. 

Hierbei ist 

? ( 5 ) = /(*)* ( 5 )., 

wo / (£) die Fruchtbarkeitsziffer, d. h. die Zahl der weiblichen Le¬ 
bendgeborenen bezogen auf eine Frau vom Alter und p (£) die 
Ueberlebenswahrscheinlichkeit eines weiblichen Lebendgeborenen 
fiir die Zeit \ bedeutet. 

In dieser Note soil nun die Klasse der analytischen Losungen 
der Integralgleichung (i) vollstandig ermittelt werden, fur den 
Fall, dass die Kemfunktion <p (^) eine spezielle analytische Gestalt 
aufweist. Es sei namlich : 

(2) <p (?) = A 5* 

(A > 0 , c > 0 , n ganze positive Zahl). 

(1) Industrial Replacement. «Skandinavisk Aktuarietidskrift», 1933, 

51-63- 

(2) 'Die Vermehrungsrate der stabilen Bevolkerung. «Archiv fur mathe- 
matische Wirtschafts- und Sozialforschung», IV, 2, 1938, 136-156. 
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Wie gezeigt werden wird, kann der empirisch gegebene Verlauf von 
9 (£) durch eine Funktion der Gestalt (2) recht gut dargestellt 
werden. Mit dieser speziell gewahlten analytischen Ersatzfunktion 
ist man dann in der Lage, die Gesamtheit aller analytischen Lo- 
sungen der Integralgleichung (1), also die Klasse aller zugehoren- 
den Geburtenfunktionen G ( t ), in expliziter Gestalt angeben zu 
konnen. Es zeigt sich dass diese Losungsgesamtheit eine endlich- 
ditnensionale lineare Mannigfaltigkeit von Exponentialfunktionen 
ist, zu deren Darstellung man ausser den Konstanten der Kem- 
funktion nur die (n -f 1) - ten Kreisteilungswurzeln benotigt. 

Im weiteren soli dann die Konstantenbestimmung durch- 
gefuhrt werden fiir die sich auf die Schweizerbevolkerung 1932-35 
beziehenden statistischen Masszahlen. Die zugehorenden Geburten¬ 
funktionen konnen dann ohne wciteres angeschrieben werden. 

Es sei also G ( t) eine analytische, d. h. in — 00 < t < 00 
beliebig oft differenzierbare Losung der Integralgleichung (1), 
wo also die Kemfunktion 9 (£) von der Form (2) sein soli. 

Durch v - maliges Ableiten nach t erhalt man zunachst 

( 3 ) (t)= f* GW (i -*,)<? (Z)<n, 

falls die rechtstehenden Integrale in jedem cndlichen t - Intervall 
gleichmassig konvergieren, was wir indess voraussetzen wollen. 
Beriicksichtigen wir, dass 

(a) epW (0) = 0 ist fiir 0 <Lv^,n — 1, 

und dass wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Integrale 

(b) lim G (v) (l — £) 9 (£) = 0 gilt fiir v ^ 0 , 

so erreicht man bei v - maliger partieiler Integration in (3) 
die Relation 

( 4 ) ' GW® = £ G(t — l) 9 »®dZ, O^v^n 

und femer 

( 5 ) G ( * +1) (t) = 9W ( 0 ) G (t) + G{t — Z) 9<-+» ' 
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Mit Hilfe der Relationen (4) und (5) ergibt mit sich gelaufiger 
symbolischer Schreibweise 

(6) [-h + r g {t) =cp<n) (o) g (t) + /; c Y 1 * ® i - 

Nun ist aber 

/ d \ H+1 

( 7 ) (7l + c ) K nc ~ <? ] = °- 

Um dies einzusehen zerlegt man das symbolische Produkt in 

[ik + c ) ( tc + c ) K ” e ~ c%] 

und erhalt dann 

- * (-J5 + C J S'"' e “ ,! J' 

Wird die gleiche Zerlegung noch (n — 1) - mal vorgenommen, so 
erreicht man den Ausdruck 



der, wie man sich leicht iiberzeugt, verschwindet. 

Die Beziehung (6) geht somit fiber in 

(8) (~ f + cj + ' G(t)^n\AG(t) 
da <p (n > ( 0 ) = n l A ist. 

Die gewonnene Relation (8) stellt eine lineare Differential- 
gleichung (n + 1) - ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten dar. 
Die sog. charakteristische Gleichung lautet 

(9) (r + C ) n+1 — n ! A — 0 , 
und die zugehoreneden Wurzeln sind 

(10) r v = — C + gu v , (v = o,i ,2 
wenn zur Abkfirzung 

1 

(11) g = [w! A] ,, + 1 , 
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und 


( 12 ) 


o>» = cos 


2 V 7C 

n + i 


+ i sin 


2vn 
n + i 


gesetzt wird. Das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(8) lautet dann 

(13) G (t) = e~“ S a„ e e<0 f' 

a 


(a„ beliebigc Konstanten). 

Nun ist aber noch speziell zu beachten, dass nicht alle Kreis- 
teilungswurzeln zur Bildung von Losungen fiir die Integral- 
gleichung (1) tauglich sind. Ist namlich die Exponentialfunktion 

G ( t ) - 

eine partikulare Losung von (1) so muss, damit das Integral in (1) 
noch konvergiert, r in der Konvergenzhalbebene 


(14) R 0 ] > — C 


(Realteil der komplexen in die 
Klammer geschrieben Zahl). 


des Integrals 

J o &~ r% ? (S) d l 

liegen. Aus (14) folgt dann, in Verbindung mit (10), dass von den 
Kreisteilungswurzeln nur diejenigen in Frage kommen konnen, 
die in der rechten Halbebene 


(15) R [<o„] > 0 

liegen. Die Bedingung (15) hat die Einschrankung 


7t 2 V TZ 7T 

- c --- < - 

2 n + 1 2 


oder 






(Eulersche Klammer, Grosste ganze 
Zahl, die nicht grosser als der in der 
Klammer stehende Wert ist). 


zur Folge. An Stelle des Ausdruckes in (13) hat man fiir Losungen 
der Integralgleichung (1) 


(16) 


G (t) = e~ ct 


R] 

s 

[t] 


a v 
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Damit G ( t ) eine reellwertige Funktion ist, muss = a_, 
sein. Wir erhalten so entgiiltig. 


( 17 ) 

oder 


G(t) = 


Ct 


’ n' 

7 


S «„ ( -f ) 


(18) G (0 = «<*-•>* >„ + 2 S J a„ «-* I 1 —^] * cos | g t sin -1^-1- • 

f 1 L w + IJ' 

Die Konstanten a v sind so zu wahlen, dass G (/) immer positiv 
bleibt. Es geniigt jedenfalls 

a 0 > 2 S | a v | 

1 

anzunehmen. Wie man der Darsteilung (18) entnimmt ist G (t) 
ein Produkt einer Exponentialfunktion und einer asymptotisch — 
wellenformig gegen eine Konstante strebenden Funktion. Es gilt 
die asymptotische Relation 

(19) lim G ( t ) e~ ( * c)t — a 0 

t —> x 

Es sind demnach drei Falle zu unterscheiden : 

(I) g — C > 0, G(t) nimmt im wesentlichen exponentiell zu. 

(II) g — C =0, G(t) strebt asymptotisch gegen eine Konstante. 

(III) g — C < 0 , G(t) nimmt im wesentlichen exponentiell ab. 

Es soli noch darauf hingewiesen werden, dass das in diesem 
speziellen Fall festgestellte exponentielle asymptotische Verhalten 
der Geburtenfunktion allgemein giiltig ist. Aus diesem Sachver- 
halt kann der bekannte Satz von A. J. Lotka liergeleitet werden, 
wonach sich der Umfang einer Bevolkerung im wesentlichen expo¬ 
nentiell verhalt. 

Die untersuchte Klasse von Geburtenfunktionen soli im Fol- 
genden anhand eines praktischen Falles ausgewertet werden. Als 
Grundlage mogen dabei die schweizerischen Beobachtungsergeb- 
nisse der Jahre 1932-35 dienen. Man erkennt, dass der empirische 
Verlauf der Reproduktionsfunktion 

. • <? (l) = P (l) f (l) 
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durch die Annahme bestimmter Tafeln fur Sterblichkeit und 
Fruchtbarkeit festgelegt ist. Die funktionale Abhangigkeit der 
beiden Grundelemente vom Alter hat aber nicht eine dauemd 
konstante Gestalt. Die Sterblichkeit ist seit dem Bestehen hinrei- 
chender statistischer Erhebungen in standiger Abnahme begrif- 
fen, und neulich schwindet auch der Wille zur Fortpflanzung. 
Deshalb darf das Ergebnis einer solchen Arbeit nicht als Blick 
in die Zukunft gedeutet werden, sondem einzig als Veranschauli- 
chung der Reproduktionsverhaltnisse von 1932-35. 

Es ist notwendig, einige Bemerkungen iiber die Art der ver- 
wendeten Tafeln vorauszuschicken. Wahrend die Fruchtbarkeits- 
ziffem auf Grund der fortgeschriebenen Personenbestande fur 
alle Kalenderjahre berechnet werden, pflegt man sich bei der Sterb- 
lichkeitsmessung enger an die Ergebnisse der periodischen Volks- 
zahlungen zu halten. Die letzte Mortalitatstafel stammt aus dem 
Intervall 1929-32. Da einige Stichproben deutlich daftir sprachen, 
dass der Sterblichkeitsriickgang in der Nachzeit unverkennbar 
weitergeschritten ist, extrapolierte man den Mortalitatsverlauf 
aus der Reihe der publizierten Tafeln so gut als moglich. Es kann 
leicht gezeigt werden, dass die Ungenauigkeiten der so gewonnenen 
Sterblichkeitsmasszahlen fur den Wert des Reproduktionsintegrals 

( 20 ) /, = r p (§) / ( 5 ) <it = r (x-q(D) f{i)di 

J» . Jo 

praktisch belanglos sind. Setzt man 

(21) 

so folgt aus den empirischen Werten der Schlusstabelle (wie auch 
durch Integration der analytischen Funktion 9 (£)) 

Ji = 0,92 
7* = 0,82. 

Der Umstand, dass der Wert / s des Reproduktionsintegrals 
(20) die Einheit unterbietet, weist auf die bekannte Tatsache 
hin, dass trotz dem augenblicklichen Wachstum die wahre Fort- 
pflanzungskraft des Schweizervolkes den Selbsterhaltungsanfor- 
derungen nicht mehr geniigt. 

Fiigen wir alien Sterbenswahrscheinlichkeiten den Parameter 
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* als Faktor bei, den Fruchtbarkeitsziffem entsprechend y, so folgt 
h( x ,V)=jl (z—xq£))yf(l)dl 


h (x,y) = f g 


l-x(i-p®)\yf®dE 


( 22 ) 


h(x ,y) = — x y (Ji — Ji) + yJi 


Die Steilheit der Tangenten des hyperbolischen Paraboloids 
(22) beim Punkte (x — 1, y = 1) in der x - und y - Richtung 
gibt uns den gewiinschten Nachweis. 


( 23 ) 

(24) 

( 25 ) 


d Ji(x, y) 
dx 

a 7* (* > y) 
ey 


x-l 

y = 1 


= Ji — h = 0,1 


* = 1 


— h ? = 0,82 


S Jt (x, y) 

= 82 

S J2 (X, y) 

ey 

x — 1 

y = 1 

dx 


1=1 

y- 1 


Man erkennt aus (25), dass der Wert des Reproduktionsin- 
tegrals hauptsachlich auf das Verhalten der Fruchtbarkeitsziffem 
empfindlich ist. Eine gleich starke Variation der Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten hat ein gut achtmal kleineres Gewiclit. Die Be- 
dingung daftir, dass eine Mortalitatsanderung einflussreicher ist, 
lautet nach (23) und (24) 

• (26) J2 < ~~ Ji 

Die Sterblichkeit miisste die Reproduktion um mehr als die 
Halfte schwachen. In Wirklichkeit liegt aber J t schon dicht bei 
der oberen, unerreichbaren Grenze J x . 

Nach diesen Darlegungen kann uns die Verwendung der extra- 
polierten Mortalitatstafel kein Bedenken mehr einflossen. Damit 
wollen wir zur eigentlichen Anwendung iibergehen und die empi- 
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Die reelle Wurzel der charakteristischen Gleichung (9) nimmt 
die Form an 

(28) 

Somit lautet die vollstandige Darstellung der Geburten- 
funktion nach (18) 

(29) G (i) = ^-o.«x>5< ■ -f 2 S a, e~°’ 7963 ('- cos -^r)t. cos ^0,7963 sin ~~j| 

Da sich fur r 0 ein negativer Wert ergibt, nimmt die Geburten- 
funktion G(t) im wesentlichen exponentiell ab. Es gilt die asymp- 
totische Formel 

(30) G (() = a 0 e~° ■ Oo6 5 < . 

Um die Art der Grenzfunktion (30), die die bereinigten Repro- 
duktionsverhaltnisse der Jahre 1932-35 veranschaulicht, ein- 
schatzen zu konnen, stellen wir die Bedingungsgleichung 

G (0) ( 5 - 0,0065 < — _L G (0) 

2 


















? (S)*5 



Wertetabelle filr die Funktionen p d) , / (5) 


% 

pH) 

id) 

P d) f d) 

A j* e~ e % d % 

(*) 

17 

0,9282 

0,0023 

0,0021 

0,0051 

' 18 

9262 

53 

49 * 

8l 

19 

9240 

102 

94 

122 

20 

9216 

167 

154 

173 

21 

9190 

244 

224 

23I 

22 

9162 

332 

304 

1 295 

23 

9132 

406 

37 1 

359 

24 

9101 

480 

437 

419 

25 

9069 

532 

482 

471 

26 

9037 

578 

522 

5 H 

27 

9005 

598 

53 « 

537 

28 

8973 

601 

539 

547 

29 

8942 

4 599 

536 

542 

30 

8911 

569 

5^7 

523 

31 

8880 

537 

All 

492 

32 

8849 

5 °° 

442 

453 

33 

8817 

449 

396 

407 

34 

8785 

407 

358 

359 

35 

8752 

367 

321 

310 

36 

8718 

325 

283 

264 

37 

8684 

292 

254 

220 

38 

8649 

253 

219 

181 

39 

8614 

214 

184 

146 

40 

8578 

176 

151 

117 

4 i 

8541 

137 

117 

9 i 

42 

8503 

102 

87 

7 i 

43 

8463 

73 

62 

54 

44 

8421 

46 

39 

4 i 


(*) Numerisch nach der Regel von Simpson integriert. 

Die empirischen Werte beziehen sich ebenfalls auf das Intervall 

m + 1 . 
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auf und Ieiten daraus ab, dass sich die Geburtenzahl in je 106,6 
Jahren halbieren vviirde. 

Zum Schluss sei noch auf einen Zusammenhang zwischen der 
Flache J 2 des Reproduktionsintegrals (20) und der reellen Wurzel 
r 0 verwiesen < I) . 




n\ A 

C»+i 



Da n = g — C ist, folgt aus J a ^ 1 die aquivalente Rela¬ 
tion r 0 $ 0 . 

Die Art der Grenzfunktion G ( t) kann also schon aus dem Wert 
des Reproduktionsintegrals / 2 erkannt werden. Je nachdem J% 
grosser, gleich oder kleiner als die Einheit ist, wird die exponen- 
tielle Geburtenfunktion wachsen, konstant bleiben oder abnehmen. 


(1) Vergl. auch A. J. Lotka, A contribution to the theory of self renew¬ 
ing aggregates, with special reference to industrial replacement. « The Annals 
of Mathematical Statistics», Vol. X, No. i, 1939, S. 5, (21). 




TOMMASO SALVEMINI 


L’indice di cograduazione del Gini nel caso di serie 
statistiche con ripetizioni 


Sommakio : L’A. da una interpretazione geometrica dell’indice di cogra¬ 
duazione del Gini, e, segue'ndo questa via geometrica, espone ed esem- 
plifica un procedimento per calcolare questo indice nel caso di serie 
statistiche semplici e ponderate con ripetizioni. 


i. — £ noto che per esaminare se due serie statistiche va¬ 
riant) con senso piu o meno concorde, un indice molto utile e sem- 
plice 6 quello di cograduazione del Gini 

Richiamiamone brevemente la formula. 

Siano date le due serie statistiche 

(1) x v x a . . x„ relativa al carattere A, 

(2) y lt y 2 , . . . ., y n relativa al carattere B, 

dove Xi e y,- (con indici uguali) sono elementi corrispondenti nelle 

due serie. Sia (i = 1,2.«) il posto che occupa nella 

graduatoria crescente delle Xi, Si ed s'< i posti che y< occupa 
rispettivamente nella graduatoria crescente e decrescente delle y,-. 
L’indice di cograduazione del Gini 6 dato da 


( 3 ) 


2 


• S'i | 


S | n — Si | 

*=1 


K 


(1) C. Gini, Di una misura delle relazioni tra le graduatorie di due 
caratteri. Tip. Cecchini, Roma, 1914. A questo indice di cograduazione il 
Gini era pervenuto fin dal 1910, come risulta dalle citazioni date da questo 
Autore in una nota della seguente Memoria: Indici di concordanza , «Atti 
del R. 1 st. Veneto di Scienze, Lettere ed Arti», 1915-16. 
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se n e.pari 
se n & dispari . 

Questo indice assume il valore i quando vi 6 perfetta concor- 
danza tra le graduatorie secondo le intensity crescenti di A e 
di B, assume il valore — i quando vi 6 perfetta discordanza fra 
le precedenti graduatorie, e il valore zero quando le discordanze 
fra le graduatorie secondo le intensity crescenti di A e di B sono 
uguali alle discordanze fra le graduatorie secondo le intensita cre¬ 
scenti di A e decrescenti di B. 

2 . — Se rappresentiamo geometricamente, su un sistema 
cartesiano, la serie (i) e quella delle y% corrispondenti, otteniamo 
due spezzate (la spezzata relativa alle intensita del carattere e 
quella relativa ai posti) che hanno le coppie di segmenti corrispon¬ 
denti o entrambi in senso crescente (coefficiente angolare positivo) 
o entrambi in senso decrescente (coefficiente angolare negativo). 

Cosl, ad es., se rappresentiamo graficamente la seguente 
serie, con n = 6 termini, 

(I 7 ) 12, 13 , II, 7 > 9 > 2, 

e la corrispondente serie dei posti 

(u) 5 , 6, 4, 2, 3, i, 

otteniamo le due spezzate rappresentate con linea piena nella 
figura i. 

La spezzata dei posti e contenuta nel quadrato A BCD con 
i lati di n — I unita, paralleli agli assi, e con i vertici nei punti 

(i , i), (n , i), (n , n), (i , n). 

Se conduciamo l’orizzontale EF per il punto medio del lato 

verticale del quadrato, la somma delle differenze 

relative ai vertici della spezzata che giacciono al disopra di questa 
linea, e di quelle relative ai vertici al disotto sono evidentemerite 
uguali. 

Osserviamo ancora che se disponiamo la serie (i') in ordine 
decrescente e indichiamo con il posto che ogni X{ occupa in 
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questa graduatoria, si ha, nella rappresentazione geometrica, una 
spezzata dei posti simmetrica alia precedente rispetto ad EF (ve- 
dasi linea punteggiata nella figura i). 



Se la (i') fosse gii in ordine crescente (o decrescente) la sua 
spezzata dei posti sarebbe la diagonale AC (o, rispettivamente, 
DB) del quadrato. 

3. — Dalla precedente rappresentazione grafica segue im- 
mediatamente l’interpretazione geometrica dell’indice di cogra- 
duazione del Gini. Infatti se nel quadrato A BCD rappresentiamo 
le spezzate dei posti relative ai caratteri A e B, la sommatoria 
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S | ri — Si |, che figura nella (3), si ottiene sommando, in cor- 
rispondenza ad ogni ascissa intera, le ordinate comprese tra queste 
due spezzate. Analogamente per ottenere L | r< — s',-1 bisogna 
considerare la spezzata ((3) simmetrica, rispetto a EF, della spez- 
zata ( B ) relativa a Be sommare le ordinate comprese fra i ver- 
tici di (A) e di (p). II denominatore K della (3) e la somma delle 
ordinate, di ascissa intera, comprese fra le due diagonali del qua- 
drato. 

4. — La (3) presuppone che nelle serie statistiche date non 
ci siano termini ripetuti. Vediamo come procedere quando in detta 
serie vi sono dei termini ripetuti, senza ricorrere a nulla di arbi- 
trario o di convenzionale. 

Incomindamo a considerare una sola serie, sia la (1), nella 
quale ci siano dei termini uguali successivi (come avviene, ad es., 
nel caso che essa sia una serie ponderata). 

La spezzata delle intensita del carattere ha dei tratti paralleli 
all’asse delle ascisse e, quindi, per quanto abbiamo precedente- 
mente osservato, altrettanto deve avvenire della spezzata dei 
posti. Per stabilire l’ordinata che deve avere il tratto parallelo 
all’asse delle ascisse di questa seconda spezzata, osserviamo che 
la somma delle ordinate dei vertici di questa spezzata & la somma 
dei numeri interi da 1 a ft, percio, al fine di non alterare tale 
somma, al tratto orizzontale bisogna dare, necessariamente, un’or- 
dinata uguale alia media aritmetica dei numeri interi consecutivi 
che toccherebbero a questi uguali tra loro, se, invece di essere 
uguali, differissero tra loro di quantita tali che tra il piu piccolo e 
il piu grande di essi non cadano altri termini della serie. 

Cosl ad es., data la serie statistica di 8 termini, (rappresentata 
graficamente nella fig. 2) 

11, 9, 9, 9, 9, 3, 6, 7, 

ai quattro 9, che nella graduatoria crescente occupano dal quarto 
al settimo posto bisogna attribuire il posto medio 5,5 in modo che 
rimangano soddisfatte le due predette condizioni (cioe che la spez¬ 
zata dei posti abbia lo stesso andamento della spezzata delle in¬ 
tensity del carattere e, inoltre, che la somma dei numeri che in- 
dicano i posti sia uguale alia somma dei primi « numeri interi 
della serie naturale). 
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La spezzata dei posti b quella contenuta nel quadrato A BCD. 



Figura 2 


Se gli elementi uguali della (1) non sono consecutivi, essi lo 
saranno certamente nella graduatoria crescente o decrescente, e 
quindi si procedera come nel caso precedente per stabilire il posto 
medio che ad essi compete. 

Anche in questo caso per la spezzata dei posti occupati da 
ciascun termine nella graduatoria decrescente, basta costruire 
la spezzata simmetrica della precedente rispetto ad EF. 

Se la (1) b una serie ponderata ed b graduata in ordine cre¬ 
scente, la spezzata dei posti avr& la forma di una scala interpolata 
esattamente dalla diagonale AC del quadrato, cio& AC passa per 
i punti medi dei tratti orizzontali di ogni scalino, per modo che 
la somma delle ordinate della spezzata, corrispondenti ad ascisse 


intere, rimane uguale a 


n [v, + 1) 


dove n b la somma dei pcsi. 
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5. — Esaminiamo ora come si procede per il calcolo di I 
nel caso di serie ponderate, con eventuali ripetizioni. 

La somma dei pesi sia uguale per entrambe ; se, eventual- 
mente non lo fosse, potremmo sostituire, come si fa per il cal¬ 
colo dell’indice di dissomiglianza del Gini, alle due serie altre due, 
ogni elemento delle quali e ripetuto un numero di volte propor- 

P P 

zionale a per la prima serie di n elementi e a per la seconda 

serie di m elementi e dove P e un multiplo comune di n e di m. 

Se i pesi di ponderazione degli elementi delle serie date sono 
tutti uguali fra loro, evidentemente possiamo fare a meno di 
considerarli e portarci al caso di serie non ponderate. 

Consideriamo quindi il caso piu generale che i pesi siano di- 
versi e che nelle serie ci siano delle ripetizioni di termini. 

Esaminiamo innanzi tutto se il numero K che figura come 
denominator della (3) rimane inalterato o no. 

A tale scopo riprendiamo una delle due serie, per es. la (1), 
e ordiniamola in senso crescente, ripetendo ogni termine tante 
volte quanta il suo peso. Se questa serie fosse stata semplice le 
differenze — r',- (tra i numeri che esprimono il posto occupato 
da Xi rispettivamente nella serie data e nella sua contrograduata) 
avrebbero assunto i valori di una delle seguenti successioni: 


(5) -—7, —5, —3, 1, 1, 3> 5> 7 > -( se » ^ pari) 

(5') -—6, —4, —2, o, 2, 4, 6,- (se n e dispari), 

e quindi E | u — | = K, dato dalla (4). Questo valore evi¬ 
dentemente non muta se nella serie (1), ora data, il termine di 

posto centrale non ha elementi uguali a destra e a sinistra. Se 
invece abbiamo una classe centrale, tutta di termini uguali, le 
differenze r,- — r’ it corrispondenti a questi termini uguali, vengono 
ad assumere un unico valore dato dalla media algebrica dei corri¬ 
spondenti termini della (5) o (5'), anzich& dalla media dei loro 
valori assoluti. 

Pertanto, se nella serie delle x t graduate, a sono i numeri a 
destra del termine centrale che sono ripetuti a sinistra, E|r<— r'i \ & 
uguale a 


n‘ 


K'= 


2 

»- — X 


2 


— 2 a 2 se n b pari, 

— 2 a {a + 1) se n 6 dispari. 


( 6 ) 



Sia data ad esempio la serie 


( 7 ) 13 . 13 , 9 . 9 > 9 . 9 . 2 » 5 . 4 . 6, 
che graduata da 

(70 2 . 4 . 5 , 6, 9, I 9, 9, 9, 13, 13. 

In questo caso a =-- x, n — io, e si verifica subito che 

E | ■ r'i | = - - 2 =48. 

In quest'altra serie 

(8) 11, 20, 16, 11, 11, 11, 2, 5, 11, 11, 7, 
che graduata da 

(8') 2, 5, 7, 11, 11, ii, 11, 11, 11, 16, 20, 

in cui il termine segnato £ quello di posto centrale, si ha a — 2, 
m — 11 e quindi, come e facile verificare, 

E | J'j — r', | = 112 7 1 - 2. 2 . 3- 4 ». 

6 . — Quanto precede mostra che date due serie statistiche 
con ripetizioni ordinate in ordine inverso (una in senso crescente e 
Taltra in senso decrescente), la somma delle differenze tra i numeri 
che esprimono i posti occupati da elementi corrispondenti non 
coincide sempre col valorc K dato dalla (4). 

Per la ricerca del valore da sostituire a K come denomi- 
natore della (3), denominatore che si ottiene, evidentemente, fa- 
cendo la differenza tra il massimo di 2 | ri — s\ | e il minimo di 
2 | Y{ — Si |, sono quindi necessarie altre osservazioni. 

Consideriamo, per maggior chiarezza, le due serie statistiche 
A e B del secondo esempio riportato tra le applicazioni. Rappre- 
sentiamo graficamente le spezzate dei posti relative alle serie stesse 
ordinate in senso crescente. Otteniamo la figura 3. 

£ bene evidente che in questo caso non possiamo parlare di 
cograduazione perfetta (in senso assoluto), pur essendo ordinate in 
ordine crescente le successioni dei valori (senza tener conto del 
peso) di entrambe le serie date. La 2 | u — |, rappresentata 
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in figura dalla somraa dei segmenti punteggiati, 6 tutt’altro 
che zero. 

Inoltre, al N. 5, abbiamo visto che la somma dei valori asso- 
luti delle differenze r, — tra i termini corrispondenti nelle due 
successioni dei posti, quando queste sono contrograduate, b data 
dalla (6), che, oltre a dipendere dal numero n degli elementi della 



distribuzione, varia secondo il valore a ivi definito. Ne risulta 
che il massimo di S | — s'* |, relativo a due distribuzioni date 

A e B (con ripetizioni), non assume un valore costante quando le 
successioni dei posti relative ad A e B coincidono (S |r< — s, | = 0) 
e conseguentemente le spezzate (A) e (p) sono sinimetriche ri- 
spetto ad E F. 

Dobbiamo percid distinguere due casi. 
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1) Massimo assoluto di cograduazione, quando E|r<--c-Si|==0 
(che rappresenta il minimo assoluto di questa sommatoria) e 
2 | Yi — s'i\ = K> dato dalla (4), (che rappresenta il massimo 
valore possibile per questa seconda sommatoria). 

Un indice di cograduazione che assuma il valore + 1 in questo 
caso e dato dalla (3), con Tunica variante che se le serie date sono 
ponderate, le due sommatorie del numeratore di questa formula 
s'intendono estese a tutte le classi (nelle quali tan to Tintensita 
di A quanto quella di B rimangono costanti) e ogni differenza va 
moltiplicata per il numero pi di dementi di ciascuna di queste 
classi (i = i, 2, . . . m ; 2 pi — w). 

JContinueremo a indicare con I questo indice. 

2) Massimo relative di cograduazione , quando, compatibil- 

mente con le distribuzioni, 2 | — Si | raggiunge il suo mi¬ 

nimo M x , c 21 ri — s’i | il suo massimo M 2 . Questo caso si 
verifica, come b ben noto, quando le due serie dei posti, relative 
alle distribuzioni stesse, sono cograduate e quindi le successioni 
degli ri e degli s'< sono contrograduate. 

L’indice I f espresso dal quoziente tra il numeratore di / e 
la differenza M 2 — M 1 assume il valore + 1 in questo secondo caso. 

Per il calcolo di M x e M 2 valgono gli accorgimenti e le sem- 
plificazioni date dal Gini per la determinazione della somma dei 
valori assoluti delle differenze fra elementi cograduati e contro- 
graduati di due distribuzioni 

7. — In particolare puo darsi che M x sia nullo, senza che M 2 
raggiunga il suo massimo assoluto K — cid si ha quando le suc¬ 
cessioni dei posti di A e di B , ordinate in ordine non decrescente, 
sono identiche e a destra e a sinistra del termine centrale vi sono 
numeri uguali — ed allora M 2 , che rappresenta in questo caso il 
denominatore di /„ si ottiene facilmente dalla (6). 

Oppure pub darsi che M x non sia nullo ed M 2 raggiunga il 
suo massimo assoluto dato dalla (4) — cio si ha quando non sono 
soddisfatte le precedenti condizioni — pero, in questo caso, non 
c'b un'espressione abbastanza semplice per calcolare il valore di M v 

(1) Vedasi C. Gini, Di una misura della dissomiglianza tra due gruppi 
di quantity e delle sue applioazioni alio studio delle relazioni statistiche , e 
Indici di omofilia e di rassomiglianza e loro relaztoni col coefficiente di corre- 
lazione e con gli indici di attrazione. Atti del R. Istituto Veneto di Sc. Lett, 
e Arti, 1914-15. 
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In generate, siccome a noi interessa la differenza M a — M it 
potremo semplificare in altro modo il calcolo di questa differenza, 
quando il calcolo separato di M x ed M s si presenta poco agevole, 
come nel caso che il numero n degli elementi sia elevato e le ripe- 
tizioni di termini siano frequenti. 

Infatti, se poniamo un asterisco agli fi, s,- ed s', per indicare 
che consideriamo le successioni di questi numeri ordinate rispetti- 
vamente in ordine crescente le prime due e in ordinc dccrescente 
la terza, si ha evidentemente 


i --1 


( 9 ') 


M, 


2 ! n* 


= 2 


— 2 


)_ 

2 Zi 

. 


(*‘ = 

■■ i, 2 n) ed 

U* ed s',-* 

' . Se even- 

i* si 

prendera indif- 


ferentemente uno di essi per il calcolo di 2 U o 2 Zi . Ne segue 


(io) M 2 — Mi — 2 ( S U — 2 2,] , 

V“1 > i / 

nella quale 2 U e certamente maggiore di E 2, in quanto le suc¬ 
cessioni (rf) ed (s,*) sono entrambe crescenti mentre quelle degli 
ri* ed s',-* sono l’una crescente e l’altra decrescente. 

Praticamente, poi, conviene procedere in questo modo: scri- 
vere le successioni degli r’, s* ed s'* (ogni numeno ripetuto tante 
volte quanto 6 il suo peso), per ogni i (i — i, 2 , ,ri) premettere 
un segno + a quello dei tre numeri che rappresenta il U e un 
segno — a quello che rappresenta 2,- (uno stesso numero potri 
avere contemporaneamente il segno + e il segno —) e poi fare la 
somma algebrica dei numeri col segno; il doppio di questa sem- 
plice somma rappresentera M % — M v 

Questo procedimento si puo anche adoperare per calcolare 
direttamente la differenza 2 | f< — s< | — 2 | — s'< | , senza bi- 

sogno, ciod, di calcolare le singole differenze che figurano nelle 
sommatorie. 


8. — In quanto alia preferenza tra 1’indice assoluto di co- 
graduazione 7 , e quello relativo f, (dei quali I<.I,), valgono con- 
siderazioni analoghe a quelle fatte dal Gini a proposito degli indici 
di connessione e di concordanza negli ultimi tre lavori qui citati. 
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Precisamente, nel nostro caso, se i due caratteri in esame sono 
tali che debbano ritenersi perfettamente cograduati quando le 
successioni delle intensita dei due caratteri risultano entrambe 
non decrescenti (o non crescenti), allora per la misura del grado di 
cograduazione tra le due distribuzioni date dovri prendersi I r '> 
se, invece, come massimo della cograduazione si esige che le due 
dette successioni siano sempre crescenti (o sempre decrescenti ), 
allora sara opportuno servirsi di I. 

Notiamo, infine, che le considerazioni qui svolte per il calcolo 
deirindice di cograduazione nel caso di serie statistiche con ripe- 
tizioni, possono evidentemente estendersi per il calcolo deirindice 
quadratico di cograduazione. 

9. — Facciamo alcune applicazioni concrete, dalle quali 
risultera come si possa procedere praticamente. 

Esempio I. — Serie semplici con ripetizioni. 

Consideriamo, per i vari Compartimenti italiani, le percentuali 
degli abitanti maschi di eta superiore ai 6 anni, che sapevano leg- 
gere, secondo i censimenti del 31 dicembre 1871 e del i° dicembre 
1921. (Vedasi, il Compendio Statistico Italiano del 1929). 






Graduatorie 



Grad. 

i 

——- 

V 

a 

COMPARTIMENTI 

I’ERCENIUALE 

SECONDO l/lNTEN- 

Differenze 

INTENS. 

Differenze 

? 

ORDINATI PER 

hi ALFABEil 

sitA CRE3CENTE 



JDI B IN 
ORDINE 




AlFABEXISMO 






i r <+% 


l'«+V 


NON DECRESCEN- 

nel 

nel 

di A 

di B 


NON DE- 



TE NEI- 1871 

1871 

11)21 

I'.'M 

-17| 

CRESC. 

1',-Vi 

_17| 



(A) 

(B) 

(u) 

( s .) 


(♦•) 

(V) 



I 

Sardegna 

19 

5<> 

1 .5 

5 

3,5 

10,5 

L5 

O 

14 

2 

Basilicata . 

19 

52 

1 0 

1 *5 

O 


L5 

O 

14 

3 

Sicilia . . . 

21 

34 

4 

3,5 

°»5 

9,5 

3.5 

<L5 

9,5 

4 

Calabrie . . 

21 

5 2 

4 

>.5 

2,5 

”,5 

3.5 

°o 

9,5 

5 

Puglie. . . 

21 

34 

4 

3,5 

0.5 

9,5 

5 

1 

8 

6 

Abruzzi M. 

2 4 

62 

6 

6 

0 

5 

0 1 

0 

5 

7 

Umbria . . 

26 

69 

7 

8 

1 

2 

7 

0 

3 

8 

Campania . 

27 

64 

8,5 

7 

1 »5 

L5 

8 

°>5 

°»5 

9 

Marche . . 

27 

71 

8.5 

9 

°>5 

°»5 

9 

°>5 

°,5 

10 

Emilia . . 

33 

8t 

10 

12 

2 

5 

10 

0 

3 

11 

Toscana . . 

38 

76 

n,5 

10 

1 *5 

4,5 

1 T 

<>,5 

5,5 

12 

Lazio . . . 

38 

79 

".5 

11 

°*5 

5,5 

12 

°>5 

<L5 

T 3 

Veneto . . 

46 

88 

13 

T3 

0 

9 


0 

9 

T 4 

Liguria . . 

5* 

92 

J4 


°o 

^0 


°»5 

Ir >5 

J 5 

Lombardia. 

59 

92 

13 

14,5 

°»5 

^2,5 

14,5 

°,5 

!2,5 

16 

Piemonte . 

06 

94 

16 

16 

0 

15 

16 

0 

15 


Totali . 





15.° 

127,0 


5>° 

127,0 


(**) Osservando che s',- = n + 1 — s it segue che Y{ — s\ — r t -j- s,- — 
— (n + 1) e questo ci risparmia di calcolare csplicitamentc gli s',-. 
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Nella terz’ultima colonna abbiamo messo gli in ordine cre- 
scente (gli sono gia in quest’ordine) per modo che sia agevole 
fare le differenze che occorrono per il calcolo di ed M 3 che 
figurano nell’espressione di I,. Potremmo anche adoperare la (io) 
per il calcolo diretto di M a — M x e di 2 |r< — s,| — 2 \u — s'<|, ma 
il risparmio di tempo £ trascurabile in quanto, essendo » non rile- 
vante, le differenze r, — s,- ed analoghe si determinano abbastanza 
rapidamente. 

Si ha 


T- I2 7 — *5 
16 2 

2 


TI2 

128 


— 0,88 , 


e 


Gli alti valori trovati per I e I, dicono che nel migliora- 
mento avutosi dal 1871 al 1921 c rimasto quasi immutato l’or- 
dine di graduazione dei vari Compartimenti. Cioe, in detto periodo, 
i provvedimenti emanati dall’Autorita centrale hanno avuto ana- 
logo effetto in tutti i Compartimenti. 


Esempio II. — Serie ponderate con ripeiizioni. 


Alla seguente tabella con i dati, presi a caso, ne segue un’altra 
esplicativa dei valori ed s<. 


NtJMfcRO DBOL1 

KLBMBNTl 

(Pi) 

CARATfERE 

A 

CARATTERE 

B 

Graduatorie secondo 
i/intensitA 

Differenze 

crcscente 
di A 

('<) 

crescente 

di a 

(*#) 



2 

5 

8 


3*5 

16 

0 

3 

I 

13 

2 

6,5 

13*5 

19,5 

4 

4 

15 

8 

n*5 

14 

18 

2 

7 

15 

13,5 

n*5 

4 

20 

2 

3 

5 

4>5 

5 

6 

18 

1 

4 I 

T3 

8 

6*5 

1*5 

o*5 

14 

. 


I 


55*° 

76,0 
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Carat 

r B R B A 



carat: 

t B R B B 


Gradua- 
toria 
crescente 
di A 

Numero 

degli 

element! 

(“0 

Classe 
dei posti 
oceupati 

Valore 
centrale 
della classe 

('.■*) 

Gradua- 
toria 
crescente 
di B 

Numero 

degli 

element! 

( v i) 

Classe 
dei posti 
oceupati 

Valore 
centrale 
della classe 

( s O 

I 

3 

1 

1 - • 3 

2 

5 

2 

1 

1— 2 

1 

*,5 

3 

2 

4 5 

4,5 

8 

2 

3— 4 

3,5 

4 


0—10 

8 

13 

3 *Vi 

5—8 

6,5 

5 

2 

11 — 12 

“•5 

J 5 

4 + 2 

9—14 

lr >5 

7 

2 

13—14 

*3>5 






Si ha 


/ = 


76 — 55 
14 * 


21 

9 « 


— 0,21 . 


Per determinare I,, non conviene calcolare separatamente 
Mi ed M 2 , ma servirsi della (10), usando i segni + e — nelle suc¬ 
cession! dei numeri r<* , s<* ed s',-* come abbiamo specificato a pro- 
posito di detta formula. Infatti si ha 


r<* 

Si* 

sV 

7 

S,* 

sV 

- 2 

+ i>5 

1 3 > 5 

— 8 

+ 6,5 

8.5 

- 2 

+ *»5 

T 3»5 

+ 8 

”,5 

— 3,5 

T 2 

3,5 

11 >5 

+ 8 

11,5 

“ 3,5 

— 4,5 

+ 3,5 

XT ,5 

XI »5 

+11,5 

— 3,5 

=F 4,5 

6,5 

8,5 

n,5 

+ n.5 

— 3,5 

— 8 

+ 6,5 

8,5 

*3 >5 

+ 11,5 

— 3,5 

— 8 

+ 6,5 

8,5 

*3,5 

+ 11.5 

— 3,5 


e il doppio della somma algebrica dei termini con segno e 69, 
risultato che si sarebbe pure ottenuto eseguendo la differenza tra 
Afj, = 90 ed Mi = 2i, ottenuti eseguendo 


14 

2 


14 

e 2 

•=i 


s 7 


14 

= 2 
t=i 


r ,-* + Si * — (n + 1) 


Si ha pertanto 


/,= 


21 

69 


= 0,30 . 




CORRADO GINI 


Sulla determinazione deirindice di cograduazione 


Nella nota che precede, il Dott. Salvemini ha esaminato e lo- 
gicamcnte risolto una difficolta pratica che si presenta nel calcolo 
deirindice di cograduazione quando alcuni termini delle serie 
poste in relazione presentano lo stesso valore. 

La difficolta naturalmente non riesce nuova a chi ha proposto 
e largamente applicato l’indice in parola, ed effettivamente cssa 
si presenta di frequente. Essa fu pero sempre superata domandando 
ai dati una migliore approssimazione, col procedere al calcolo di 
decimali o di ulteriori decimali. Questa 6 certo la via maestra da 
seguire ogni qualvolta si possa. £ possibile, per esempio, seguirla 
nel primo degli esempi dati dal Salvemini, in cui si pongono in 
relazione le percentuali di alfabetismo tra i maschi di oltre 6 anni 
dei vari compartimenti italiani nel 1871 e nel 1921. Nelle colonnc 1 
e 2 della tavola I, a pagina 43, sono indicate le percentuali 
fino al 2° decimale, sufficienti per eliminare ogni incertezza nella 
graduatoria, e, nelle colonne 3 e 4, le rispettive graduatorie. 
L’indice di cograduazione esatto, che se ne deduce, risulta I — 0.906. 
II Salvemini otteneva invece I f = 0.918. 

Non sempre pero si pud adottare la soluzione sopra accen- 
nata, sia che non si conoscano i dati originari che permetterebbero 
di calcolare con la voluta approssimazione i termini delle serie, 
come avviene spesso quando si tratta di dati ric.avati da documenti 
di archivio, sia che i termini della serie siano veramente identici, 
come quando si tratta di determinare la cograduazione tra il nu- 
mero dei figli di certe persone e quello dei loro padri. £ pero da av- 
vertire che l’uso deirindice di cograduazione e in tali casi meno 
raccomandabile ; detto indice risponde infatti meglio alio scopo 
quando vi sia una netta graduatoria dei valori delle due serie; 
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quando invece parecchi valori di queste sieno identici, pare pre- 
feribile ricorrere agli indici di correlazione. 

Ragioni pratiche — quali la maggiore. comodita di calcolo 
dell'indice di cograduazione o l'opportunita di eseguire confronti 
con indici simili gia calcolati per altre serie — possono consigliare 
non di meno, anche in tali casi, il calcolo dell'indice di cogra¬ 
duazione, e allora appare consigliabile il procedimento proposto 
dal Salvemini, che consiste neirattribuire ai termini uguali di una 
serie lo stesso posto di graduatoria, uguale alia media aritmetica 
dei posti che essi occupano, e nel ragguagliare poi il numeratore 
dell’indice cosi ottenuto al suo massimo relativo. 

Una soluzione alternativa, che conviene prendere in consi- 
derazione, c quella di calcolare i due valori che l’indice di cogradua¬ 
zione assumerebbe qualora i termini delle due serie che sono uguali 
tra loro differissero nel senso della massima cograduazione, o in¬ 
vece della massima contrograduazione, e prendere poi, dei due 
valori dell’indice cosl ottenuti, una media appropriata (i). 

Nelle colonne 5 e 6 della tavola I sono indicate — per il primo 
esempio portato dal Salvemini — le graduatorie nella prima ipo- 


(1) Il dott. Salvemini mi fa osservare che la media aritmetica I A , dei 
due valori suddetti, coincide spesse volte con 1*indice di cograduazione 
assoluto di cui alia sua nota. 

Precisamente, nei 12 esempi considerati alia tavola III a pag. 45, si 
ha in sette casi V = I A , in due V > I A e in tre V < I A . 

In efletti, se A e B sono due termini corrispondenti nelle due serie e 
con a', a n e b' f b n indichiamo le coppie di numeri che esprimono i posti 
assegnati ad A e B in modo che la cograduazione sia massima e rispet- 
tivamente minima (come si £ precedentemente specificato) avremo /' = I A 
quando i numeri che esprimono i posti secondo il metodo del Salvemini 
siano 


(1) 


<*m 


a' + a" . b' + b" 

e b m — 1 


e inoltre sia 
(2) 


I a n 


\a' — b'\ + \a" — b" | 
2 


Le (1) non sempre si verificano quando a termini uguali nella prima 
serie corrispondono pure termini uguali nella seconda. 

Nella (2), il primo membro £ minore del secondo quando le differenze 
a f — b ' e a" — b n sono di segno contrario. 

E pertanto pud essere /' ^ I a . 
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tesi e nelle colonne 7 e 8 le graduatorie rispettive nella seconda 
ipotesi. Gli indici di cograduazione risultano rispettivamente 
Im — 0,921 e I m — 0,828. La loro media aritmetica risulta 
I A = 0,874 ; inferiore al valore I r = 0,918 ottenuto col metodo 
del Salvemini e anche al valore esatto I — 0,906. 


Tavola I 


N. d’ordine 

COMPARTIMENTI 

Percentuale 

esatta 

di alfabetl 

Graduatorie se¬ 
condo 1’intensity 

crescente 

Graduatorie per 
ottenerc la mas- 
sima cogradua¬ 
zione del valori 
approssimati 

Graduatorie per 
ottenerc la mi¬ 
nima cogradua¬ 
zione dei valori 
approssimati 

nel 1871 

M) 

(1) 

nel 1921 
(B) 

(2) 

di A 

( 3 ) 

di B 

( 4 ) 

di A 

( 5 ) 

di B 

(6) 

di A 

< 7 ) 

di B 

(8) 

I 

Sardegna .... 

19,25 

55,99 

2 

5 

2 

5 

I 

5 

2 

Basilicata .... 

19,15 

52,18 

I 

1 

I 

I 

2 

2 

3 

Sicilia. 

20,72 

53,76 

3 

3 

4 

3 

4 

3 

4 

Calabria .... 

20,98 

52,22 

4 

2 

3 

2 

5 

1 

5 

Puglie. 

21 ,26 

54,44 

5 

4 

5 

4 

3 

4 

6 

Abruzzi. 

23,71 

61,74 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

7 

Umbria. 

25.84 

68,55 

7 

8 

7 

8 

7 

8 

8 

Campania .... 

27,09 

63,71 

8 

7 

8 

7 

9 

7 

9 

Marche. 

27,20 

71,33 

9 

9 

9 

9 

8 

9 

10 

Emilia. 

33,33 

81,20 

IO 

12 

IO 

12 

10 

12 

II 

Toscana .... 

* 38,53 

75,86 

12 

10 

II 

10 

12 

10 

12 

Lazio. 

37,92 

78,72 

11 

11 

12 

11 

11 

11 

13 

Veneto. 

4^,3 6 l 87,62 

13 

13 

13 

13 

13 I 

13 

14 

Liguria. 

5i »5 6 

91,65 

14 

H 

14 

14 

14 1 

15 

15 

Lombardia . . . 

59,30 

92,04 

15 

15 

I 5 

15 

15 


16 

Piemonte .... 

66.55 

94,25 

16 

16 

16 1 

16 

16 ' 

16 





/ - 

0,906 

'a f = 

0,921 


0,828 


(*) La cifra 38,53 6 stata erroneamente approssimata, nella fonte cui 
il Salvemini ha attinto, al valore 38 invece che al valore 39. 


Nella tavola II, 6 eseguito un calcolo analogo per il secondo 
esempio dato dal Salvemini: risulta Im — 0,388 e I m = 0,020. 
La loro media aritmetica risulta I a — 0,204 > P ure inferiore al 
valore I, = 0,300 ottenuto col metodo proposto dal Salvemini. 

Nella tavola III, a pagina 45, sono indicati, per 11 altre 
serie, oltre che per quelle relative al primo esempio, i valori 
esatti di I, calcolati con dati sufficientemente approssimati per 
eliminare le incertezze delle graduatorie, e, d’altra parte, i valori 
di I,, ottenuti col metodo proposto dal Salvemini, del pari che 
quelli di Im e di /«, e inline le rispettive medie aritmetiche I a 
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(col. 1-5), quando i dati vengono arrotondati come e indicato 
nelle note rispettive. 

Nelle colonne 7-10, sono indicate le differenze tra i valori 
esatti di I e i valori rispettivi di I,, Im, Im e I a , nonche le somme 
aritmetiche e algebriche di tali differenze, che danno un’idea 
della maggiore o minore esattezza del metodo. Risulta che i va¬ 
lori di I, si avvicinano ai valori esatti I piu dei valori di Im e I m , 
ma un poco meno dei valori medi di I a ■ £ infatti 21 1 a — I | = 0,545, 
21 1 , — /1 = 0,595, 2 ( Im—I ) = 0,914, 2 (/* — /) = — 1,220. 


Tavola II 


Graduatorie 


per ottenere I r 

per ottenere I^ 


per ottenere J m 


h) 

(2) 

1 (3) 

(4) 


1 (5) 

(*) 


2 

| 6, 5 

1 
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Un perfezionamentodel metodo suesposto potrebbe essere quello 
di adottare una media ponderata invecc di una media semplice. 
Pare naturale di ammettere che, quando la cograduazione o 
contrograduazione tra due serie sia forte, sia da attendersi che i 
termini della serie, che in prima approssimazione risultano uguali 
tra loro, in realty differiscano nel senso di una forte cograduazione 
o rispettivamente di una forte contrograduazione, e viceversa che, 
quando la cograduazione o contrograduazione tra due serie sia 
debole o nulla, sia da attendersi che i detti termini della serie in 
realt 4 differiscano nel senso di una cograduazione, o rispettiva¬ 
mente di una contrograduazione, debole 0 nulla. In altre parole, 
potremo dire che, qualora fossero noti i valori esatti dei termini 
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S |/,— /| = + 0,595 L |/^ — /| * + 0,545 2 \I H —I I = + 0,433 

(1) (2) Vedansi le note a pag. seguente. I valori di questa tavola, come quelli delle precedenti, sono stati calcolati dal 
Dott. T. Salvemini e dal Dott. A. Pratelli, assistenti all’Istituto di Statistica della R. Universita di Roma. 
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Note della Tavola III 

(1) Gli indici di questa tavola si riferiscono alia cograduazione delle 
serie qui sotto indicate : 

N. i : Vedi esempio I di Salvemini e tavola I di questo articolo. 

N. 2 : Serie dei numeri indici dei vaglia cambiari gratuiti emessi dalla 
Banca d’Italia nei dodici raesi del 1903 . e delle medie mensili di tali nu¬ 
meri del decennio successivo. Da R. Bachi, Le fluttuazioni stagionali nella 
vita economica italiana, in « Annali di Statistica », Serie V, Vol. 9, Roma, 
1919, pag. 18. L’indice I £ stato calcolato tenendo conto di due cifre deci- 
mali oltre la percentuale, mentre rindice I r (e quindi anche Im e I m ) & 
stato calcolato trascurando tali cifre decimali. 

N. 3 : Serie dei numeri indici mensili dei medesimi vaglia emessi nel 
1904 e nel 1906. Da R. Bachi, Op, cit., pag. 18. Per il calcolo degli in¬ 
dici 1 e It valgono le avvertenze di cui al N. 2 . 

N. 4 : Serie dei numeri indici mensili delle merci sbarcate da navi 
e dei carri ferroviari caricati nel porto di Genova nel 1912. Cfr. R. Bachi, 
Op. cit., pag. 177. Per il calcolo di I f e stata trascurata Y ultima cifra 
decimale. 

N. 5 : Serie dei rapporti percentuali tra il valorc nominale ed il va- 
lore di borsa delle azioni per i dodici mesi degli anni 1911 e 1912. Cfr. 
R. Bachi, Op. cit., pag. 102. I f & stato calcolato trascurando i due decimali. 

N. 6 : Serie dei numeri indici mensili dei prezzi all’ingrosso dei pro 
dotti nazionali e dei prodotti di importazione nel 1933. Cfr. Annuario 
Statistico Italiano , Roma, 1934-xn, pag. 133. Per il calcolo di I r sono stati 
trascurati due decimali. 

N. 7 : Serie delle quantita delle merci importate mensilmente da 
Ventimiglia e da Modane nell’anno finanziario 1929-30. Cfr. Annuario 
Statistico Italiano , Roma, 1931-ix, pag. 345. 1 e stato calcolato basandosi 
sulle centinaia di tonnellate ; I f e stato invece calcolato basandosi sulle 
migliaia di tonnellate. 

N. 8 : Serie dei numeri indici mensili dei prezzi all'ingrosso delle der- 
rate alimentari vegetali e animali del 1933. Cfr. Annuario Statistico Ita¬ 
liano, 1934-xn, pag. 133. It £ stato calcolato trascurando i due decimali. 

N. 9 : Serie dei numeri dei disoccupati delle industrie estrattive e 
delle industrie che utilizzano i metalli per i dodici mesi del 1930. Cfr. An - 
nuario Statistico Italiano , 1931-ix, pag. 230. I r e stato calcolato arroton- 
dando i numeri al migliaio. 

N. 10 : Serie dei numeri indici del costo della vita per le citta di Prato, 
Siena, Ascoli Piceno, Pesaro, Perugia, Terni, Roma, Aquila, Napoli, Bari, 
Taranto, Potenza, Catania, Palermo, Cagliari, negli anni 1927 e 1928. Cfr. 
Annuario Statistico Italiano , 1931-ix, pag. 251. I f £ stato calcolato trascu¬ 
rando i due decimali della percentuale. 

N. 11 : Serie dei numeri indici dei prezzi del capitolo alimentazione 
nelle citt& di Alessandria, Biella, Torino, Genova, Savona, Spezia, Ber¬ 
gamo, Brescia, Cremona, Mantova, Milano, Padova, Treviso, Udine, Ve¬ 
nezia, per gli anni 1927 e 1928. Cfr. Annuario Statistico Italiano , 1931-ix, 
pag. 253. Per il calcolo di I f sono stati trascurati i due decimali, come 
al N. 16. 

N. 12 : Serie dei valori complessivi, riportati a lire attuali, negli anni 
dal 1913 al 1927, per il commercio di importazione e di esportazione. Cfr. 
Annuario Statistico Italiano , 1931-ix, pag. 269. Nel calcolo di I r i valori 
sono stati arrotondati al miliardo. 

(2) Alle differenze tra gli indici delle colonne 1-6 si sostituiscono le 
differenze tra i valori assoluti degli stessi indici quando entrambi i termini 
sono negativi. 
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che in priraa approssimazione risultano uguali, sarebbe da at- 
tendersi che il valore esatto dell’indice di cograduazione I fosse 
tanto pift lontano da I A e tanto piu vicino ad Im, quanto piii & 
elevato il suo valore assoluto | / 1 . In altre parole, sarebbe da 
attendersi che, col crescere di 1 1 |, cresca la differenza relativa 

m t i Ia\ 

I IM Im I 


dove & da prendersi il segno — o invece il segno + a seconda che I e 
dello stesso segno o di segno contrario di I A . 

Se si ammette che il valore di tale differenza relativa varii 
proporzionalmente al valore di | /1 , sara da attendersi 


ossia 


\L\j\Ja\ 

I \\ IM —I m \ 


(I) 


Qualora i valori di 1 m e e quindi il valore di 1 A , si siano 
determinati per n serie, per cui sia possibile determinare anche il 
valore di I, si potra ricavare un valore medio di h dalla formula 


S |/H-2 ^\I A 

1 i __ 

2 | / | |/*/ — I m \ 


Per le 12 serie della tab. Ill, risulta 


zm = 5.823 


1 


n 


2 + \I A I = — 5,584 


n 

2 1 1 
1 


Im — /,» 


1.039 


h = 


5,823 — 5,584 


1.039 


0,230 



48 


In base a tale valore di h, e possibile calcolare, per ognuna delle 
12 serie, un valore In il quale, qualora la formula fosse esatta 
nei singoli casi, dovrebbe riprodurre I e che in realty si stacca 
piii o meno da I quanto meno la formula (i) b esatta. Per esem- 
pio, per la penultima serie si trova 

_ In — 0,5 80 

°’“ 3 I H (0,679 — 0,482) 

da cui 

In — 0,608 

che si avvicina al valore esatto I = 0,625 piu di quanto non si 
avvicinino i valori di I, = 0,657 e I A — 0,580. 

Nella col. (6) della tab. Ill sono indicati i valori di In calco- 
lati per ognuna delle 12 serie e nella col. (n), sono indicate le 
rispettive differenze dal valore esatto I. Risulta che, sia la somma 
algebrica di tali differenze (=0,037), sia la loro somma arit- 
metica (=0,433), sono notevolmente minori di quelle ottenute 
per I, (rispettivamente, = 0,511 e = 0,595) e per I A (rispettiva- 
mente, = —0,155 e =0,545). 

II criterio sopra proposto e un criterio plausibile, ma, in fondo, 
empirico, e noi non vogliamo attribuirgli un valore eccessivo; 
in ogni modo, pero, constatiamo che, con esso, si ottiene un sen- 
sibile miglioramento nelle approssimazioni. 

Sarebbe opportuno determinare il valore di h per un numero 
maggiore di serie. 

Determinate il valore di h per un numero sufficiente di serie, 
per cui b noto il valore di I, si puo pensare di applicarlo ad altre 
serie per cui il valore di I b ignoto. Per esempio, si puo passare 
ad applicare il valore h = 0,230, trovato per le 12 serie della 
tab. Ill al secondo esempio del Salvemini. Si trova 

_ I H — 0,286 
0,230 - - /h ( 0 3 g 8 _ 0>020 ) 

da cui 

Ih = 0,312 

E, in conclusione, riteniamo che, in pratica, quando le serie 
poste in relazione presentano termini di valore uguale, sia con- 
sigliabile di determinare i valori di I a e di I H parallelamente al 
valore di I,. 



C. H. BOISSEVAIN 


Distribution of abilities depending upon two or 
more independent factors 


It is generally admitted that man's physical attributes, as 
body height or thoracic measurements, show a binomial distri¬ 
bution and the same is probably true for the simplest mental 
attributes such as are measured by the Binet-Simon tests. There 
exists, however, an increasing amount of evidence that a number 
of human attributes, skills and abilities show an entirely different 
type of distribution. The Pareto distribution of income has 
been found in all stable societies, and it has been much debated 
whether this distribution reflects a similar distribution of income- 
producing ability or some other factor. Carl Snyder ( 1 ) has 
suggested that the Pareto curve is a general expression for prac¬ 
tically every kind of highly specialized ability. H. T. Davis ( 2 ) 
has pointed out that scientific ability and executive ability follow 
the Pareto pattern. The marks obtained by candidates for mathe¬ 
matical honors in Cambridge ( 3 ) show the Pareto distribution. 

It is the purpose of the present paper to show that these 
abnormal distributions may be derived from the simple binomial 
distribution by assuming that certain abilities or skills are the 
result of the interaction of two independent factors, each of which 
has a binomial distribution. The ability to play baseball or bil¬ 
liards, for instance, depends upon both eyesight and muscular 
coordination, and there is no reason te believe that these two 
qualities are usually linked in inheritance. The frequency of 
different degrees of muscular coordination and acuity of vision 
vary independently along the binomial curve, and the distribution 
of the resulting athletic ability is the result of the interaction of 
these two factors. Similarly, the ability to sing depends upon 
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sense of pitch, sense of loudness, sense of rhythm, musical memory, 
and conformation of mouth and larynx. While some of these 
qualities may be inherited together, there is much reason to 
believe that this is not the case for all of them. In general we 
can say that most human accomplishments depend upon at least 
two factors, and often upon more than two. It is necessary to 
have both intelligence and energy to excel in any profession. 
A man of great intelligence, but at the same time extremely lazy 
is unlikely to accomplish anything worth while, and the same is 
true of the man of great energy but of low intelligence. 

If a simple physical attribute like eyesight or muscular coor¬ 
dination is graduated according to the classmarks 0-1-2- . n, 

the frequency of each class is given by the binomial coefficients n C r . 
We may assume that the classmark for the ability of an individual 
to play baseball or billiards is given by the product of the class- 
marks for each of the separate factors (eyesight and muscular 
coordination) that are essential for the development of such 
skill. Adoption of the product rather than of the sum for this 
purpose represents the fact that a man with excellent eyesight 
but very poor muscular coordination will undoubtedly be inferior 
as a baseball player to a man with average eyesight and average 
muscular coordination. In other professions, a man with great 
energy and very low intelligence may be inferior to a man of average 
intelligence and energy. 

If the classmark for baseball ability is n x n 2 when n x is the 
classmark for eyesight and n 2 that for muscular coordination, 
we can form n classes by dividing the range from 0 to n 2 in n equal 
intervals and giving them the classmarks 0 to n — 1. If the num¬ 
ber of individuals with the classmark r x for eyesight be n C fl , the 
number of those individuals having the classmark r 2 for muscular 


coordination is 


nCf^ X »Cf 2 


By forming the sums of all such 


products for which r x r 2 falls between 0 and n, n and 2 n , etc. the 
number of individuals in each of these classes of baseball ability 
is found. 


By repeating this process the distribution can be found 
that may be expected for skills depending upon more than two 
factors. The frequencies to be expected for skills depending 
upon 2, 3 and 4 independent factors were computed, using the 
binomial coefficients for n = 15. (Table 1). The distribution for 
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Table i. — Binomial distribution computed for i, 2, 3 and 4 
independent factors . 

. (w = 15) 


Classmarks 

One factor 

two factors 

three factors 

four factors 

O 

1 

1 

264.1748 

7,913.4647 

25,154.8971 

I 

*5 

3,276.5144 

14*953-3004 

6,587.7740 

2 

105 

7,377-4345 

7,270.92 5 2 

913.2319 

3 

455 

9,135-27X3 

2,180.8799 

93-4260 

4 

1365 

6,952.8044 

354-3069 

16.9316 

5 

3003 

4,149-195I 

81.7110 

I.5262 

6 

5005 

959-6597 

IO.9779 

.1880 

7 

6435 

510.9387 

2.225! 

.0208 

8 

6435 | 

1x8.91015 

.1717 

.OO39 

9 

5«>5 

17-99*4 

.0319 

.0005 

10 

3003 

4.2490 

.0047 

.OOOI 

11 

1365 

.7808 

.0005 

.000009 

12 

455 

• 1025 

.OOOO 5 

.OOOOOI 3 

13 

105 

.0078 

.OOOOOO 3 

.00000003 

14 

15 

OOOQ4 

.OOOOOOOOI 

.OOOOOOOOI 

1 5 

Total : 

X 

3-5,768 

32,767.9999 

32,767.9999 

32,768.0001 


two factors, using the binomial coefficients for n = 30 was also 
computed. The type of distribution and the resulting curve 
show no important differences from those calculated for n = 15, 
and as these computations are very laborious, involving figures 
with 18 digits, they were not carried any further. (Table 2). 

The compound binomial distribution, depending upon two 
or more independent binomial distributions, shows two important 
changes from the simple binomial distribution. The number 
of individuals in the modal class is increased with each successive 
combination, and the modal class is shifted to the lower classmarks. 
In the binomial distribution for n — 15, the classmarks 7 and 8 
represent the modal class with 6,435 individuals in each. For the 
compound binomial distribution, involving two factors, the class- 
mark of the modal class is 3 and the number of individuals in it 
9,135 ; for three factors these figures are 1 and 14,953, and for 
four factors o and 25,155. 

If a skill depends upon two factors, the modal class represents 
a fairly low degree of skill, with considerable numbers in the lo¬ 
west classes. On the other hand, the number of individuals 
per class falls off rapidly for the higher degrees of skill. The 
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Table 2. - Binomial distribution for 1 and 2 independent factors 
{n = 30). 

one factor two factors 


Total 


I 

1,279.4221 

30 

174,624.3775 

435 

3,654,903.5m 

4,060 

24,326,119.9773 

27.405 

70,701,531.8137 

142,506 

155,057,078.0873 

593.775 

236 , 621 , 834.0348 

2,035,800 

5.852,925 

2l4,848,862.8yI2 

140,522,026.2066 

14,307,150 

111,118,914.8846 

30,045,015 

69,513,340.7297 

54,627,300 

29,961,943.4580 

86,493,225 

10,216,894.5610 

119 . 759,850 

5,597,645-7351 

145,422,675 

883,078.3236 

I55,H7,520 

383,478.6169 

145,422,675 

135,668.7953 

219 , 759,850 

i 6 , 354.0495 

86,493,225 

54,627,300 

4,671.18x7 

1,486.6199 

30,045,015 

70.1868 

14.307,150 

13-7521 

5,852,925 

2.3758 

2,035,800 

•3570 

593,775 

.0458 

142,506 

.OO49 

27,405 

.0004 

4,060 

.00003 

435 

.0000009 

30 

.OOOOOOOOI 

I 

1,073,741.824 

Total 1,073,741,823.9997 


number in the lowest class is 1/40th of the number in the modal 
class, but the number in the highest class is only i/ioo,ooo,oooth 
of the mode. In other words, we can expect the supreme type 
of ball player or billiards player to occur only once in a century, 
while players, of very little ability must be fairly common. 

Unfortunately we do not possess reliable data on the distri¬ 
bution of athletic ability. H. T. Davis ( 4 ) has collected some 
data on the average number of billiards per 50 innings made by 
members of the faculty of the University of Indiana. These 
data agree fairly well with the distribution of a skill depending 
upon two factors, but cover only a small number of players. 
They indicate, however, that the average number of billiards is 
a fair test of skill, at least in the lower and medium classes. 
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OMPOUND BINOMIAL DISTRIBUTION,COMPUTED FOR 1-4- INDEPENDENT FACTORS (tj* 

Single logarithmic ruling' 





■ 




■ 

■ 



■ 

1 


1 

■ 

■ 


1 


1 




■ 

■ 



■ 

1 


1 

■ 

M 


1 


1 




■ 

■ 



■ 



s 


M 


1 


■ 




■ 

■ 



i 

a 


1 


■ 




1 




■ 

■ 



» 

■ 


1 


■ 




1 




■ 

■ 

Si 


■ 

■ 


1 


w . 




1 




■ 

i 



■ 

■ 


1 


| 




■ 




■ 

II 



■ 

v 


s 


jj| 




■ 




■ 

N 



B 

a 


1 










■ 

■ 

I 


■ 

■ 


1 






1 




■ 

E 

II 


a 

■ 


8 




1 






■ 

1 

II 


£ 

Si 


1 






■ 




■ 

LI 

IS 


■ 

■ 


3 






■ 




1 

I 

!! 


g 

mm 

a 


1 




II 


■ 




IS 

S 

il 

S 

2 

51 

1 

1 




u 


o 

o 

Q. 

o 

o 


o 

o 

o 

oT 


o 

o 

o 


o 

o 







of persons 



Diagram 3 















53 


The frequency distribution that we have computed for a 
skill depending upon two factors shows a striking similarity to 
that of the distribution of income in the United States ( 5 ). Per - 
haps we may conclude that this reflects an ability to acquire 
income depending upon the interaction of two factors, both having 
a binomial distribution. Both these factors may represent ment al 
qualities, or one may represent a mental quality, while the other 
represents chance, the chance to be born in the right surround - 
ings, at the right time, etc. While such a chance factor may 
have some importance in the distribution of the highest incomes, 
it seems unlikely that it can be a factor in the distribution of in¬ 
comes below $ 3000, which includes 94 % of the population. 

An attempt to find a formula describing the distribution of 
wealth and income has been made by Pareto ( 6 ). According to 
this empirical formula, the distribution of income is log n = 
a — b log x where n is the number of people having an income of x 
and a and b are constants. This formula gives a fairly accurate 
representation of the distribution of the higher income classes, 
but fails completely in the lower ranges, as was realized by Pareto 
himself. The distribution of income in the United States for the 
classes of income from o to 3000 dollars is almost exactly such as 
we would expect if income production were a skill, depending 
upon two independent factors. In the higher income classes 
(including only 6 % of the population) we find a considerable 
divergence from the compound binomial distribution for two 
factors, and a closer approach to the Pareto formula. We shall 
return presently to the reason for this anomaly. 

By plotting the compound binomial frequencies on paper 
with double logarithmic ruling (on which the Pareto distribution 
forms a straight line), we find that they form a slightly curved 
line. The amount of curvature is about the same for distributions 
depending upon 2, 3 or 4 factors, but these distributions can be 
distinguished by the position of the modal class. The slope of 
the curve computed for the binomial coefficients n — 30 is some¬ 
what steeper than that for n = 15, but since the classmarks 0 — 30 
represent arbitrary values, we cannot ascribe much importance 
to this. 

If the compound binomial distribution is plotted on semi- 
logarithmic paper, the part of the graph beyond the mode appro¬ 
ximates a straight line, and in the case of. 4 factors, the entire 
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graph conies very close to a straight line. The distribution of 
abilities and skills, depending upon more than one factor appa¬ 
rently follows a simple exponential law, of the type y = a x + a 9 e~*, 
where y is the frequency of a skill of the class x. (Diagrams i and 2). 

If the data for the distribution of income in the United 
States are plotted on semi-logarithmic paper, they form very 
nearly a straight line for the low'er and medium income classes 
beyond the mode. (Diagram 3). In the higher income classes 
however, the income is much greater than it would be if the dis¬ 
tribution followed the compound binomial distribution. These 
higher income classes ($ 3000 to § 4,000,000) form a nearly straight 
line when their frequencies are plotted against the income on pa¬ 
per with a double logarithmic ruling. In other words, the reward 
in income is proportional to the degree of skill or ability for the 
94 % of our population that make up the lower and medium 
income classes, but in the higher income classes the income is 
proportional to the skill and to the scarcity of such skill. 
We have shown that the degree of ability depending upon more 
than one factor is proportional to the logarithm of the frequency 
and forms a straight line on semi-logarithmic paper. If the re¬ 
ward for a certain degree of skill becomes proportional to its 
scarcity, it must be inversely proportional to its frequency and 
form a straight line on double logarithmic paper, as is actually 
the case. The reward for exceptional skill is apparently determined 
by the law of supply and demand, and not by the degree of such 
skill, because every possessor of exceptional skill exploits its 
scarcity to the utmost, whether he be Babe Ruth, Shirley Temple, 
Henry Ford or Samuel Insull. 

If a straight line is drawn through the points representing 
the frequencies of low and medium incomes, this line intersects 
the abscisse at a point corresponding to an income of § 11,000. 
If each were rewarded strictly proportional to his merits, this 
would be the maximum income. From one point of view it may 
be argued that in an ideal society nobody should have a larger 
income than this. To accomplish this, a great deal of interference 
with the law of supply and demand would be necessary, which 
would introduce stresses that would probably make this ideal 
society quite unstable. 

In plotting the distribution of income in the United States 
for the year 1929 (7) on semi-logarithmic paper, we observe that 
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the distribution follows the compound binomial curve from 0 to 
$ 5000, instead of only to $ 3000 as in 1919. In these ten years 
the income distribution has come that much closer to a distribution 
proportional to ability. 

ABILITY TO CONTRIBUTE TO CHEMICAL LITTERATURE 
IN 10-YEAR PERIOD-1907-1916 (LOTKA) 

Double logarithmic ruling Single logarithmic ruling 



2 3 4 5 10 20 30 4050 100 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

Number of contributions Number of contributions 

Diagram 4 

Lotka ( 8 ) has counted the number of names under the letters 
A and B in the Decennial Index of Chemical Abstracts (1907-1916), 
against which appeared 1, 2, 3 etc. entries. A count (for the 
entire alphabet) was also made of the names,in the index of Auer¬ 
bach’s Geschichtstafeln der Physik, covering the entire range 
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of history up to 1900. Lotka concluded from his counts that 
the number of contributors to scientific literature varied inversely 
as the square of the number of their contributions. If we plot 
his data on semilogarithmic paper, we observe in the first place 
that the mode falls in the lowest class (one contribution), and 
that according to the theory developed in this paper the ability 
to write scientific papers depends upon 4 or more separate factors. 

ABILITY TO CONTRIBUTE TO PHYSICAL LITTERATURE 
Double logarithmic ruling Single logarithmic ruling 



Z 3 4 5 10 20 SO AO SO 100 0 5 10 15 20 2 5 SO 3 S 40 

Number of contributions Number of contributions 


Diagram 5 

For the contributions to chemical literature the points giving the 
number of contributors with i, 2, 3, 4 and 5 items against their 
name lie on a straight line, as required by the compound binomial 
distribution (Diagram 4). This includes 90 % of all contributors ; 
for the 10 % who contributed more than 5 items, the graph di¬ 
verges from a straight line and the number of contributions per 
person is larger than expected. When a paper was listed against 
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the name of more than one author, Lotka only counted the senior 
author, and it is not surprising that we find an excessive number 
of papers per contributor in the upper ranges. The output of 
346 papers in 10 years listed by Lotka against the name of Emil 
Abderhalden undoubtedly represents the work of a large group 
of collaborators. A straight line through the points representing 
the number of contributors of 1-5 items intersects the abscisse 
at 12, a not unreasonable figure for the maximum number of 
contributions that one man can make by his own unaided effort 
over a period of ten years. 

The figures for contributions to physics show a very similar 
distribution (Diagram 5) ; the points for persons contributing 1-9 
papers (including 96 % of all names) lie on a straight line, while 
a slight divergence appears in the higher ranges, doubtless due to 
the same causes as in the case of contributions listed in Chemical 
Abstracts. 

The excess of papers per contributor in the higher ranges, 
both for Chemical Abstracts and for Geschichtstafeln der Physik, 
is not large enough to form a straight line on paper with double 
logarithmic ruling. The divergence in this case is not due to the 
operation of the law of supply and demand as it was in the higher 
income classes, and there is no a priori reason why it should 
follow the same law as the income distribution. The divergence 
from the compound binomial divergence in this case is due to the 
special position of the heads of large institutions, and a function 
of the number of such institutions. 


Conclusions : The distribution of a skill or ability, depending 
on 2, 3 or 4 independent factors, each having a binomial distribu¬ 
tion was computed. It is pointed out that this type of distribu¬ 
tion gives a ready explanation for the distribution of income pro¬ 
ducing ability and of scientific ability. 
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C0RRADO GINI 


Ressemblance parentale et ressemblance fraternelle (*) 


Une des propositions fondamentales de la genetique et de la 
biometrie, que Ton trouve souvent repetee, est que le coefficient 
de correlation entre freres ou entre sceurs ( coefficient de correla¬ 
tion fraternelle) pour un caractdre qui est heritc d’apres les regies 
mendeliennes, mais qui ne presente pas de dominance, est cgal 
au coefficient de correlation entre fils et peres, ou filles et meres 
(coefficient de correlation parentale ), tandis que, lorsqu’il y a 
dominance, complete ou partielle, le coefficient de correlation 
fraternelle l'emporte sur le coefficient de correlation parentale de 
fagon que de 1’exces du premier sur le second on pourrait deduire 
le degre de dominance. On entend se referer par la a cc qui arrive 
sous rinfluence des facteurs hereditaires et de la segregation et 
recombinaison des chromatides qui se produisent d’apres les 
regies mendeliennes, en faisant abstraction de toute influence du 
milieu ainsi que de la selection naturelle, scxuelle ou reproductive 
ou d’autres influences systematiques ou accidentelles. Puisque on 
fait, en particulier, abstraction de toute selection sexuelle, on 
suppose que la population soit en regime de panmixie. 

Or, tout recemment, en examinant les differentes m^thodes 
de mesurer l’importance relative des facteurs hereditaires et non 
hereditaires en vue d’une communication au Congres International 
de Genetique d’Edimbourg < 1 2) et suivant mon habitude d'etudier 

(1) Communication presentee au II* me Congres Latin d’EugSnique, 
Bucarest, 25 30 -Septembre 1939. 

(2) La communication ay ant pour titre: The relative importance of here¬ 
ditary and non-hereditary factors in determining the heterogeneity of a gene¬ 
ration sera publie6 dans les Actes du dit Congres, et, avec quelques deve- 
loppemcnts dans la prochaine livraison des « Annals of Eugenics », Vol. X, 
Part 1. 
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les questions ex-novo, sans me pr^occuper des resultats acquis — 
sauf a en prendre connaissance ensuite — je suis parvenu & des 
conclusions qui apparemment sont totalement differentes des 
propositions sus-dites. 

Permettez-moi de saisir cette occasion pour vous presenter 
d’abord mes conclusions et vous montrer la route que j’ai suivie 
pour y arriver. Je les mettrai ensuite d’accord avec les conclusions 
deja acquises en g4netique et en biom^trie. 

* * * 

Mes conclusions sont les suivantes : 

I. La diffirence D f a attendre entre frires (difference fra- 
ternelle) est toujours infirieure, dans les hypotheses sus-exposies, 
a la diffirenqe respective D p d attendre entre parents et enfants (diffe¬ 
rence parentale). 

II. La diffirence p Af = D p — Df ne dipend pas — dans les 
hypotheses sus-exposies — de la dominance totale , partielle ou nulle 
des alleles. 

III. S\il riy a pas panmixie (les autres hypotheses demeu- 
rant invarides), la diffirence pAf augmente lorsque la probabiliti 
d f un accouplement entre parents homozygotes differents augmente 
et lorsque la probabiliti d*un accouplement entre parents hitirozy- 
gotes diminue. 

IV. S*il n'y a pas panmixie (les autres hypothises demeu- 
rant invariies), la diffirence p Af reste indipendante de la dominance 
totale , partielle ou nulle des alleles quel que soil le degri de l*homo- 
gamie ou de Vhitirogamie. 

V. On a pAf = 0, c'est-d-dire que la diffirence fraternelle 
igale la diffirence parentale , lorsque (les autres hypothises demeu- 
rant invariies) le rapport entre la probabiliti d’un accouplement 
entre parents hetirozygotes et la probabiliti d'un accouplement entre 
parents homozygotes diffirents est double du rapport qui existerait 
en rigime de panmixie. 

Je passe a la demonstration, qui est d'ailleurs extremement 
simple. 
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* * * 

A et a soient les alleles d'un certain caract&re ; p et q soient 
leurs frequences respectives. Leur distribution etant suppos^e 
faite au hasard, les probability des differents genotypes seront 
les suivantes : 


Genotypes 
A A 
A a 
a a 


Probabilites 

2 pq 


Pour un regime de panmixie, on deduit tout de suite, pour 
les difterents accouplcments, les probabilites indiquees dans le 
petit tableau ci-dessous, dans lequel nous avons ajoute les geno¬ 
types des enfants a attendre de chaque accouplement, chacun 
suivi (entre parentheses) de sa probabilite. 


Tableau I 



Couples 

Probability des couples 

F.nfants 

I 

A A A A 

r 


2 

A A A a 

4 <1 

A A (-!-) A. (-f) 

3 

a a- a a 


aa (t) (~r) 

4 

a a A a 

4 P q* 

“ ("T") Aa (t - ) 

5 

A a A a 

4 P 2 ( i l 

AA (t) Aa (-t) ™ (t) 

6 

A A a a 

- p- f 

- (^M~) 


En indiquant par D Pv Dp z , D Pa , D Pa> D p& , l) P( la difference 
parentale a attendre respectivement dans le cas du couple i, 2, 3, 
4, 5, 6 et de m£me par D, v D/ z , D, a , D tv D f& , D, n la diffe¬ 
rence fraternelle 4 attendre respectivement dans le cas du couple 
1, 2, 3, 4, 5, 6, on aura 
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Dp = p* D Pl + 4p 3 qDp 2 + q* Dp 3 + 4 p q 3 D Pi + 4 ^V D p& + 2 p* q a D Pa 
et analoguement 

D, = />* + 4 P 3 qD, 2 + q* D, 3 + 4 p q 3 D u + 4 /> s ? 2 + 2 p*q 3 D, t 

d’ou 

P A/ = p* (D Pl — -D/,) 4 p 3 q (D Pi — Z) /2 ) + <7 4 (^ 7 , — ^/ ;! ) + 

+ 4 P? {Dp, - />/,) + 4/> 2 <?= (A>,- A 5 ) + ^V -/?/„)• 

Or on voit tout de suite du tableau I que les enfants des 
couples i, 2, 3, 4 ne font que reproduire les types de leurs parents 
dans les memes proportions qu'ils se presentaient chez ceux-ci. 
Par consequent, pour les enfants de ces couples, la difference fra- 
ternelle — n’importe comment on veuille la mesurer — sera 6gale 
a la difference parentale ; cela revient a dire que Ton aura toujours : 

D Pl — I)f x ; Dp 2 = i 0f 2 ; D P:i — ; D P{ = I)f A 

et par consequent 

P A f = 4 p* q* (D p . — D, r ) + 2 p 3 q 3 (D p< , — 

Notre examen peut done etre limits aux deux derniers cou¬ 
ples 5 et 6, e'est-a-dire aux differences D Pb , D p D fb , Z)/ 6 . 

Nous prendrons, comme unite de mesure de la ressemblance, 
la difference qui passe entre le phenotype de Tindividu homo¬ 
zygote A A et le phenotype de Tindividu homozygote aa , en fai- 
sant = i l'intensite phenotypique du genotype A A et = 0 
l'intensite phenotypique du genotype aa. 

Examinons d'abord le cas extreme de dominance absolue, 
dans lequel il n’y a aucune difference entre les phenotypes de A A 
et de Aa: 

On obtiendra les resultats suivants : 

D Pa = 7t • o + 7„ • i = 0,25 D h ■■= 10 / 1(i . o + 6 /, 6 . i = o,375 

D P e = 2 A • o + 7« • i = 0,50 D /6 = '/, .0=0 

d’ou 

P A, = 7 a p 2 q 2 , 
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qui nous dit que, dans le cas de dominance absolue, la difference 
parentale depasse la difference fraternelle de 1 / 3 p 2 q' 1 . 

Passons maintenant 4 examiner l’autre cas extreme, celui 
dans lequel il n’y a aucune dominance, de fa?on que le phenotype 
heterozygote Aa est exactement intermediate entre ceux des 
homozygotes AA et aa. L’intensite phenotypiquc du genotype 
Aa sera alors = I / 3 et la difference entre Aa et A A, de meme que 
entre A a et aa, sera aussi — 1 / 2 - 

On parvient aisement, dans cc cas, aux resultats suivants : 

Dp. = Vs . V,+Vs ■ °+ 1 /* ■ Vs - 0,25 D f . = %. o + V*. Vs + V.O • I + 

H* Vs • Vs + Vi • 0 V' Vs • Vs ~b 

+ Vic - 1 + Vs • Vs v* v»-° v* 

= Vs • Vs + Vs • I * 0,375 • 
Dp,.— Vs • Vs + Vs • V* = °> 5° Dj # = 4 / i .o = o. 

D’oit egalement 


? A / = i /2 /> 2 q \ 

Les resultats no changent pas dans le cas de dominance 
partielle. 

Indiquons avec A' la difference AA — Aa et par consequent 
avec i — A la difference Aa — aa. II cst facile de verifier que les 
valeurs de D p et Df, et par consequent cellede^A/, nechangent 
pas avec les variations de A. On trouve cn effet 

Dp s = V< A + Vs • 0 + V< (* — A) = 0,25; -D/ 5 — Vis • ° + Vs • A + V:is-I + 

+ Vs A -f ] / 4 .o + Vs(i-A) + 

+ Vic - 1 + Vs( I_ A) + Vis-0 + 

= ’A A 4- V 4 (1—A) + Vs • 1 = 0,375 

*>* = Vs A + Vs (I — A) = 0,50 = 4 /„ = 0. 

Les deux hypotheses de dominance complete ou d’absolue 
interm Sdiarite, considerees d’abord, rentrent comme deux cas 
particuliers dans le schema sus-expos£, correspondant aux valeurs 
A — 1, A = 1/2. On aurait A = — 1 dans le cas que aa fut le 
genotype dominant et A A le genotype recessif. 

Nos deux premieres propositions sont done demontrdes. 
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* * * 

Remarquons maintenant que 

D h < D fa D P« > D t« ■ 

S’il y a done homogamie qui accentue la probability des cou¬ 
ples homogames 5 ou diminue la probability des couples hetyro- 
games 6 en comparaison de ce qui se passerait en rygime de pan- 
mixie, la difference *,A/ se reduit et peut mSme faire place a une 
supyriorite des differences fraternelles. 

La probability des autres accouplements est tout a fait indif- 
fyrente pour notre question, car, pour leurs enfants, les diffyrences 
fraternelles ou parentales sont lesmemes, ainsi que nous l’avons vu. 

Mais il est a remarquer qu’en tout cas la difference ne dypend 
pas — a egalitd d’homogamie ou d’heterogamie — du degre de domi¬ 
nance, car les valeurs de D P , , D P(j , D f _ , D f( . sont indypendantes 
de K. Par consyquent, aussi la valeur P A/ est independante de K, 
quels que soient les poids employes, poids qui correspondent a 
la probability des couples 5 et 6 et dypendent du degry d’homoga¬ 
mie ou d’heterogamie. 

Aussi nos propositions III et IV sont de la sorte dymontrees. 

* * * 

II est tr6s facile de determiner quel doit etre le rapport entre 
la probability des deux couples 5 et 6 afin que la difference paren- 
tale ygale la difference fraternelle, e’est-a-dire que l’on ait 
Dp — D/, P A/ — 0. En appelant / 5 la frequence du couple 5 et 
/ 6 la frequence du couple 6, 1’egality suivante devra etre ryalisee: 

0,25 f 6 + 0,50 / 6 = 0,375 /» + <>•/« 

d'ou 



Dans le cas de panmixie, on aurait, au contraire 

h 

A 2^>v 


= 2 . 
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Le rapport entre la probability d'un accouplement homogame 
entre deux hytyrozygotes et la probability d'un accouplement 
.hytyrogame entre deux homozygotes diffyrents doit done etre 
double du rapport qui existerait en rygime de panmixie, afin que 
la diffyrence parentale ygale la diffyrence fraternelle. 

Avec cela, aussi notre derniyre proposition est dymontrye. 


* * * 


Passons k expliquer l’apparente contradiction entre les con¬ 
clusions auxquelles nous sommes parvenus et celles genyralement 
re9ues en gynetique et biomytrie, qu’il est opportun de preciser 
de la fa$on suivante. 


i. Le coefficient de correlation entre freres est 6gal, en regime 
de 'panmixie, au coefficient de correlation entre parents et enfants 
s’il n’y a pas de dominance entre les allhles : il est dans les deux 
cas = Vs- 


2. Le coefficient de correlation parentale est superieur, en regime 
de panmixie, au coefficient de correlation fraternelle s’il y a domi¬ 
nance. Dans le cas particulier de dominance absolue, on obtient, 


pour le premier, 


q 

i + q 


et, pour le second 



q 

i + q 



La dynionstration de ces propositions est attribuye k W. Wein¬ 
berg (1909) <">; mais elle n’est pas considyrye satisfaisante par 
tout le monde. J’ai juge utile, par consyquent, d’en entreprendre 
la demonstration 4 nouveau. Elle aussi, d’ailleurs, est extreme- 
ment simple. 


* * * 

Reprenons dans ce but le petit tableau a la page 61, qui donne 
la probability des diffyrents couples en regime de panmixie, 
ainsi que la probability des divers gynotypes dans les enfants. 
On en dyduit, pour les relations entre parents et enfants et 


(r) Ueber Vererbungsgesetze beint Menschen, « Zeitschrift fur induktive 
Abstammungs- und Vererbungslehre », 1909, Band I, Hefte 4, n. 5 ; Band II, 
Heft 4. 
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pour les relations entre fr&res, les combinaisons indiquees au 
tableau II. 

Voyons ce que nous dit ce tableau. Considerons, par exemple, 
le couple i dans lequel les deux parents ont le genotype A A (col. 2) 
et qui a une probability p* (col. 3). II donne lieu k des enfants 
qui ont tous le genotype A A ; par consequent, il n’y a qu’une 
combinaison (AA AA), soit entre freres (col. 10), soit entre enfants 
et parents (col. 4), dont la' probability sera par consequent = p*. 
Considerons, au contraire, le couple 4 dans lequel un parent a le 
genotype aa et l’autre parent le genotype Aa et qui a une proba¬ 
bility 4 p q 3 . II donne lieu (avec la meme probability = 1/2) k des 
enfants ayant les genotypes Aa ou aa (cf. tableau I 4 page 61); 
trois combinaisons sont done possibles soit entre freres (col. 12, 13 
et 14), soit entre parents et enfants (col. 6, 7 et 8), ce sont 
les combinaisons aa aa, aa Aa, A a A a, dont les probabilites respec- 
tives sont p'q 3 , 2 p q 3 , p q 3 . Dans ce cas, les memes combinaisons, 
avec les memes probabilites, sont possibles, soit entre freres, soit 
entre parents et enfants. Considerons, au contraire, le couple 6, 
dans lequel un des parents a le genotype A A et l’autre le geno¬ 
type aa et dont la probability est 2 p 2 q 2 . Dans ce cas, tous les en¬ 
fants auront le genotype A a ; les combinaisons entre freres seront 
par consequent toutes de la classe Aa Aa, qui aura une probability 
2 p 2 q 2 (col. 14), mais entre parents et enfants il y aura au contraire 
deux combinaisons, AA Aa et aa Aa (col. 5 et 7), dont chacune 
a une probability p 2 q 2 . 

En se rappelant qu'au phenotype A A correspond la valeur 
= 1, au phenotype aa la valeur = 0, et au phenotype Aa la 
valeur = 1 dans le cas de dominance absolue et = 1/2 dans le 
cas d’intermediarite, on obtient, pour la correlation parentale et 
fraternelle dans les deux cas, les tables de correlation III, IV, 
V, VI. 

Pour obtenir la valeur du coefficient de correlation, il con- 
vient d’appliquer, dans ces cas, la formule 


2 X Y 


- M, My 


r — 


Ox Oy 


ou I et Y indiquent les valeurs des deux variables, M x et M y 
leurs moyennes respectives et a x u/leurs ecarts quadratiques moyens 
respectifs. 



Tableau II 
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Son application est facilitee, dans nos cas, du fait qu’il est 

n — i 
M x = M y 

G X = Gy . 

Consid6rons d’abord le cas de dominance absolue (tableaux III 
et IV). 


Tableau III 

Correlation parentale dans le cas de dominance absolue 


I 

o 


I 

i q 2 P q 2 1 pq 2 

I — q * 

0 

pq a 

I q 3 

q 2 

1 ' I—1 q 1 1 

Correlation fraternelle dans le cas de doj 

i 

Tableau IV 

FINANCE ABSOLUE 


I 

o 


i 

i — ? 2 —/>? 2 + 

4 

p f . — lp2q2 

i — 

o 

p q 2 —\ P 2 q 2 

4 

q*+\p*q 2 

4 



* ?* 


I 


Pour les deux tableaux,, il est 

M x = i — q"' = M y 

ox = = Gy ■ 

Pour le tableau III, le num 4 rateur est 

h p m= i q 2 p q 1 (i — q 2 ) 2 = q s (i — q) 

d’ou la valeur du coefficient de correlation parentale 

r «)= —q) = q (i — q) __ _ q 

* q* (i — q 2 ) (i — q) (i + q) i .+ ? 
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Pour le tableau IV, le numdrateur est, au contraire, 

H,W=H P W -f—— p 2 q 2 

4 

d’oil la valeur du coefficient de correlation fraternelle 


q* (i — q) + P 2 q 2 q (* — q)+ — P (i — q) 

T) ' ? (i — ? 2 )~ ~ (I — q) (i + q) 

qui peut etre 4 crit aussi 


r,^ = 


4 ' (: 


i + q 


+ 


t) 


q + ±.p 

4 

i + ? 


La difference entre le coefficient de correlation parentale et 
celle de correlation fraternelle dans le cas de dominance absolue 
est done 


par 




\d] 


Yp 


(<*) = . 


4 (i + q) 


Passons maintenant a consid£rer. le cas d’intermediarite. 


Tableau V 


Correlation parentale dans le cas d'intermediarit£ 



I 

*t * 1 

o 


I 

P Z 

1 p 1 q 

— 

| a 2 

l/2 

\ P' l <i i 

P 9 ! 

p q * 

_I 

O | 

1 ~ 1 

pq * 

q* 

1 


r 

2pq 

<7 a 

i 


Tableau VI 

Correlation fraternelle dans le cas d’intermediarite 



I 

1/2 

O 


l 

p3 I £2 ^2 

4 

.ptq-L p* ? 

\p 2 q 2 

4 

p % 

l/2 

p2 q - p2 q2 

2 

pq + p - 2 ? 2 


2 P q 

O 

\p 2 q 2 

4 


q 3 + ipt q i 

q* 


p 2 

2 pq 

q 2 

i 
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II est, soit pour le tableau V que pour le tableau VI, 

M x = M y — p 2 -f 2 p q • 1/2 =• p 

Ox = Oy = j/ P* q 2 + 2 P q ^ *- P j + y 2 

qui, utilisant l’ 4 galit 6 

se r^duit & 

— V Pi — „ 

\ T ~ ay 

D’autre part, dans le cas du tableau V, le num&rateur est 


H P M=P*. 1 +2p*q.'l 2 + Pq.'U — p*^ 

' = />* + P* q + l U Pi — P 2 = V* Pi . 

d’ou la valeur du coefficient de correlation parentale 


Dans le cas du tableau VI, le numerateur est 


= HP + — p* q* . 1 - 2 . -4- p* q 2 . ~ + p 2 q 2 . 


I 

T 


c’est- 4 -dire, 


/•> = H/K 


d’ou la valeur du coefficient de correlation fraternelle 


r/« = 


V« P_q _ l 
V* P 1 


C’est, done, 

= r f f<) — r p M = 0 , 

c’est- 4 -dire que ; dans le cas d’intermediarite, il n'y a pas de diffe¬ 
rence entre le coefficient de correlation fraternelle et le coefficient 
de correlation parentale. 

Les formules generates pour le coefficient de correlation fra-, 
temelle et parentale, valables quel que soit le degre de domi- 
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nance, sont assez compliquees <*>, mais la difference entre les deux 
coefficients peut, au contraire, etre reduite 4 l’expression assez 
simple 

, P 2 q 2 \'L-K(i-K)\ 

p a, =- 

Gx G v 

qui s’annule pour K = 1 / 2 (e’est-a-dire dans le cas particulier 
d’intermediarite), augmente avec K et atteint son maximum pour 
K = i (e’est-a-dire dans le cas particulier de dominance absolue). 

Dans le cas particulier de dominance absolue, l’expression 
precedente se reduit 4 


P d,M = 


— q l 
4 

Gx Gy 


ou aussi, etant dans ce cas 


3x= y/ (i — q 3 ) q 2 - 


~ r<? 

<•*' ' (I^. ?') f ~ 4 (I + ?) 

qui est la formule 4 laquelle nous etions d6ja parvenus. 

* * * 

Mais, n’y a-t-il pas de contradiction entre ces conclusions et 
celles auxquelles nous etions arrives auparavant ? 


(i) On trouve 

(p*+ 2 p*qK + pqK*y 


(p' + 2 p q K )' 1 _ 


= I + 


(/>* + 2 p q K*) — (p* + 2 p q K)* 
_ p (2 K — i) — K* 


p + P 3 — 4 P* K + 2 /fa (i — 2 p •+■ 2 />*) 


p»+ JLptqt + 2p i q K — p*q*K + pqK* + p*q* K* — (p* + ipqK )* 

— + - — jfj (l _^ a _ 2 

P(tK—x) + Pq(-±- — K+K*) — K* 
p+ — 4 />* K + 2 if a (i — 2 /> + 2 />*) ‘ 


= I + 
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La nous avions conclu que les differences entre frfires sont, 
en regime de panmixie, toujours, meme en cas d’absolue inter- 
mediarite, superieures aux differences entre parents et enfants et 
qu’elles sont, en tout cas, independantes du degre de dominance; 
ici, au contraire, nous constatons que, en regime de panmixie, le 
coefficient de correlation, s’il n’y a pas de dominance, est egal 
dans les deux cas, mais qu’il presente, au contraire, une diffe¬ 
rence s’il y a dominance, difference d'autant plus forte que la do¬ 
minance s’approche davantage a son maximum. 

La contradiction, pourtant, n’est qu’apparente. C’est que le 
coefficient de correlation ne depend pas des differences entre les 
deux variables, mais des carris de ces differences. Si, au lieu 
d’examiner comment se comportent ces differences entre freres 
ou entre parents et enfants nous examinons comment se compor- 
tent les carres des dites differences, nous trouvons des resultats 
tout 4 fait conformes 4 ceux obtenus sur la base des coefficients 
de correlation. 

Reprenons, dans ce but, le cas le plus general envisage 4 
la page 63. 

Indiquons par 2 D p . o , 2 Z)/ 6 , 2 Z)/ 5 , 2 D /(| les moyennes des carres 
des differences entre parents et enfants, ou respectivement entre 
fr^es, pour les couples 5 et 6 et par 1 D P , 2 D/ les moyennes respec- 
tives pour tous les couples. 

On obtient 

3 D P6 = ‘/* & + '/,. 0 + V« (1 - K)*= 2 D,= 7,0 • 0 + 7 * K 2 + % 1 + 7 8 K* + 
= l U - 7 i K (I - K) + 74 • O + 7* (1-KY + Y„ . I + 

+ V. (I — K) 2 + 7 10 . 0 = 

= 74 K 2 + 7 * (i — K) 2 + v,. I - 

= 7 .- 7 ** (I -K) 

2 D p =^K 2 Vh(i-K) 2l h-K(i-Ky 2 D t = «/ 4 .0 = o 
d’ou, en faisant 

P 2 A/ = 2 Dp — 2 Di , 

on obtient 

, 2 A,= 4 P i ? 2 - 2 D,.) + 2 p 2 q 2 ( 2 Dp 9 - 2 D k ), . 


p% = p 2 q 2 - 2 K(i—K)l 


d’ou 
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qui est egal, 4 xnoins du facteur 2, au num^rateur de la difference 
pdf entre les coefficients de correlation fraternelle et parentale 
donnee 4 la page 71. , 

Pour K = 1, on obtient 

.L.pf • 


et, pour K — 1/2, 


p 2 A, = o . 

Ces resultats sont peut-etre de nature 4 troubler les novices. 
Voil 4 — diront-ils — deux methodes, l’une et l’autre correcte, 
qui portent 4 des conclusions differentes : l’une demontre qu’en 
regime de panmixie, la ressemblance est en tout cas plus eievee 
entre fr 4 res ; l’autre, que cette ressemblance est plus forte entre 
ceux-ci seulement s’il y a dominance. A laquelle de ces methodes 
devons-nous nous en tenir ? 

On pourrait dire quelque chose en faveur des deux ; la me- 
thode qui se base sur les carres des differences ou — ce qui revient 
au m£me — sur le coefficient de correlation, a l’avantage de 
porter 4 des resultats qui sont comparables 4 ceux obtenus dans 
les applications multiples des dits coefficients. La methode qui se 
base sur les differences a l’avantage de satisfaire 4 la condition ad¬ 
ditive qui parait bien naturelle : cette condition comporte que la 
divergence entre deux modalites A et B est egale 4 la somme des 
divergences entre chacune de ces deux modalites et une troisieme 
modalite C. Cette condition, au contraire, ne se realise pas lorsqu’on 
se base sur les carres des differences. 

Mais le statisticien avise ne s’inquiete pas de considerations 
semblables. II sait, d’un cote, que les definitions sont arbitraires 
(et, comme les autres, la definition aussi de divergence entre deux 
modalites) et, de l’autre, que les methodes statistiques ne sont 
que des instruments que nous devons employer en tant qu’ils 
sont utiles. Les deux methodes que nous avons envisagees ont 
— l’une et l’autre — leur utilite. La methode basee sur le coeffi¬ 
cient de correlation ou les carres des differences nous permet, en 
regime de panmixie, de deduire, de la difference entre deux coeffi¬ 
cients de correlation, le degre de dominance d’un allfele ou de le 
autre. La methode basee sur les sommes des differences est indif- 
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ferente au d£gre de dominance, et nous permet, par consequent, 
de juger du degre d’homogamie ou d’h£t£rogamie, quel que soit 
le degre de dominance. • 

Si nous ne nous abusons, cette note nous a permis de foumir 
un instrument nouveau k la methodologie statistique et de con¬ 
firmer et preciser l’utilite d’un instriiment deja largement employe. 

* * * 

II est enfin 4 remarquer que dans cette note nous nous sommes 
bornes k etudier la ressemblance parentale et la ressemblance fra- 
ternelle selon le schema du mendeiisme classique, d’apres lequel 
a chaque caractere correspond un gene ou facteur. Dans des re- 
cherches ulterieures on pourra etendre cet examen au cas des 
facteurs multiples, soit en condition de polymerie, soit en condi¬ 
tion de polyplo'idisme. 



G. ZAPPA 


Sulla legge di estinzione delle famiglie 


In un’appendice all’opera Natural inheritance di F. Galton 
(Macmillan, Londra, 1889), H. W. Watson studiava il problema 
della determinazione della legge di estinzione di un gruppo di 
famiglie. 

Egli parte dall’ipotesi (oltre ad altre secondarie) che la per- 
centuale del numero dei maschi che non hanno figli maschi che 
raggiungono 1'eta adulta, la percentuale dei maschi che hanno un 
solo tale figlio maschio, la percentuale dei maschi che ne hanno 
due, etc., sopra la popolazione totale dei maschi del gruppo, ri- 
manga costante nelle successive generazioni. 

Sotto tale ipotesi, il Watson d 4 una formula, mediante la 
quale possono determinarsi i numeri dei cognomi aventi o, 1, 2,... s 
rappresentanti maschi ciascuno nella r-esima generazione, noti i 
medesimi numeri per la (r — i)-esima generazione, ed i valori 
delle percentuali di cui sopra. 

Tale formula permette di determinare, mediante successive 
sostituzioni, il numero dei cognomi estinti dopo r generazioni. 

Il procedimento 6 meccanico, ma alquanto laborioso. Il 
Watson stesso applica la formula, in un primo tempo, al caso che 
ogni famiglia abbia al piti due figli maschi, e che le percentuali dei 
maschi aventi o, 1, 2 figli sul numero totale dei maschi siano cia- 
scuna eguale ad 1/3, e determina la serie dei numeri dei cognomi 
estinti dopo ciascuna generazione. 

In un secondo tempo, il Watson fa 1 ’ipotesi, che le percentuali 
t 0 , t u ... , t q dei maschi aventi rispettivamente 0,1 , .... q figli 
maschi che raggiungono l’et& adulta siano proporzionali rispetti¬ 
vamente ai coefficienti di x°, x , x-,, xi nello sviluppo del 
binomio (a + b x)i. 
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Sotto tale ipotesi, detto ,v% il numero dei cognomi estinti 
dopo r generazioni, si trova 


_ b* \ a 
,m ° ~ (a + &)« '( ~V 


r 

+ r_i«/o ^ . 


II Gini nella sua memoria II diverso accrescimento delle classi 
sociali (« Giomale degli economisti » Vol. XXXVII parte 2 a , 1909) 
osserva perd a tale proposito che le ipotesi da cui parte il Watson 
sono in genere irreali, soprattutto perche egli trascura l’influenza 
dell’ereditariet 4 del sesso e della feconditi. Effettivamente questi 
due fenomeni, che in un periodo di tempo limitato non si farebbero 
troppo sentire, influenzano notevolmente la distribuzione dei co¬ 
gnomi in un intervallo abbastanza lungo. 

Se, d’altra parte, si volesse dedurre una legge teorica rigorosa 
dell’estinzione dei cognomi tenendo conto di quei due fenomeni, 
si arriverebbe a formule ancora piu complicate di quelle di Watson 
e quindi di difficile interpretazione. Sari pertanto necessario par- 
tire da risultati sperimentali, ed esaminare se 6 possibile ricavare 
una legge empirica approssimata. 

I dati a nostra disposizione non sono molti. Abbiamo i dati 
raccolti dallo Schott nell’opera A lie Mannheimer Familien (Bens - 
heimer, Mannheim, 1910), relativi all’estinzione di un gruppo di 
antiche famiglie di Mannheim, i dati raccolti da Fahlbeck nel- 
l’opera Der Adel Schwedens (und Finlands) (Fischer, Jena, 1903) 
relativi all’estinzione di famiglie della nobilti svedese ; ed infine 
i dati raccolti dal P. Luzzatto-Fegiz, relativi all’estinzione di un 
gruppo di famiglie del comune di San Gimignano, contenuti nella 
memoria I cognomi di San Gimignano (« Metron » vol. V, n. 2, 
pagg. II 5 -I 53 )- 

Lo Schott considera un gruppo di 3841 famiglie residenti in 
Mannheim nel 1807, ed esamina quante di esse, per ciascun anno' 
sono scomparse, in seguito a morte di tutti i loro componenti, e 
in seguito ad emigrazione di questi, da Mannheim, estendendo 
tale esame sino all’anno 1900. Riportiamo, nella tabella I, i dati 
relativi. Nella colonna A S indicato il permille delle famiglie che 
restano in ciascun anno, dopo aver sottratte le famiglie scomparse 
in seguito a morte 0 ad emigrazione, nella colonna B il permille 
delle famiglie che restano in ciascun anno, dopo aver sottratte le 
famiglie scomparse in seguito a morte. 
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Tab. I. Estinzione delle fatniglie di Mannheim in seguito a 
morte ed emtgrazione ( 4 ) e in seguito a morte (J3). 


Anni 

A 

B 

Annl 

A 

B 

Anni 

A 

B 

1807 

1000,0 

1000,0 

1839 

481,9 

6x9,1 

1870 

249,2 

4 X 4>7 

1808 

996,1 

997,9 

1840 

471,0 

609,0 

1871 

243,2 

409,8 

1809 

981,2 

988,3 

1841 

00 

£ 

597,5 

1872 

237,7 

405.9 

1810 

965.6 

978,9 

1842 

446,8 

587.1 

1873 

232,0 

402,0 

i8n 

94 * 2,9 

966,7 

1843 

433,5 

575 ,6 

1874 

227,3 

398,1 

1812 

923.9 

955 ,o 

1844 

423, 1 

566,0 

1875 

223,6 

395. 1 

1813 

899 ,2 

942.5 

1845 

4 11 »4 

557,7 

1876 

220,3 

392,6 

1814 

876,8 

928,4 

1846 

402,8 

549,3 

1877 

2l6,6 

389,2 

1815 

848,2 

909,1 

1847 

393,1 

540,7 

1878 

213,2 

386,6 

1816 

827,4 

893.5 

1848 

383,0 

53 1 .6 

1879 

210,4 

384.3 

1817 

810,0 

883,4 

1849 

376,2 

5 2 5 .! 

1880 

208,0 

382,7 

1818 

792,5 

869,8 

1850 

368,4 

515,5 

l88l 

204,1 

379,8 

1819 

773,0 

856,0 

1851 

359,6 

507,9 

1882 

200,7 

378,0 

1820 

757.4 

845,6 

1852 

35 2 ,5 

50 i ,7 

1883 

196,8 

375,4 

1821 

738,3 

830,8 

1853 

345,5 

495,4 

1884 

193,2 

373,1 

1822 

7 11 »7 

8x8,0 

1854 

340,3 

491,0 

1885 

189,3 

371,3 

1823 

708,7 

811,2 

1855 

333.8 

485,3 

1886 

186,2 

368,7 

1824 

694.6 

799,2 

1856 

325,5 

478,0 

I887 

182,5 

366,6 

1825 

679,3 

786,0 

1857 

320,5 

473,6 

1888 

179,7 

364,2 

1826 

665,7 

774.8 

1858 

316,6 

469,7 

1889 

176,8 

362,4 

1827 

650,1 

762,8 

1859 

310,9 

464,5 

1890 

172,4 

358,5 

1828 

635.3 

752.4 

i860 

301,8 

456,1 

1891 

170,3 

357,5 

1829 

619,1 

737,3 

l86l 

296,0 

45 i, J 

1892 

169,0 

356,4 

1830 

604,6 

726,1 

1862 

290,6 

446,5 

1893 

165,1 

353.0 

1831 

590,0 

714,1 

1863 

285,4 

442,3 

1894 

162,2 

35 1 .5 

1832 

573,6 

699,3 

1864 

276,0 

436,3 

1895 

160,1 

350,7 

1833 

561,1 

688,6 

1865 

272,6 

433,2 

1896 

155,7 

347,8 

1834 

548,8 

6 ; 9 ,P 

i 860 

268,2 

430,1 

1897 

150,7 

344,4 

1835 

53^.2 

663,6 

1867 

264,5 

427,5 

1898 

147,9 

34 1 .8 

1836 

57 .8 

650,9 

1868 

259,3 

422,8 

1899 

146,1 

340,8 

1837 

1838 

504,3 

491,8 

639,7 

628,2 

1869 

255,7 

! 

4 i 9,9 

1900 

145, 0 

340,3 

1 
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In realta, nd la serie A, nd la B, ci danno una idea esatta del 
processo di estinzione delle famiglie di Mannheim. Nella serie A, 
infatti, si considerano le famiglie emigrate come estinte, nella 
serie B come sopravvigsute sino alia fine del periodo. La verity 



Diagramma i 


sta nel mezzo. Si aggiunge poi il fatto che pud darsi che di alcune 
famiglie, alcuni rami si siano estinti per morte, altri siano emigrati. 
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Vedremo perd che gli andamenti generali della serie A e della 
serie B non sono molto diversi, il che ci prova che ciascuna delle 
due serie ci pu6 dare un’idea abbastanza esatta del fenomeno. 

Si sarebbero anche potute considerare, fra tutte le famiglie 
considerate nel 1807, quelle che non sono emigrate nel periodo 
1807-1900, e determinare la serie dei numeri di famiglie di questo 
gruppo sopravviventi anno per anno. Ma si pub osservare che, da 



un lato, questo gruppo non & rappresentativo di tutto il gruppo 
per il fenomeno considerato (poiche di solito nelle famiglie pih 
giovani nell’evoluzione demografica, e quindi piu prolifiche, b 
pivl forte la spinta verso l’emigrazione) e, d’altro lato, la serie che 
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ne verrebbe fuori coinciderebbe, a meno della aggiunta di una 
costante e di un cambiamento di scala, con la serie B sopra con- 
siderata.' / 

H Fahlbeck, dopo aver studiato la nobilti svedese dalle piu 
antiche origini sino al 1890, riesce a determinate, con un proce- 
dimento alquanto laborioso, che non crediamo opportuno ripor- 
tare, dei cosiddetti « coefficienti di mortality per famiglia » a se- 
conda del tempo passato da quando la famiglia stessa & stata fatta 



nobile, vale a dire le probability (espresse in permille) che una 
famiglia avente una data anzianiti si estingua entro 25 anni a 
partire dall’istante in cui essa raggiunge tale anzianity. In base 
a questi coefficienti, il Fahlbeck determina il permille delle fami- 
glie sopravvissute dopo 25, 50, 75 etc. anni dalla data in cui esse 
sono state nobilitate, sia per le famiglie comitali e baronali che per 
le altre famiglie nobili. Ecco i coefficienti di mortality ed i permille. 
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ANZIANITA 

CGKFFICXfcNTX DI MORTALXTA 

Per mills famiglie originarxb 
sopravvivono : 

famiglie comltali 
e baronali 

altre famiglie 
nobili 

comltali e 
baronali 

altre famiglie 
nobili 

0 

236 

203 

I.OOO 

I.OOO 

25 

175 

214 

764 

797 

50 

I48 

180 

630 

626 

75 

I 2 4 

159 

537 

513 

100 

91 

170 

470 

431 

125 

69 

137 

427 

558 

150 

(167) 

140 

398 

309 

175 

(125) 

109 

(331) 

266 

200 

(0) 

30 

(290) 

237 

225 

(0) 

(107) 

(290) 

230 

250 

(0) 

( 250 ) 

(290) 

(205) 

275 

— 

— 

(290) 

( 154 ) 


I dati tra parentesi sono poco attendibili, come osserva lo 
stesso Fahlbeck, a causa della scarsezza dei casi considerati (me- 
no di 100). 

II Luzzatto-Fegiz ha nella sua memoria anzicitata uno studio 
approfondito della distribuzione dei cognomi degli iscritti al «Liber 
aetatum » del Comune di San Gimignano (specie di registro degli 
individui del Comune che potevano aspirare a certe cariche pub- 
bliche), dal 1498 al 1799. 

Egli esamina un complesso di 185 cognomi, con un totale di 
1791 individui. Tali cognomi, non apparvero tutti alia stessa epoca 
nel comune di San Gimignano. Gli individui considerati apparten- 
gono, come osserva l’autore, alle classi pill elevate del comune ; e 
probabilmente essi hanno tutti superata l'eti di 25 anni, come 
l’autore stesso arguisce con considerazioni persuasive. Per noti- 
zie pill precise rimandiamo alia memoria originale. 

II Luzzatto-Fegiz considera il numero dei cognomi esistenti 
nei periodi 1450-99; 1500-49; 1550-99; 1600-49, ed esamina 
quanti di tali cognomi sopravvivono in ciascun cinquantennio 
seguente, sino al 1799. Ecco la tavola corrispondente, ove appare 
il numero dei cognomi rimasti su mille cognomi esistenti nel pe- 
riodo iniziale considerato. 
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DI 1000 COGNOMI 
ESISTENTI 

NEE PERIODO 


SOPRAVVIVC 

• NO NEL PERIODO 


1450-1499 

1500-1549 

1550-1599 

1600-1649 

1650-1699 

1700-1749 

1750-1799 

I45O-I499 

1.000 

792 

573 

402 

269 

171 

(49) 

I5OO-I549 

— 

1.000 

692 

483 

352 

242 

(no) 

1550-1599 

— 

— 

1.000 

594 

406 

V 7 

(109) 

1600-1649 


— 

— 

I .OOO 

685 

438 

(205) 


I dati tra parentesi dell’ultima colonna, come osserva lo stesso 
autore, non sono esatti, in quanto il periodo 1750-1799 segue una 
riforma dello Statuto che modified i titoli richiesti per l’iscrizione 
nel libro degli habiles ad officia. 

£ da osservarsi che non e possibile separare gli effetti del- 
l’estinzione per morte, dall’effetto dell’emigrazione, neanche in 
modo approssimato, come si e potuto fare per i dati di Schott. 
La tavola dei valori assoluti, anziche dei permille, d la seguente: 


DEI COGNOMI 
ESISTENTI 

NEE PERIODO 


SOPRAVVIVONO N 

E L 

P E 

R I O D O 


1450-1499 

i 

1500-1549 

1550-1599 

1600-1649 

1650-1699 

1700-1749 

1750-1799 

I45O-I499 

82 

65 

47 

33 


22 

14 

(4) 

I 5 00 ~ I 549 

— 

91 

63 

44 


32 

22 

(10) 

I 55°~ I 599 

— 

— 

101 

60 


41 

28 

(11) 

1600-1649 

— 

— 
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5 ° 

32 

(15) 


Tale tabella ci da il numero dei cognomi sopravviventi in un 
dato cinquantennio, tra quelli esistenti in un cinquantennio pre- 
fissato. Facendo la media dei gruppi cograduati, e trascurando 
1'ultima colonna, i cui dati, come s’d gid visto, non sono esatti, 
ottengo per numero medio di cognomi sopravviventi nel cinquan¬ 
tennio / -f- 1, t -f- 2, etc. tra quelli esiscenti nel cinquantennio t, 
i seguenti 


t 

86,75 


t + 1 

59.50 


/ + 2 
4i 


t + 3 
3i 


t + 4 


t + 5 
14 


22 
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Sostituendo alle cifre grezze, i permille, si ha: 

Su mille cognomi esistenti al tempo t, sopravvivono al tempo 

t t +i t+2 1 + 3 t+4 t +5 

iooo 686 473 357 254 161 

Chiameremo per brevita tale serie : serie complessiva. 

B da notare che le serie del Fahlbeck non sono confrontabili 
con quelle dello Schott. Infatti, mentrele prime esaminanoil com - 



Diagramma 4 

portamento delle famiglie dah’atto di nobilitazione in pot, vale a 
dire attraverso eguale processo di evoluzione sociale, le seconde 
ci danno il comportamento di famiglie tutte cittadine bensl, ma 
appartenenti a diverse classi sociali (e quindi in generale in diverso 
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stadio di evoluzione sociale) esistenti ad una certa data. Le serie 
relative a San Gimignano, tanto quella relativa ai cognomi esi¬ 



stenti nel 1450-1499 che quella complessiva (Ie sole che conside- 
reremo) sono confrontabili con quelle dello Schott, ma non con 
quelle del Fahlbeck. 
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Si sarebbero potute considerare le serie delle famiglie di San 
Gimignano comparse nel «liber aetatum » nei periodi 1500-1550, 
*550-1600, 1600-1650, e fame la serie dei valori medi delle quan¬ 
tity cograduate. In tal modo, infatti, avremmo avuto una serie 
relativa al numero di famiglie dalla data della loro iscrizione 



Diagramma 6 


al «liber aetatum » in poi. Tale serie sarebbe stata confrontabile 
con quella di Fahlbeck, poichd tanto la nobilitazione quanto 
1'iscrizione al «liber aetatum » corrispondono all’elevarsi della 
famiglia ad un rango superiore. Non abbiamo perd ritenuto op¬ 
portune fare ci6 a causa della scarsezza del numero dei casi. 

Abbiamo costruito i vari grafici (Diagrammi 1, 2, 3,4), relativi 
alle due serie delle famiglie di .Mannheim, alle due serie delle 
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famiglie nobili svedesi, e alle due serie icostruite per la famiglie 
di San Gimignano, ed usando in tutti i grafici la stessa scala sia 
nelle ascisse che nelle ordinate. Per le due serie di famiglie di 
Mannheim abbiamo poi fatto un grafico prendendo nelle ascisse 
una scala piu grande. 



Dall'esame di tutti i grafici si nota subito che le curve presen- 
tano sempre, tranne al pifi alcuni tratti limitati, concavity verso 
l’alto. Cid equivale a dire che la derivata del numero dei cognomi 
rispetto al tempo decresce in valore assoluto al crescere del tempo. 
In altri termini, il numero dei cognomi che si estinguono nel- 
l’unita di tempo decresce al crescere del tempo stesso. Tale feno- 
meno 6 pifi accentuato nelle famiglie di Mannheim e nella nobilti 
svedese; meno, nelle famiglie di San Gimignano. 

Quali sono le cause di questo fenomeno ? Una prima causa 
va ricercata nel fatto che, coll’andare del tempo, diminuisce il 
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numero dei cognomi, e che, evidentemente, qualora tutte le altre 
circostanze fossero eguali la diminuzione del numero dei cognomi 
nell'uniti di tempo sarebbe proporzionale al numero stesso dei 
cognomi. In tal caso, detto f (x) il numero dei cognomi al tempo x, 
l’equazione differenziale che lega y con x sarebbe la seguente 

AjL^ — kdx (i) 

y 

ove k & una costante positiva. Integrando la (i) si ottiene 

log y = —kx + c (2) 

ove c £ una costante arbitraria. 



Per esaminare Tinfluenza di altre cause sull'andamento del 
fenomeno di diminuzione del numero dei cognomi, converri rap- 
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presentare le serie anzi citate prendendo sulle ordinate una scala 
logaritmica. Se altre cause non vi fossero, I’andamento di tale dia- 
gramma sarebbe rettilineo. Le deviazioni dall’andamento rettili- 
neo nel diagramma logaritmico sono pertanto da attribuirisi ad 
altre cause. 

Riportiamo a parte i diagrammi logaritmici (n. 5, 6, 7, 8) 
delle serie, prendendo, sull’asse delle ordinate, il logaritmo del nu- 
mero dei cognomi non ancora estinti su dieci cognomi iniziali. 

In tutti i grafici si nota un andamento quasi rettilineo. Preci- 
samente, le due curve relative alle famiglie di Mannheim presen- 
tano una concavity verso 1’alto, pressocche insigniiicante per la 
curva A, pifi accentuata per la curva B. Le due curve relative 
alia nobilta svedese, presentano ciascuna nel tratto finale una irre- 
golarita, dovute quasi certamente alia scarsezza di casi considerati 
(meno di 100); ma per il resto presentano, quella relativa alle 
famiglie comitali e baronali una concavity verso l’alto alquanto 
accentuata, quella relativa alle altre famiglie nobili una lievis- 
sima concavity verso l’alto. Le curve relative alle famiglie di 
San Gimignano presentano invece una concavity verso il basso, 
sempre perd non molto mareata. Cerchiamo ora di renderci ra- 
gione di tali deviazioni dall’andamento rettilineo. 

Se la popolazione si mantiene costante attraverso il tempo, il 

y' (x) * 

rapporto , in realta, non dovrebbe mantenersi costante, 

bensl dovrebbe, in valore assoluto, diminuire attraverso il tempo: 
infatti, in tal caso, il numero medio di individui per cognome va 
aumentando, e quindi la probability media di estinzione di un. 
dato cognome va diminuendo. Ci6 capitera, all’ingrosso, tutte le 

N 

volte che, pur variando la popolazione col tempo, il rapporto — , 

ove N indica l’ammontare della popolazione, aumenta col tempo, 
mentre il contrario avverd generalmente se tale rapporto dimi- 
nuisce col tempo. Nel primo caso il diagramma logaritmico presen¬ 
ted una concavity presso l’alto ^perch£ mentre nel 

secondo caso presented una concavity verso il basso. Tale 6 il 
caso delle famiglie di San Gimignano; per esse infatti il Luzzatto- 
Fegiz ha notato che, per i cognomi esistenti nel periodo 1450-1499 
il numero medio di individui per cognome, dopo un’ascesa nel 
primo cinquantennio, va decrescendo. 
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La concavitA verso l'alto che si presenta nelle altre curve ci 
fa quindi supporre che nelle popolazioni a cui esse si riferiscono il 
N 

rapporto — vada crescendo. Notevole la xnaggiore concavitA che 



Diagramma io 

si presenta nelle famiglie comitali e baronali della Svezia rispetto 
a quella che si presenta nelle altre famiglie nobili che fa pen- 
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sare ad un maggior tasso di incremento (probabilmente negativo) 
della popolazione nella prima nobiltcL anzichfe nella seconda; e 
ci6 e in accordo col fatto che la prima nobilti 6 una nobilt4 cam- 



pagnola e quindi probabilmente piu prolifica. Ci6 era stato notato 
anche dal Fahlbeck. 
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£ presumibile che nelle famiglie nobili il rapporto — non 

vari molto, a causa della diminuzione di popolazione che in esse 
si verifica < r) . Cid effettivamente capita nelle famiglie della Svezia, 
le quali sono le sole famiglie veramente nobili per cui abbiamo 
dati esaurienti relativi alia loro estinzione a partire dalla data in 
cui sono state nobilitate. Sarebbero molto utili altri dati in pro- 
posito, ma, a nostra conoscenza, non ne esistono altri. 

Per potere avere un’idea della rapidity di estinzione delle 
famiglie, nei diversi casi, converra interpolare mediante rette i 
diagrammi logaritmici, col metodo dei minimi quadrati. I valori 
assoluti dei coefficienti angolari di dette rette possono prendersi 
come indict di rapiditd di estinzione delle famiglie. Se, come nei 
casi da noi esaminati, il diagramma logaritmico d press ochd retti- 
lineo, tali indici possono considerarsi come descrittivi; in caso 
contrario hanno il significato di indici medi. 

Abbiamo calcolato i valori di detti indici per le serie da noi 
considerate, prendendo come unit& di misura, sujle ascisse, il 
venticinquennio, e sulle ordinate, il logaritmo di i/io dei cognomi. 
I valori ottenuti sono, per la serie A di Mannheim 2,31, per la serie B 
di Mannheim 1,35, per la serie delle famiglie comitali e baronali 
di Svezia 0,65, per la serie delle altre famiglie nobili di Svezia, 
0,73, P er serie delle famiglie di San Gimignano esistenti nei 
cinquantennio 1450-1500, 0,77, e altrettanto per la serie comples- 
siva, relativa alle famiglie di San Gimignano. I valori trovati per 
le serie di Mannheim sono molto alti: cid dipende probabilmente 
dal fatto che, sia nella prima che nella seconda serie, vengono date 
come estinte quelle famiglie i cui ultimi membri sono morti in 
Mannheim. Di tali famiglie possono essere pero precedentemente 


(1) Si noti in propo'sito che, se il fenoineno seguisse rigorosamente 
l’andamento rettilineo nei diagramma logaritmico, sarebbe da escludersi 
una variazione della velocity di diminuzione dei cognomi al crescere del- 
l’anzianiti delle famiglie. Poiche invece 6 da ritenersi che l’anzianiti delle 
famiglie influisca Sulla prolificita e quindi sulla vclocita di diminuzione dei 
cognomi, l’approssimativa aderenza all’andamento rettilineo nei diagrammi 
logaritmici da noi considerati si spiega col compenso che si determina 
tra l’efietto prodotto dall’anzianita della famiglia e quello prodotto dal 
fatto che ciascun cognome tende col tempo a divenire pii't frcquente, e 
quindi di meno probabile estinzione. 
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emigrati altri membri, presumibilmente piti intraprendenti e pro- 
babilmente piA prolifici. 

Interessante 6 pure rappresentare le serie relative all’estin- 
zione delle famiglie, riportando sopra 1’asse delle ordinate i valori 
ordinari, e sopra l’asse delle ascisse le radici quadrate delle rispet- 



Diagramma n 

tive anzianitcL delle famiglie. Abbiamo fatto tali diagrammi 
(n. 9, io, ii) per le nostre serie, ed abbiamo osservato che essi 
non si allontanano molto dall’andamento rettilineo, per quanto 
piti dei diagrammi logaritmici di cui sopra. 
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II carattere puramente empirico di tale aderenza all’andamento 
rettilineo ci fa essere assai scettici riguardo alia previsione che 
cid possa accadere in quasi tutti i casi (l) . 

Anche in questo caso abbiamo interpolate i diagrammi (in 
cui si 6 preso = 2 il segmento relativo al primo venticinquennio, 
sulle ascisse) con rette, mediante il metodo dei minimi quadrati, 
trovando i seguenti valori per i coefficienti angolari (in valore 
assoluto): 


Mannheim 


( Serie A : 2,27 Svezia ^ ^ am ' com i* ;a ^ e baronali 1,28 

( »' B : 1,75 ( altre famiglie nobili 1,40 


S. Gimignano 


( famiglie esistenti nel per. 1450-1500 : 0,95 
( serie complessiva : 0,95 


(1) Si sarebbe anche potuto interpolare ciascuna diagramma per 
mezzo di una curva di equazionc 

y = a -f b x a 

ma, in tal caso, mentre si aumenta il numero dei parametri ( a , 6, a) non 
si ottiene un'approssimazione molto migliore di quella ottenuta coi dia¬ 
grammi quadratici. Non abbiamo pertanto ritenuto opportuno eseguire i 
relativi grafici e calcoli. 




T. LYNN SMITH and HOMER L. HITT 


The misstatement of women’s ages and 
the vital indexes (I> 


That women are prone to understate their ages when ans¬ 
wering the questions of the census taker is generally believed. 
So widespread is this opinion, that it furnishes the basis for con¬ 
siderable of the world’s humor. It is also known that women 
frequently understate their ages when it would be to their finan¬ 
cial advantage to give the true data, as, for example, in dealing 
with life insurance companies. But, strange to say, although 
women’s ages are known to be misstated, the demographic data of 
various countries are published and used as though this factor 
introduced.no serious discrepancies into the compilations. Indeed, 
most writers on population questions seem completely oblivious 
to the fact that there may be important errors in the data. Most 
of the vital indexes, such as death rates, birth rates, marriage 
rates, etc., utilize the age data as an indispensable element. In 
fact, among serious students, most of these rates are considered 
of little import until they are corrected or «standardized » for 
age and sex differences. Obviously, if this is the case it is no 
laughing matter to ignore the errors in the age data which may be 
introduced in the manner mentioned above, i. e., through the 
understatement of women’s ages. Such errors are certain to 
exert an influence upon all the indexes which students of demo¬ 
graphy utilize for measuring the vital processes of a society. 


(i) A paper presented at the International Institute of Sociology, 
Paris, France, September, 1937. 
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The objectives in the present paper are three: [i] to demon¬ 
strate with objective data that the popular supposition of the 
understatement of women’s ages has a basis in fact; [2] to develop 
and set forth a method by which can be determined the amount 
of error that these misstatements introduce into the age distri¬ 
butions of the female population ; and [3] to suggest some of the 
influences which these errors have upon the vital indexes w. 
Most of the data and computations presented will be for the 
United States, but some attempt will be made to generalize the 
conclusions so they will apply to other countries as well. 

How can it be demonstrated that women actually undere¬ 
stimate their ages when reporting to the census taker ? Probably 



Figure r. — The Sex Ratio by Age of the Native White Population of 

the United States, 1890, 1900, 1910, 1920, and 1930. 

the simplest method is that illustrated in Figure 1, a chart show¬ 
ing the relationship between the reported sex ratios and age. On 
this diagram the vertical scale represents the sex ratio (number 
of males per 100 females), the horizontal scale the age (from birth 
through 75 years and over). Connecting the points representing 
the sex ratios for the various age groups gives rise to a curve 
representing the fluctuations in the sex ratio from birth to the 
age. 75 and over. Such a chart proves to be a very useful device 
for analyzing the accuracy of data pertaining to age. Let us turn 
to such an analysis. 

(1) Future studies will explore in some detail the nature and extent 
of these influences. 
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The data plotted in Figure i are for the native white popu¬ 
lation of the United States. To account for this selection, a word 
of explanation is necessary. To students of population the selec¬ 
tive influences of migration as pertaining to age and sex are well 
known < x) . Obviously, emigration and immigration might in¬ 
troduce serious discrepancies into any given series of data. Thus, 
a country which is losing by emigration is certain to show a defi¬ 
ciency of males aged 15-35, while a country that is gaining by im¬ 
migration is sure to have an excess number of males in the corre¬ 
sponding ages. This makes it necessary to eliminate, as much as 
possible, the influences of emigration and immigration. Conse¬ 
quently, in the United States there are only two race and nativity 
groups which lend themselves to the present study — the native 
white and the Negro populations. Obviously the native white 
population cannot gain by immigration, and at the same time it 
is known that relatively few members of this group leave the 
United States. Negroes, too, rarely leave the United States, and 
very few members of this race are admitted from other countries. 
Hence we may study these two groups without fear of having the 
results confused by the effects of immigration and emigration. 

After these explanatory remarks, let us analyze the manner 
in which the sex ratios (as reported) fluctuate with age. Consider, 
to begin with, the situation of 1930 as depicted in Figure 1. The 
curve describing the relationship represents a long drawn-out S, 
a sine curve. Beginning at 103.5 (males per 100 females) at in¬ 
fancy the curve falls but slightly for the age groups 1-4, 5-9, and 
10-14. After this it declines rapidly until it reaches a low point 
of 97.5 per 100 females for the age group 20-24. Then it reverses 
itself and rises steadily to the high point of 107.5 for the group 
aged 55-64, after which another decrease sets in which carries the 
ratio down to 91.0 in the group 75 years of age and over. These 
fluctuations in the curve of sex ratios by age stand out sharply 
against the known stability of the sex ratio at birth and the 
slow, gradual way in which changes in the death rates proceed. 

So much for the 1930 data. Next it is important to deter¬ 
mine how constant is the prevalence of this type of curve. It is 


(1) See P. A. Sorokin and C. C. Zimmerman, Principles cf Rural- 
Urban Sociology, pp. 540-83, for an excellent summary of this. 
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possible that the 1930 data represent an abnormal situation, and 
we might find curves for other years which would have a different 
outline. In this connection it is important to note that the curves 
for the same nativity group based on data for 1890, 1900, 1910, 
and 1920 are similar to the one for 1930. See Figure 1. This 
would seem to indicate that the cause of the gyrations is errors 
in the data and, furthermore, errors of a constantly recurring 
nature. Were this not so, the low and high places in the curves 
would progress from left to right by 10 years between each decen¬ 
nial census. That they fail to do so leaves constantly recurring errors 
in the data as the only reasonable explanation of the fluctuations. 

The analysis presented so far is for the native white popula¬ 
tion. It is likewise pertinent to examine the data for Negroes. 
The situation among Negroes (See Figure 2) is similar to that for 
the native white population. However, it will be seen that in the 
case of the former the fluctuations of the curve of sex ratios by 
age are even more violent than among whites. Thus the curve for 
Negroes (based on 1930 data) falls to the absurd ratio of 85 in 
the group aged 20-24, only to rise to 126, a ridiculous figure, in 
the group aged 55-64. Just as was true for the native white 
population in 1890, 1900, 1910, and 1920, the curves representing 
the sex ratios of Negroes parallel the one for 1930. These con¬ 
stant differences indicate that the errors in the reporting of fema¬ 
les ages among Negroes are even greater than those for whites. 
They seem to show that, either Negro women can « get by » with 
greater misstatements of age than white women, or Negroes' 
ages are reported in a more careless manner than the ages of 
whites. In any case it is evident that the discrepancies for Negroes 
are much greater than those for whites < x) . 

(1) The low sex ratio among Negroes in the early ages of life also 
deserves some comment. As will be shown below, our norm was con¬ 
structed on the basis of data gathered by registration, data which probably 
are fairly accurate as to the proportions of the sexes. The curve describing 
the reported ratios, on the other hand, is based on data gathered by the 
census enumerators. It seems likely that they are in error relative to 
the sex of many Negro children. Undoubtedly census enumerators secure 
data for many rural Negroes from white people, from plantation managers 
and overseers in many instances. That there would be a tendency, in 
such cases, for the children to be reported as males and females in appro¬ 
ximately equal proportions is a likely hypothesis which would explain the 
low proportion of males among the census enumerations of Negro children. 
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An analysis of the age and sex data for other countries gives 
similar results. Since our information for the other countries is 
for the total population, we have not been able to eliminate the 
complicating influences of emigration and immigration. Despite 



Figure 2. — The Sex Ratio by Age of the Negro Population of the Uni¬ 
ted Stiites, 1890, 1900, 1910, 1920, and 1930. 

this, the fundamental S-shaped curve is seen to represent the 
situation in the various countries, a sample of which is repre¬ 
sented in the chart shown in Figure 3. 

It is now pertinent to ask, how can these gyrations be ex¬ 
plained ? Certainly not by war. Any influences which may 
have been exerted by the World War would have decreased the 
numbers of males in precisely those age groups where they are 
represented in the highest proportions. Obviously, some other 
explanation is necessary. The most likely hypothesis is the one 
of errors in the data, and more specifically errors introduced by 
the understatement of women’s ages. This operates as follows: 
understatement of age causes some women who belong in the 
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group 25-29 to be classed with the group 20-24, some who belong 
in the group 30-34 to be included with those aged 25-29, etc. The 
net result is a superabundance of women in the age groups 15-34 
and a scarcity of women in the ages 35-54, or thereabouts. This 
would account for the marked depression succeeded by the high 
peak in the curve depicting the sex ratio according to age. No 
other explanation of the discrepancies seems so reasonable. 



Figure 3. — The Sex Ratio by Age of the Total Population of Selected 

Countries. 

So far we have indicated that the typical curve describing 
the relationship between sex ratios (as reported) and age is S- 
shaped or a sine curve. This is true of the curves for various 
countries, for the same country at different times, and for the 
different race and nativity groups within a given country (the 
United States in our example). In all the cases there is a markedly 
high proportion of females 15-29, accompanied by a low propor¬ 
tion 30-54 in age. Misstatement of ages by females seems to be 
the only logical explanation of the observed phenomena. 
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That it is the females and not the males who engage in this 
large-scale age misstatement is convincingly demonstrated by 
comparing the numerical change of each sex in selected age groups 
over a io-year interval. It is most significant in this instance 
to compare the numbers of males and females aged 5-9, 10-14, 
and 15-19 in 1920 with the numbers 15-19, 20-24, and 25-29, 
respectively, in 1930. This, of course, is simply a means of ascer¬ 
taining what changes occur to a given age and sex group according 
to Census enumeration within a 10-years period. These data are 
tabulated for both the native whites and Negroes in Table I. 
Observation of this table makes it apparent in every case that 
the decrease experienced by the female groups during this period 
was insignificant relative to that occurring among the correspond¬ 
ing males. Strangely enough, all of the Negro female groups 
increased substantially despite the toll of the years, an obvious 
impossibility. This can indicate only one thing: as far as all 
the reports are concerned , certain ages, reaching a climax about 
30, serve as barriers to old age among females and tend to dam 
them up in the younger age groups, thereby keeping these age 
groups from diminishing as would normally be expected from 
the prevailing death rates. 

Now let us turn to the problem of determining the amount of 
error contained in the age distributions as they are reported by 
the Bureau of the Census. To do this we must have some stan¬ 
dard to use as a basis of comparison. For the native white popu¬ 
lation of the United States such a norm may be secured as follows : 
[1] assume an infant population of 206,100 of whom 106,100 are 
males and 100,000 females. The sex ratio at birth for native 
whites in the United States during the period 1915 to 1933 was 
106.1. [2] Apply the specific death rates (l) for the white population 
in the registration area in 1910 to these groups of infants and, 
successively, to each group of survivors for the age groups from 
1-4 to 75 years and over. [3] Calculate the sex ratios for survi¬ 
vors in each age group and chart them as in Figure 4. For the 
native white population of the United States the resulting curve 
should describe, in an approximate manner, the relationship bet¬ 
ween sex ratio and age which would exist if there were no errors 

(1) United States Life Tables : 1900, 1901, 1910, and 1901-1910, pre¬ 
pared by James W. Glover, Washington, D. C\, 1921. 



Table I. — The Reported Number of Males and Females in Selected Age Groups in 1920 and 1930. 
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in the data (I) . This curve can serve as a norm with which the 
curve derived from sex ratios as reported can be compared. 
Norms for use with the curves for other groups can be derived in a 
similar manner. That for Negroes in the United States is given, 
along with the one for the native white population, in Figure 2. 



Figure 4. — Expected Variations in the Sex Ratio of American Native 
Whites and Negroes by Age. 


Next we need to determine the number of females to expect 
in each age group. Then this can be compared with the number 
reported and the resulting discrepancies should enable us to de¬ 
termine the importance of the misstatements. For the native 
white population of the United States as of 1930, the number 
of females in each age group may be estimated as follows : divide 


(1) That it i$ only approximate is due, in a large measure, to the fact 
that the misstatements of ages have already influenced the specific death 
rates which were the only ones available for use in the computations. 
There is also the possibility of some significant misstatement of ages by 
males. 
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the number of males in each group by the normal sex ratio for 
the corresponding age group as shown on our hypothetical curve. 

Proceeding in this manner and then taking the total for all 
the age groups give 47,746,558 females which is 289,919 more 
than the 47,456,639 native white females reported in the census. 
However, this is a discrepancy we should expect in view of the 
fact that the ages as reported are used in calculating the specific 
death rates, the only ones available for use in constructing our 
standard. As a consequence of the higher specific death rates 
due to misstatement of age, our curve showing the relationship 
between age and the sex ratio is slightly too high. We corrected 
for this by removing from each age group a number proportionate 
to its percentage of the total population. 


Table II. — Reported and Estimated Numbers 0j Native White 
and Negro Females in Each Age Group, 1930. 


AGE 

Native 

WHITE 

N E ' 

U R 0 

Estimated 
number 
of females 

Reported 
number 
of females 

Estimated 
number 
of females 

Reported 
number 
of females 

°“4 . 

4,840,577 

4,862 ,6lC) 

596.852 

618,975 

5“9 . 

5,315,144 

5,337,198 

681,255 

688,633 

10-14. 

5,077,861 

5 . 132.751 

620,967 

628,314 

15-19 . 

4,745,664 

4,879,638 

590,823 

654,882 

20-24 . 

4,223,641 

4>457 *250 

548,621 

649.569 

25-29 .*. 

3,654,161 

3,820,896 

506,420 

571,267 

30-34 . 

3,321,964 

3 > 454 > 35 2 

428,045 

447,645 

35-44 . 

5.979.537 

6,006,036 

807,860 

808,522 

45-54 . 

4.555.837 

4,344,767 

651,111 

533,961 

55-64 . 

3,132,138 

2,855,080 

349,671 

243,85° 

65-74 . 

1,803,352 

1,625,103 

162,778 

120,534 

75-over. 

806,763 

1 

680,949 

84,404 

62,655 

Total . . . 

47,456,639 

47,456,639 

6,028,807 

6,028,807 


The results of such corrected computations are presented in 
Table II, where the reported numbers are also given for compa¬ 
rative purposes. In Table III the same data are included in 
cumulative frequency distributions. But the most important 
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feature of Table III is Column 4 in which the differences between 
the cumulative curves for reported and estimated ages of females 
are computed at each class interval. These deviations represent 
the number of females reporting their age within the limits of the 
given class interval who actually belong in the age group above. 
For example, the females reporting their ages as lying between 
30-34 may be divided into two classes : [1] those whose ages fall 
within the limits of this class interval ; and [2] those who belong 
in the age group 35-44. The discrepancies do not reflect those 
misstatements of age in which both the actual age and the stated 
age fall within the same class interval, for example where a woman 
27 reports her age as 26. But, of course, in the aggregate this is 
accounted for since each statement which does involve a shift 
from one age group to another must be evaluated in terms of 
class intervals. 


Table III. — Cumulated Distributions of Reported and Estimated 
Numbers of Native White and Negro Females, 1930, and 
Estimated Number of Misstatements in Each Age Group. 



Nat 

I V E \V 11 1 

1 “V ] 


N e r. k 0 


A Cm 1 C 

lCstimated 
number 
of females 

Reported 
number 
of females 

Number 1 
misstating j 

1 

lCstimated 
number 
of females 

Reported 
number 
of females 

N umber 
misstating 

<>-5. 

4,840,577 

4,862 ,6lO 

22,042 

596,853 

6 l 8,073 

22,125 

0-10. 

10,155,721 

10,199,817 

M 

1,278,107 

1,307,608 

29,50! 

<>-l 5 . 

15 , 233 . 5*2 

* 5 » 38 2 ,568 

08,086 

I, 800,(>74 

1 , 935 , 0 *^ 

36,84s 

0-20. 

19,979,246 

20,212,206 

232,060 

2,480,807 

2,5(10,804 

100, <P7 

0-25. 

24,202,887 

24,669,456 

466,560 

3,038,518 

3.240,373! 

201,855 

o- 3 °. 

27,857.04 s 

28,490,352 

633,304 

3.544.938 

3,811,640 

266,702 

o -35 . 

31,179,012 

31,944,704 

765,692 

3,972,985 

4.259,285 

286,302 

0-45. 

37,158.540 

37 , 950 , 74 ° 

792,191 

4,780,8431 

5,067,So7 

286,964 

0-55. 

41,714,386 

42,295,507 

581,121 

5,431.954 

5,601.768 

169,814 

0-65. 

44,846,524 

45,150,587 

304,065 

5,781,625 

5,845,618 

63 > 99 ^ 

0-75. 

46,649,876 

46 , 775,690 

125,814 

5,944,403 

5,966,152 

21,740 

o-over .... 

47 ,456,639 

47,456,639 


6,028,807 

6,028,807 



With the data now before us it is a simple matter to determine 
the amount of error in reporting the ages for each class and for 
the female group as a whole. For each age group was calculated 
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the total number of years the members of the class had actually 
lived and the total number of years they reported having lived. 
Dividing the difference between the two by the number of years 
actually lived gives the percentage error in the ages as reported. 
This can then be equated into terms of average years of missta¬ 
tement per female. The net results of these computations are 
presented in Table IV. In this summary the errors in reporting 
ages are presented in two ways : [i] the percentage of error ip 
each group and for the distribution as a whole ; and [2] the average 
error -per female in each of the age groups and for the entire 
population. 

Much interpretation might be included discussing the com¬ 
parative importance of the errors in the various groups. Table IV 


Table IV. — Percentage Error Introduced Through Understate¬ 
ments of Ages and Average Misstatement per Person for Native 
White and Negro Females, by Age, 1930. 


AGE 

Percentage Error Introduced 
by Misstatements 

Average Misstatement per 
Eemale (in years) 

Native White 

Negro ^ 

Native White 

Negro 

°~4 • '•. 

0.9 | 

6.7 

- 

. 

•17 

5-9 . 

0.5 

2.8 

.04 

.21 

10-14 . 

0.8 

2.3 

.10 j 

•29 

15-19 . 

i -3 

4.2 

•23 

•74 

20-24 . 

2-3 

6-5 

• 5 i 

1.46 

25-^9 . 

2.9 

7.8 

.80 

215 

30-34 . 

4-9 

12.9 

1.59 

4.19 

35-44 . 

3-2 

8.2 

1.28 

3.28 

45-54 . 

2.6 

6.0 

1.30 

3-oo 

55-64 . 

i -7 

4.2 

1.02 

2.52 

65-74 . 

1.1 

2-5 

•77 

i -75 

Average. 

2 *3 

6.4 

.66 

1.80 


shows that for the entire population the average error (i. e. the 
difference between the number of years actually lived and the 
number reported) amounts to 2.3 per cent for native white 
females and 6.4 per cent for Negro females. There can be no 
doubt of the significance of such errors. Equated into terms of 
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average misstatement per female, these data represent an 
understatement of age amounting to .66 years for native whites 
and 1.8 years for the Negroes. Furthermore it should be remem¬ 
bered that these averages are based on the entire female popula¬ 
tions, and include infants as well as adults. The averages would 
be larger of course if the estimates were limited to adults, but this 
is hardly necessary since the data are given separately for each 
age group. Table IV indicates also that the most pronounced 
discrepancies between the actual and reported ages occur in the 
age group 30-34. Here the percentage errors are 4.9 and 12.9, or 
the average number of years by which the ages are understated 
amount to 1.59 and 4.19 for native white and Negro females, 
respectively. The data show also that for nearly every group of 
native white females 20 years of age and over the average under¬ 
statement of age is more than one year, and that the missta¬ 
tements of ages by Negro females exceeds this by from tw T o to 
three times. 

The extent to which the indicated errors in the age data 
influence the indexes of the vital processes is worthy of much 
study. All of the ramifications of the subject cannot be dealt 
with in the present paper. We can illustrate the discrepancies, 
but must leave the major part of the analysis to subsequent 
studies. Perhaps the most important illustration to choose is 
one dealing with the death rate, one of the social indexes of 
greatest import and, at the same time, the one for which the most 
satisfactory data are available. As indicated in Table IV, for 
the age group 30-34 our computations show an average under¬ 
statement of age amounting to 1.59 years among the native white 
females and 4.19 years among the Negro females. On the basis of 
the death rate for the corresponding age, sex, and nativity groups 
(as given in the 1910 Life Tables) these understatements re¬ 
present an error of approximately .74 points (2.7 per cent) in the 
death rate for native white females and an error of 2.66 points 
(7.5 per cent) in the death rate for Negro females. Since the errors 
consist of understatement this means that the death rate in this 
age group is too high by 2.7 per cent among the native white 


(1) Since detailed data are given in the 1910 tables, this scurce was 
chosen for purposes of comparison. However, the procedure would be 
the same for any other year. 



females and 7.5 per cent among the Negro females. Of course 
the discrepancies are most marked in the case of this age group, 
but they are of considerable magnitude for all groups above 20 
years of age. This example should serve to indicate the necessity 
for considerable exploration and analysis of the detailed effects 
of errors in the age data upon the vital indexes. 

Let us conclude with a brief summary of our results. The 
analysis presented in the preceding pages indicates that important 
errors exist in the data showing the ages of females as they are 
given in the Census reports. A norm or standard for estimating 
the magnitude of these errors was devised by utilizing the sex 
ratio at birth and the specific death rates for the various age and 
sex groups. Then for both native white and Negro females, the 
amount and per cent of error in each group were computed. Fi¬ 
nally, it was shown that these discrepancies in reporting age have 
a significant influence upon the vital indexes. For purposes of 
illustration it was estimated that in the ages 30-34, these errors 
increase the death rates for females by 2.7 and 7.5 for native white 
and Negro females, respectively. Thus we have revealed an 
important source of error in the demographic data of the United 
States and other countries, devised a method of correcting for the 
discrepancies, and illustrated the manner in which the under¬ 
statement of women’s ages affects the vital indexes. 



ALESSANDRO COSTANZO 


Pigmentazione degli occhi e dei capelli 
e selezione naturale 


I. — L’idoneita al servizio militare secondo la pigmenta- 

ZIONE DEGLI OCCHI E DEI CAPELLI. 

£ nota da tempo l’importanza che taluni fattori, quali la 
razza, il sesso, l’eta, lo stato civile e la condizione sociale degli 
individui componenti un aggregato demografico rivestono in rela- 
zione al fenomeno della selezione naturale. 

Fra questi fattori di selezione, recenti studi di caratterc costi- 
tuzionalistico hanno permcsso ormai di annoverare anche la costi- 
tuzione individuale, considerata nei suoi caratteri quantitativi <*>. 

(i) Vcdasi, al riguardo : M. Boldrini, Sviluppo corporeo e predisposi - 
zioni morbosey Milano, « Vita c Pcnsiero », 1925 ; A. Costanzo, Costitu - 
zione e mortalitd y Milano, « Vita e Pensiero », 1936 ; Id., Considerazioni in - 
torno ai rapporti fra costituzione e mortalitdy in «Genus» Vol. IV n. 1-2, 1939. 

Non solo csistc una mortality differenziale dal punto di vista costitu- 
zionale, ma risulta sperimcntalmente dimostrato chc talunc cause di morte 
mietono un maggior numero di vittime tra i soggetti che realizzano Tuna 
piuttosto che l'altra combinazione morfologica. Riferiamo, a titolo di 
esempio, le frequenze dei rnorti per tubercolosi polmonare, in funzione del 
perimetro toracico e della statura a vent’anni, in un gruppo di 3391 indi¬ 
vidui nati a Casale Monferrato dal 1865 al 1880. 

Morti per tuber¬ 
colosi polmonare 

Caratteri antropometrici a vent’anni dopo i vent’anni 

per 1000 indivi¬ 
dui visitati 

Statura superiore e torace inferiore alia media di tutti i 

visitati. 48,45 

Statura inferiore e torace inferiore alia media di tutti i 

visitati. 40,48 

Statura superiore e torace superiore alia media di tutti i 

visitati. 39»82 

Statura inferiore e torace superiore alia media di tutti i 

visitati. 25**3 
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Ma la costituzione individuate sembra presenti un notevole 
interesse nei riguardi della selezione anche se considerata dal punto 
di vista qualitative. 

Studiando la frequenza dei riformati, secondo la pigmenta- 
zione, in un gruppo vastissimo di aspiranti all'arruolamento nel- 
l’esercito americano durante la guerra di secessione (di questi, 
217.292 erano di tipo biondo e 117.029 di tipo bruno), il Baxter (l > 
ha trovato i seguenti valori: 


CAUSA DELLA RIFORMA 

Malattie in genere. 

Id., escluse le condizioni non necessari ament e asso¬ 
ciate a malattie. 

Sifilide. 

Tisi e scrofola . 

Malattie del sistema nervoso, paralisi, pazzia. . . 

Malattie dell’occhio e deirorecchio. 

Malattie del cuore e sue membrane e dei vasi . . 

Malattie del sistema respiratorio. 

Malattie del sistema digerente. 

Ernie. 

Malattie dell'apparato genito urinario. 

Malattie della pelle. 


Riformati per iooo visitati 


tipo biondo 

tipo bruno 

3^5 » 2 

332,3 

320,J 

279,5 

8,6 

7,4 

12,1 

10,1 

14,6 

13,3 

27,4 

2 3 ,« 

54 >7 

46,1 

10,9 

9,3 

95 >9 

88,0 

52,3 

47,2 

10,2 

8,3 

13»0 

12,4 


Qualunque sia la causa della riforma, la frequenza dei rifor¬ 
mati e sempre, e talora anche notevolmente, piii elevata tra i 
soggetti di tipo biondo che fra quelli di tipo bruno. 

Questi e pochi altri elementi sporadici raccolti nei vari paesi 
suirargomento (2 > hanno ingenerato la convinzione che il colore 
degli occhi e dei capelli non sia indifferente nei riguardi della sele¬ 
zione ; e, piu precisamente, che al colore biondo dei capelli siano 


Appare evidente l'eccedenza della mortality nei gruppo caratterizzato 
da alta statura e piccolo perimetro toracico rispetto alia mortality degli 
altri gruppi ; particolarmente rispetto a quella dei soggetti con bassa sta¬ 
tura ed elevato perimetro toracico. Questi risultati confermano pienamente 
quelli ottenuti da R. Livi (Antropometria militare, Parte I. Dati antropo- 
logici ed etnologici, Roma, 1898) e dal Boldrini (Sviluppo corporeo, ecc 
op. cit.) e non sembra possano lasciare adito a dubbi al riguardo. 

(1) Baxter, Statistics medical and anthropological derived from records 
of the examination for military service , etc., Washington, Government print¬ 
ing office, 1875. 

(2) Vedasi, al riguardo : M. Boldrini, Bio-metrica . Problemi della vita 
delle specie e degli individui, Padova, Cedam, 1925, pag. 73-75. 
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connesse certe particolari caratteristiche organiche, le quali ren- 
derebbero l'individuo poco resistente di fronte alle cause patolo- 
giche (1 >. II biondismo, pertanto, tende ad essere considerate* 
come una modalitA sfavorevole del colore dei capelli. 

Occorre, tuttavia, precisare che tale ipotesi poggia su di una 
documentazione statistica insufficiente e non sempre concorde nel 
rivelare il fatto test6 illustrato. 

Cosl, il de Candolle ha messo in dubbio l’attendibilita delle 
conclusioni cui 6 giunto il Baxter, affermando che la maggiore 
frequenza dei riformati da questi trovata fra i biondi, rispetto ai 
bruni, e dovuta al fatto che non e stato tenuto conto della profes- 
sione e della nazionaliti delle reclute. Anche il Beddoe (2 > con testa 
l’esattezza delle conclusioni del Baxter, e riferisce che, da rileva- 
zioni statistiche eseguite in cliniche delle Isole Britanniche, lo 
«indice di brunezza » 6 risultato piii elevato fra gli affetti da tu- 
bercolosi che nella rimanente popolazione. L’Ammon 1 2 (3) ha tro- 
vato, nelle reclute del Baden, che la percentuale di idonei al ser- 
vizio militare a vent’anni, fomita dai biondi, superava di circa 
l’i,5 % quella fomita dagli altri, e che i soggetti con occhi chiari 
hanno dato una percentuale di idonei superiore di circa i % a 
quella fomita dagli individui con occhi di colore diverso. 

Si tratta, perd, di differenze molto piccole e non sappiamo 
fino a che punto possano contraddire ai risultati del Baxter. Co- 
munque, a prescindere da questo fatto e dalla fondatezza o meno 
delle obbiezioni mosse alle conclusioni del Baxter, la divergenza 
esistente tra i risultati cui hanno finora condotto le indagini sta¬ 
tistiche volte ad investigare i rapporti fra pigmentazione degli 
occhi e dei capelli, da un lato, e grado di robustezza, dall’altro, 
dimostra l’opportunita di riprendere lo studio del problema in 

(1) R. Livi (Antropometria, militare, op. cit., pag. 68) conclude l’esame 
delle cifre del Baxter affermando che « 6 del pari notoria la rclazione che 
passa tra il colore dei capelli e lo stato di robustezza o di gracilitd., o di di- 

sposizione a certe malattie.il tipo biondo sarebbe, dunque, in gene- 

rale, pih gracile e piu disposto alle influenze morbose del bruno ». Vedasi, 
al riguardo, anche : M. Boldrini, Antropometria, in «Trattato Italiano 
di Igiene», Torino, U. T. E. T., 1930 ; Id., Biometria e Antropometria, 
in <t Trattato elementare di statistica » diretto da C. Gini, Milano, Giuffrfi, 
1934 - 

(2) J. Beddoe, The Races of Britain, Bristol, 1885, pag. 224. 

(3) O. Ammon, Die natiirliche Auslese beim Menschen, Jena, 1893, 
Pag- 305 - 
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base a nuove documentazioni statistiche, e giustifica la presente 
memoria, che mira a portare un contributo alle attuali conoscenze 
intomo alia pigmentazione degli occhi e dei capelli come presunto 
fattore di selezione naturale (, 1. 

* # * 

A tale scopo, ci varremo di un materiale statistico, il quale 

— bench£ non molto cospicuo — ha, tuttavia, il pregio di essere 
forma to di individui osservati alia stessa eta — vent'anni circa — 
ed appartenenti ad un gruppo demografico assai omogeneo dal 
punto di vista del luogo di nascita e di quello di residenza. 

Si tratta di due gruppi di maschi ventenni nati a Casale Mon- 
ferrato (Piemonte) dal 1807 al 1828 e dal 1895 al 1916. Per i primi 

— 2828 individui — sono noti la statura, il colore degli occhi e 
dei capelli, la professione, il luogo di nascita (citta o campagna), 
l’esito della visita militare, e, pei rivedibili e riformati, la causa 
della non idoneita. Per i secondi — 4736 individui — e nota altresi 
la misura del perimetro toracico a vent’anni. 

Per quanto riguarda il colore degli occhi e dei capelli, trattan- 
dosi di caratteri la cui valutazione & in gran parte affidata all’ap- 
prezzamento soggettivo del medico militare, non solo, ma di 
caratteri la cui rilevazione non riveste alcuna importanza ai fini 
del giudizio circa Tidoneita delle reclute al servizio militare, e 
presumibile che la rilevazione stessa sia stata fatta un po grosso- 
lanamente. 

Riportiamo nella tabellina seguente le frequenze percentuali cor- 
rispondenti alle varie modality del colore degli occhi e dei capelli. 


PlGMENTAZIONB 

Nati dal 1807 al 1828 
capelli occhi 

Nati dal 1895 al 1916 
capelli occhi 

Neri. 

Scuri. 

10,96 

5 . g o 

| 23.61 

4,27 

Bruni. 

24.93 

19,59 

— 

— 

Castani scuri . . . 

15,77 

10,43 

I ,18 

1,48 

Castani. 

zS ,01 

41,30 

63.79 

58,00 

Castani chiari . . . 

7,92 

9,69 

0,47 

1,80 

Biondo scuri . . . 

4,53 

— 

— 

— 

Biondi. 

7,88 

~ 

10,95 

— 

Grigi, cerulei, chiari 

— 

13,19 

— 

34,45 

Totale . . . 

100,00 

100,00 

100,00 

100,00 


(1) Nelle pagine seguenti parleremo di selezione naturale, anzich£ 
di selezione militare, in quanto il medico militare, selezionando le reclute 
secondo l’idoneit& fisica, non fa altro, nella maggior parte dei casi, che 
riconoscere la preesistente azione della selezione naturale. 











Specialmente nelle leve piu recenti, le percentuali degli in- 
dividui cui vennero attribuite le tinte castano-scura (1,18 % pei 
capelli e 1,48 % per gli occhi) e castano - chiara (0,47 % pei 
capelli e 1,80% per gli occhi) — vale a dire le sfumature inter- 
medie fra il colore scuro e quello castano e fra questo e il colore 
biondo o chiaro — appaiono evidentemente troppo piccole. 

Tale fatto, che, per altro, si vcrifica in' misura assai piu ri- 
dotta pei nati dal 1807 al 1828 — fra i quali la tinta castano-scura 
e quella castano-chiara sono rappresentate rispettivamente nel 
15,77 % e nel 7,92 % dei casi, pei capelli ; nel 10,43 % e nel 
9,69 % dei casi, per gli occhi — manifesterebbe la tendenza dei 
medici militari ad assegnare ai singoli visitati le tinte nera o scura* 
castana e bionda, pei capelli; le tinte nera o scura, castana e 
chiara per gli occhi, dando minore importanza alle sfumature 
intermedia. 

A parte il fatto che tale difetto e comune a quasi tutte le rile- 
vazioni statistiche del genere, eseguite in occasione dcHe opera- 
zioni di leva, esso, mentre potrcbbe togliere ai dati in questione 
gran parte del loro valore quando si volesse studiare Tevoluzione 
della pigmentazione attraverso il tempo, non sembra possa eser- 
citarc una influenza perturbatrice rilevante nel caso nostro. Trat- 
tandosi, infatti, di una causa sistematica di errore, c'e ragione di 
credere che essa abbia influito in misura proporzionalmente uguale 
tanto sugli idonei, quanto sui non idonei al servizio militare. Per 
conseguenza, non verra meno la possibility di confrontare la fre- 
qucnza dei non idonei nei ,singoli gruppi di ventenni, caratteriz- 
zati dalle diverse combinazioni delle modalita del colore degli 
occhi con quello dei capelli. 

Nella Tab. I sono state calcolatc le frequenze dei rivedibili 
e dei riformati per 1000 visitati. Il calcolo e stato eseguito consi- 
derando separatamente : a) i rivedibili e i riformati per tutte le 
cause ; b) i rivedibili e i riformati per tutte le cause eccettuata la 
deficienza della statura ; c) i rivedibili e i riformati per debolezza 
costituzionale, deficienza del perimetro toracico, oligoemia, depe- 
rimento organico e simili cause. 

Alio scopo, poi, di evitare un eccessivo frazionamento dei 
dati, sono stati riuniti i due gruppi dei nati dal 1807 al 1828 e dal 
1895 al 1916. Inoltre, dato lo scarso numero degli individui cui 
vennero attribuite le tinte intermedie, e sembrato consigliabile 
raggruppare le varie modalita del colore dei capelli e degli occhi 



in tre sole classi, comprendenti rispettivamente le tinte nere e 
scure; le tinte castana e castana chiara; la tinta bionda dei ca- 
pelli e quella chiara degli occhi. 


Tab. I. — Frequenze dei rivedibili e dei riformati per 1000 visi- 
tati (*). 


a) rivedibili e riformati per tutte le cause 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca- 
stani scuri. 

138,0 

17^,3 

■'73,3 

159,1 


(Ml) 

(226) 

(52) 

(41*) 

castani, castani chiari. 

170,1 

192,5 

208,2 

196,0 


(41) 

<4M) 

, (256) 

(7*5) 

biondi. 

90,9 

174,9 

' 57,3 

163,4 


(2) 

(67) 

(72) 

(142) 

Totalk . . . 

143,2 

184,7 

191,2 

179,4 


(1*4) 

(78*) 

(383) 

(1356) 


b) rivedibili e riformati per tutte le cause, eccettuata la deficienza 
di statura 


ccchi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

1 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca- 





stani scuri. 

114,5 

(117) 

160,1 

(210) 

166,7 

(SO) 

143,1 

(877) 

castani, castani chiari. 


175,5 

(452) 

197,7 

(245) 

180,2 

(7*1) 

biondi. 

45,5 

(i) 

148,8 

(57) 

155,2 

(72) 

149,6 

(»•) 

: 

Totale . . . 

118,3 

168,3 

183,2 

163,8 

, 

(152) 

(71*) 

(367) 

(1236) 









c) rivedibili e riformati per debolezza costituzionale, deficienza 
del perimetro toracico, oligoemia, deperimento organico e 
simili cause. 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca¬ 
st ani scuri. 

34,2 

<») 

80,0 

(105) 

86,7 

(26) 

63,0 


(166) 

castani, castani chiari. 

78,8 

92,8 

(239) 

114,6 

(142) 

98,6 


(») 

(460) 

biondi. 

0.0 

75.7 

(29) 

79,7 

75,9 


(•) 

(37) 

(66) 

Totale . . . 

42,0 

(54) 

87,3 

102,3 

(205) 

83,6 


(373) 

(632) 


(*) Le cifre scritte in grassetto in ciascuna casella indicano il numero 
assoluto dei rivedibili e dei riformati. 


Evitiamo di scendere in dettagli nell’esame delle cifre esposte 
nella tabella precedente. Ci sembra, tuttavia, che da essa emer- 
gano alcuni fatti degni di particolare attenzione. 

Anzitutto la percentuale dei non idonei al servizio militare 
risulta pih elevata fra i soggetti biondi che fra quelli con capelli 
scuri; e piu elevata fra i soggetti con occhi chiari che fra quelli 
con occhi scuri. Non solo, ma — sia considerando il colore degli 
occhi che quello dei capelli — le differenze a favore degli individui 
con pigmentazione scura, relativamente piccole quando si consi- 
derino tutte lc cause della non idoneita (Tab. I, a), diventano piu 
sensibili quando non si tenga conto dei non idonei per difetto di 
statura (Tab. I, b), e, soprattutto, quando si considerino unica- 
mente quelle cause che rivelano uno sviluppo fisico ritardato o 
deficiente (Tab. I, c). 

Per apprezzare l’entiti di tali differenze, adottiamo il noto 
procedimento introdotto nella metodologia statistica dal Prof. Gini 
per il confronto fra le variazioni dei quozienti di mortality <*>, 

(i) Vedasi, al riguardo : C. Gini, Sull’aumento di mortalitA determinate 
dalla guerra. Nota di metodologia statistica in « Rivista Italiana di Sociolo- 
gia», Anno XX, fascicolo V-VI, 1916. 






e valido per tutte le quantity che ammettono un limite supe- 
riore <*>. 

Indicando, pertanto, con r x ed r s la frequenza dei rivedibili 
e dei riformati fra i soggetti aventi capelli scuri e, rispettivamente, 
capelli biondi, e con ed r 4 le frequenze dei rivedibili e dei riformati 
tra i soggetti aventi, rispettivamente, occhi scuri ed ocelli chiari, 
divideremo le differenze r a — r L per l’espressione \J r y (r — r x ) 
e le differenze r 4 — r s per l’espressione y/ r 3 (i — r 3 ) . 

I risultati del calcolo sono esposti nella tabellina seguente: 


LiCCEDENZA DEI RIVEDIBILI E DEI RIFORMATI 
FRA I SOGGETTI AVENTI 


. capelli biondi ocelli chiari 

CAUSA DELLA NON IDONEITA AL SERVIZIO MILITARE 

_fsj-f* ?i_ _ r A — r * 

I'M 1 — ^ V7 8 '( i ^ 7 3 ) 

Tutte le cause (Tab. i, a) . -f 0,012 + 0,137 

Tutte le cause, eccettuata la deficienza 

della statura (Tab. 1 , b) . -f* 0,019 ~\~ 0,201 

Debolezza costituzionale, deficienza del pe- 
- rimetro toracico, oligoemia, deperi- 
mento organico e simili cause (Tab. i,c) 4 - 0,053 |- 0,207 


Appare anzitutto evidente che la percentuale dei non idonei 
fra i soggetti con occhi chiari supera quella osservata fra i soggetti 
con occhi scuri piu di quanto la percentuale dei non idonei fra i 
biondi superi quella osservata fra i soggetti con capelli scuri. 
Questo si verifica per tutti i gruppi di cause di non idoneita. 

Inoltre, come e stato osservato, le differenze crescono regolar- 
mente passando dalla Tab. 1 , a alia Tab. I, b e alia Tab. I, c. 
Da I2 0 /oo salgono, infatti, a i9%o e a 53 %o per il colore dei capelli, 
e, rispettivamente, da i37%o a 20i%o e a 207 %o per il colore egli 
occhi. 

Un secondo fatto emerge chiaramente dalla Tab. I: la fre¬ 
quenza dei rivedibili e dei riformati 6 maggiore tra gliindividui biondi 
con occhi chiari che non fra quelli aventi capelli ed occhi scuri. 
Anche queste differenze, relativamente piccole quando si consi- 
derino tutte le cause della ncfn idoneita, diventano piu sensibili 
quando si escludano i non idonei per difetto di statura e, soprattutto, 
quando si considerino unicamente i rivedibili e i riformati per de- 


(I) C. Gini, Sul massimo degli indici di variabilitd assoluta e sulle sue 
applicazioni agli indici di variabilitd relativa e al rapporto di concentra- 
zione, in « Metron », Vol. VIII, N. 3, 1930. 
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bolezza costituzionale, deficienza del perimetro toracico, oligoemia. 
deperimento organico e simili cause. Le differenze, calcolate col 
metodo dianzi illustrato, sono infatti le seguenti: + 0,056 per 
il primo gruppo (Tab. I, a) ; + 0,129 P er il secondo (Tab. I, b) ; 
+ 0,230 per il terzo (Tab. I, c). 

Scendendo ora a considerare le varie combinazioni delle mo¬ 
dality del colore degli occhi con quelle del colore dei capelli, non 
si osserva, a parita di colore degli occhi, un incremento delle fre- 
quenze dei non idonei passando dalle tinte oscure a quelle bionde 
dei capelli. Sembra, invece, degno di nota il fatto che, a parita di 
colore dei capelli, dette frequenze aumentano quasi regolarmente 
passando dalle tinte scure a quelle chiare degli occhi. 

Comunque, non insistiamo su questo punto. 

Tenendo, invece, presenti i primi due fatti teste illustrati, 
riteniamo di poter concludere considerando i risultati cui siamo 
pervenuti come una conferma della minore robustezza degli indi- 
vidui di tipo biondo rispetto a quelli di tipo bruno. 

La costituzione individuale, pertanto, che gli studi di carat- 
tere costituzionalistico hanno dimostrato essere un fattore di se- 
lezione naturale, appare come tale anche quando sc ne considerino, 
anzich£ i caratteri quantitativi, certi caratteri qualitativi, ed in 
particolare la pigmentazione dei capelli e degli occhi. 

* * * 

Spostiamo ora la nostra attenzione sulla frequenza dei rifor- 
mati e dei rivedibili fra gli individui omocromi e fra quelli 
eterocromi. 

Ci sembra che tale esame rivesta una certa importanza in rela- 
zione a recenti vedute espostc dal Prof. Gini intorno alle combi¬ 
nazioni cui i caratteri concatenati danno luogo per effetto del- 
l’intercambio (l >. 

Siano a e (3 due fattori, i quali hanno sede nello stesso croma- 
tide ed ammettono ciascuno due alleli A e a, e, rispettivamente, 
B e b, di cui A e B dominanti, a e b recessivi. Rispetto ad essi si 
potranno distinguere due cromatidi originari A B e a b, e due cro- 
matidi derivati A b e a B, che traggono origine dall’intercambio 
(crossing-over). 


(1) C. Gini, Considerazioni sopra le combinazioni a cui i caratteri conca¬ 
tenati danno luogo a seguito dell' inter cambio, in «Genus», vol. Ill n. 3-4, 1939* 



Orbene, indicando con f, q, r, s, le frequenze dei quattro cro- 
matidi AB, ab, Ab, aB, e con F/, F n , Fxu, F IV le frequenze dei 
rispettivi- fenotipi, il Gini si domanda «a quali condizioni devono 
rispondere i valori p, q, r, s e a quali condizioni devono analoga- 
mente rispondere i valori di F It F n , F IIIt F IV affinchd esista una 
condizione' di equilibrio stazionario, iina condizione, cioe, in cui 
i dieci genotipi, e quindi i quattro fenotipi, mantengano, nella 
popolazione, la stessa frequenza attraverso il tempo ». 

Per via matematica, egli giunge a dimostrare che — ammet- 
tendo il verificarsi di determinate ipotesi (equivitalita dei gameti 
e dei genotipi; panmixia dei gameti e dei genotipi; equinata- 
lit£l dei cromatidi originari e derivati) — la condizione per l’equi- 
librio stazionario e che sia : 


p q = r s 

e che, per conseguenza, sia, come e dimostrato : 

Fi Fn = Fui F iv 

Applicando lo schema teorico al caso del colore dei capelli 
e degli occhi nell’uomo, ed indicando con F/ gli individui con ca¬ 
pelli ed occhi chiari, con F n quelli con capelli ed occhi scuri, 
con Fin quelli con occhi chiari e capelli scuri e, inline, con Fi V 
quelli con occhi scuri e capelli chiari, si trova che la frequenza 
degli individui eterocromi (capelli scuri — occhi chiari; occhi 
chiari — capelli scuri) £ minore di quella che occorrerebbe per 
assicurare un equilibrio stazionario. Si trova, cio6, che : 

Fi Fn > F m F IV 

Indagando sulle cause di tale fatto, il Gini esamina, tra l’altro, 
anche la possibility che esso derivi da una minore vitality dei cro¬ 
matidi derivati, la quale, a sua volta, potrebbe attribuirsi ad una 
minore vitality dei gameti o degli zigoti o dei fenotipi che Ii con- 
tengono. 

In base ad elementi sperimentali, il Gini giunge ad escludere 
I’eventuality di una minore vitality dei fenotipi eterocromi. 

E appunto su tale conclusione che intendiamo soffermarci, 
sembrandoci che essa risulti pienamente convalidata attraverso 
l’esame del nostro materiale. 



Considerando insieme i 7.413 ventenni nati dal 1807 al ,1828 
e dal 1895 al 1916, otteniamo: 

Fi = 6,14 % 

Fu =13,09% 

Fin = 3.97 % 

Fiv = 0,25 % 

Fj F/z — 0,008037 > 0,000099 = Fiji Fiv 

La divergenza fra i prodotti F z F n ed F in Fi V d piuttosto 
notevole. 

Si puo essa attribuire ad una minore vitality dci fenotipi 
eterocromi rispetto ai fenotipi omocromi ? 

Se, come pare, e lecito assumere la percentuale dei riformati 
e dei rivedibili in seno ai vari gruppi come indice praticamente 
attendibile del diverso grado di robustezza degli individui che 
ad essi appartengono, tale ipotesi e da escludersi. 

Riprendiamo, infatti, la Tab. I. Sia considerando tutte le 
cause della non idoneita, come escludendo i non idonei per difetto 
di statura o considerando solo i riformati e i rivedibili per debo- 
lezza costituzionale, deficienza del perimetro toracico, oligoemia, 
deperimento organico e simili cause, la frequenza dei non idonei nei 
due gruppi di individui omocromi risulta intermedio rispetto alia 
frequenza degli stessi nei due gruppi di individui eterocromi. 
Non solo, ma va notato che la percentuale minima di non idonei 
— se ad essa si pud attribuire un qualche significato, non ostante 
Io scarso numero delle osservazioni (22 casi) — si ha nei gruppo 
eterocromo capelli chiari-occhi scuri; cioe precisamente in quello 
dei due gruppi eterocromi in cui la frequenza dei fenotipi pre- 
senta una deficienza relativamente molto maggiore rispetto alia 
media geometrica delle frequenze degli individui omocromi. In¬ 
fatti e : 


Fin 

\J F/ Fu 


= <M43i 


Fiv 

\J~f7F 


----- = 0,0279 

II 


Alle stesse conclusioni si perviene considerando degli indici 
pi ft indiretti del grado di robustezza : la statura, il perimetro to¬ 
racico ed il rapporto fra il perimetro toracico e la statura. 

Abbiamo dimostrato in precedenti memorie (I > che, in questi 


(1) A. Costanzo, Costituzione e mortalitd, op. cit. — Id., Considers 
zioni intorno ai rapporti fra costituzione e mortalitd , op. cit. 
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stessi ventenni che formano oggetto della presente ricerca, esiste 
una mortality differenziale secondo lo sviluppo corporeo. La durata 
media della vita & risultata maggiore negli individui bassi che in 
quelli alti; maggiore negli individui con perimetro toracico grande 
che in quelli con perimetro toracico stretto ; maggiore, inline, negli 
individui con piccolo indice toracico che in quelli aventi un indice 
toracico pih elevato. 

A 1 contrario, la percentuale dei morti da 20 a 30 anni £ 
risultata sensibilmente pih elevata.fra gli individui alti, fra quelli 
con torace piccolo e fra quelli, infine, con piccolo indice toracico. 

Orbene, vediamo se fra gli individui etcrocromi siano eventual- 
mente pih frequenti che jn quelli omocromi coloro che posseggono 
le modalita sfavorevoli dei caratteri teste considerati: alta sta- 
tura, piccolo perimetro toracico e piccolo indice toracico. 

Risulta anzitutto evidente dalla Tab. II che non esiste con- 
nessione alcuna fra omocromia, eterocromia e sviluppo corporeo. 

Confrontiamo ora la media aritmetica dei caratteri degli in¬ 
dividui omocromi con quella dei caratteri degli individui eterocromi. 


Xati dal 1807 al 1828: 

Statura . 

Nati dal 1896 al 1916: 

Statura . 

Perimetro toracico 
T/S X 100 .... 


Individui 

omocromi 

Fi e F11 

a 

164,66±o f 20 
168 , 20±0,27 

86 , 32 ±o, 2 I 
51, 2 I± 0 # I 3 


Individui 

eterocromi 

Fin e Fiv 

b 


164 ,4«j±o ,65 


it>7 ,+<>±0,42 
85 ,7 2 ±° »3 T 

5t ,I 2 ±O.IO 


Differenza 

b-a 

— o,I7±o,68 

— 0,8 o±o,4 (> 

— o, 6 c±o ,38 

— O,0<J±O,22 


Gli individui eterocromi presentano una leggera deficienza, 
rispetto a quelli omocromi, sia nella statura che nel perimetro 
toracico. 

Questa, pero, non sembra tale da giustificare conclusioni 
intomo ad una eventuale minore robustezza dei primi in confronto 
dei secondi. In particolare, poi, va notato che il valore dell’indice 
toracico — che e appunto quello in funzione del quale la mortality 
differenziale risulta piu accentuata — e pressoche uguale nei due 
gruppi, la differenza di 0,09 Hh 0,22 non essendo significativa. 

* * * 

A prescindere dalla loro entity, le differenze messe in luce 
nella Tab. I sono effettive, non potendo essere attribuite ad una 
presunta eterogeneiti dei soggetti considerati dal punto di vista 
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della razza o del luogo di nascita : pianura o montagna; citt& 
o campagna. 

R. Livi ha ampiamente dimostrato, da un lato, che la fre- 
quenza relativa dei riformati per difetto di statura, in ciascun 
Compartimento del Regno, rispetto alia popolazione del Comparti- 
mento stesso, andava regolarmente aumentando (fino ad altezze 
di 900 metri sul mare) al crescerj deiraltitudine del Comune di 
residenza, e, dairaltro, che le montagne sono abitate da popola- 
zioni a capelli ed ocelli piu chiari (I) . 

Nel caso nostro, pero, e evidente che la maggiore freqnenza 
dei rivedibili e dei riformati fra gli individui con capelli biondi e 
fra quelli con occhi chiari non puo trovare spiegazione in un fatto 
del generc, dato che il Comune al quale appartengono i soggetti 
esaminati e situato nella sua quasi totalita in pianura (circa 115 
metri sul mare) e per il resto si estende su alcune collinette di poco 
sopraelevate rispetto alia pianura antistante. 

Un secondo fatto piuttosto merita di essere qui considerato 
per i riflessi che esso potrebbe avere sui dati esposti nella Tab. I : 
e la diversa proporzione dei biondi e dei bruni tra gli abitanti 
della citta e quelli della campagna. 

R. Livi concludeva la sua ampia vindagine sulTargomento 
osservando che «i cittadini sono piu bruni dei campagnoli ». 

Ad analoga conclusione siamo pervenuti noi studiando, sotto 
questo punto di vista, il materiale in esame (2) . 

Come appare dalla tabellina seguente, il colore biondo dei 
capelli e quello chiaro degli occhi sono leggermente piu frequenti 

(1) R. Livr, op. cit., pag. 66. 

(2) Non sembra chc talc fatto, constatato dal Livi per 1 ’Italia e da 
noi per la popolazione di Casale Monferrato, abbia un carattere generale. 
L’ Ammon, ad csempio (Die naturliche Auslese beim Mnischen , op. cit. 
pag. 94*103) riferisce alcuni dati, per i coscritti di Karlsruhe e di Friburgo, 
che sembrano attestare una frequenza di tinte chiare maggiore nelle citta 
che nelle campagne. 

Per la Svczia, invece, 6 stata accertata (H. Lundrorg and F. J. Lin¬ 
ders, Anthropologia Suecica, 1926. The Bade l Characters of the Swedish 
Nation, Uppsala, 1926, pag. 104-113) una frequenza di tinte chiare, cosi 
degli occhi che dei capelli, maggiore fra gli addetti aH’agricoltura, alia 
pesca e all’industria forestale chc non fra quelli addetti airindustria, al 
commercio, ai trasporti e fra gli impiegati e gli addetti ai servizi pubblici. 
Al contrario, la frequenza delle tinte scure risulta maggiore fra questi 
ultimi che non fra i primi. 
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tra i contadini e gli operai di campagna che non fra gli abitanti 
della citti. II fenomeno inverso si verifica, invece, per le tinte 
scure dei capelli e degli occhi. 



capelli 

SU IOOO VISITATI 
occhi 

AVEVANO 

capelli 

occhi 


biondi 

chiari 

scuri 

scuri 

Contadini e operai di campagna. . 

130,4 

272,2 

338,3 

144,3 

Operai di citty, bottegai, artigiani, 
ed altre basse condizioni cittadine; 
studenti, impiegati e benestanti 

• 

103,9 

259,8 

355,8 

188,5 


E chiaro che questo fat tore potrebbe concorrere a spiegare 
la maggiore frequenza dei non idonei al servizio militare fra i 
soggetti biondi *e quelli aventi occhi chiari solo neiripotesi in 
cui i contadini e gli operai di campagna, fra i quali e maggiore. 
la frequenza degli individui biondi e di quelli aventi occhi chiari, 
presentassero una frequenza di rivedibili e di riformati maggiore dei 
cittadini. 

Abbiamo, invece, riscontrato il fatto opposto. La frequenza 
dei non idonei al servizio militare — studiata sui nati negli anni 
1791-1795 ; 1801-1844; 1881-1886 ; 1895-1916—e risultata, senza 
eccezione alcuna, minore nei contadini che nelle altre categorie 
professional! cittadine (l K 


(1) Cfr. A. Costanzo, / caratteri fisici dei maschi piemontesi dalle leve 
napoleoniche a quelle delV Italia Fascista, in « Contributi del Laboratorio di 
Statistica dell’University Cattolica del S. Cuore » Vol. XI, Milano, Vita e 
Pensiero, 1939. 

Riportiamo qui di seguito, desumendole dalla Tab. XII di detto lavoro, 
le frequenze dei rivedibili c dei riformati per 1000 visitati. 


ANNO DI NASCITA ^ 

1 

TUTTI I NON IDONEI 

ESCLUSI I NON IDONEI PER DIFETTO 
' DI STATURA 

A 

a 

3 

c 

4 

A 

6 

ti 

6 

c 

7 

1791-1795 

238,9 

261,9 

333,3 

! 

*50,2 

211,0 

270,8 

180I-1815 | 

103,6 

120,2 

163,4 

(x>,8 

83,0 

163,4 

1816-1825 

102,7 

156,9 

2i5,4 

63,6 

116,4 

200,0 

1826-1835 

160,8 

153,6 

191,0 

118,1 

118,1 

157,3 

1836-1844 

150,2 

240,3 

279,6 

89,0 

169,0 

247,3 

I88I-I886 

321,6 

37UO 

487,2 

289,3 

338,2 

461,6 

1895-1905 

162,0 

W5,5 

230,9 

144,6 

185,3 

225,1 

1906-1916 

169,6 

248,7 

237,4 | 

168,5 

247,i 

237,4 


A =contadini e operai di campagna. — operai di citt&, artigiaui, bottegai e simlli profession! 
cittadine. — C=studenti, impiegati, benestanti. 







Neppure in questo secondo fatto si pud, dunque, trovare una 
spiegazione delle differenze messe in luce nella Tab. I. 

* * * 

Come i costituzionalisti, accertata l’esistenza di una connes- 
sione fra lo sviluppo corporeo e la resistenza dell'organismo umano 
di fronte alle diverse manifestazioni morbose ed alle cause di 
morte, hanno cercato di spiegarne le cause, cosl gli antropologi 
non hanno mancato di avanzare ipotesi onde spiegare la connes- 
sione esistente fra la pigmentazione degli occhi e dei capelli e 
il grado di robustezza. 

Partendo dalla considerazione che tanto la pigmentazione degli 
occhi come quella dei capelli subiscono spesso una evoluzione dalle 
tinte chiare verso quelle scure col crescere dell’eta, cioe col comple- 
tarsi dello sviluppo corporeo dell’individuo <*>, e dal fatto che fra 

Consideriamo anzitutto le colonne 2, 3, 4. Le percentuali dei non ido- 
nei risultano quasi costanteniente mini me pei contadini e massime per gli 
studenti. Non ci sono che due eccezioni, del resto poco importanti : pei 
nati dal 1826 al 1835 la frequenza dei non idonei 6 alquanto maggiore nei 
contadini chc negli operai di citta, e nell*ultimo periodo la stessa & maggiore 
negli operai di citta che negli studenti, impiegati e benestanti. 

E le differenze, gik notevoli, a favore dei contadini, diventano anche 
piu sensibili quando non si tenga conto dei riformati e dei rivedibili per 
difetto di statura (colonne 5, 6, 7). 

Ancora pei nati nel periodo che va dal 1906 al 1916, in un periodo, 
cio6, in cui si puo ritenere abbiano influito in misura poco sensibile even- 
tuali concession! a favore degli appartenenti alle classi sociali piu elevate, 
i riformatiei rivedibili non erano che 168,5 P er fra i contadini, mentre 
salivano a 247,1 per mille tra gli operai di citt& e a 237, 4 per mille fra 
gli studenti, impiegati e benestanti. 

(1) Tale fenomeno e messo concordemente in rilievo dagli antropologi. 
Vedasi, ad esempio : J. Ranke, Der Mensch, Zweiter Band : Die heutigen 
und vorgeschichtlichen Menschenrassen , Leipzig, 1912, pag. 159.— J. Deni- 
ker, Les races et les peuples de la terre , Paris, Masson, 1926, pag. 67. — 
E. Bauer, E. Fischer und F. Lenz, Menschliche Erblichkeitslehre , Mun- 
chen, Lehmanns Verlag, 1927, Erster Band, pag. 107-110. II Virkow — 
citato dal Ranke — afferma che la maggior parte dei bambini di razza te- 
desca nasce con occhi blu, ma che in molti il colore blu si trasforma in 
quello bruno. Tale trasformazione comincerebbe gi 4 nelle prime settimane 
e si completerebbe generalmente nel secondo anno di vita. Analoga — 
quantunque piu lenta — trasformazione subisce il colore dei capelli. 

Numerose indagini statistiche, poi, offrono gli elementi per apprezzare 
quantitativamcnte il fenomeno qui considerato. L’Ammon (O. Ammon, Zur 
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i montanari, i quali sono meno alti dei pianigiani, probabilmente 
a causa delle sfavorevoli condizioni ambientali che impediscono 
alia statura di raggiungere il livello cui essa tenderebbe in man- 
canza di ostacoli, esiste una maggiore percentuale di biondi e di 


Anthropologie der Badener, Jena, Fischer, 1899, pag. 676) ha trovato, in 
ragazzi badenesi di circa 11 anni, il 56,3 % con capelli biondi e il 6,9 % 
con capelli neri, mentre in ragazzi di circa 18 anni la percentuale dei biondi 
scendeva a 20,0 % e quella dei soggetti con capelli neri saliva a 16,0 %. 
Analogamente per gli occhi. Le pcrcentuali delle tinte blu e bruna erano, 
rispettivamente, del 42,5 % e 23,0 % fra i ragazzi di 11 anni, c del 20,0 % 
e 36,0 % fra i ragazzi di 18 anni. 

R. Bennet Bean (Hair and Eye color in old Virginians, in « American 
Journal of Physical Anthropology », Vol. XX, N. 2, 1935) conclude l’esame 
dei dati relativi alia frequenza delle varie tinte dei capelli degli abitanti 
della Virginia, affermando che «i capelli diventano piu scuri col crescere 
dell’eta ». 

Soren Hansen (Om Haarets og Ojnenes Farve i Danmark , in Medde- 
lelser om Danmarks Antropologi,'1907-1911, I Bind, pag. 285-307) ha tro¬ 
vato una frequenza di biondi del 521 per mille nei bambini danesi di 6 anni 
e del 330 per mille in quelli di 14 anni ; e, analogamente, una frequenza di 
bambini con gli occhi chiari del 658 per mille tra i primi, e del 590 per mille 
tra i secondi. Lo stesso fenomeno si verifica per le bam bine. 

Studiando un altro gruppo di 25.962 bambini e 22.032 bambinc danesi 
(Soren Hansen, Haarets og Ojnenes Farve hos Danmarks Bybefolkning , 
in « Meddelelser om Danmarks Antropologi », 2 Bind, pag. 361-389) lo stesso 
Autore ha pure trovato che il colore degli occhi e dei capelli diventa piii 
scuro, sia nei maschi che nolle femmine, al crescere dell'eta. Fra i bambini 
di 6 anni la frequenza dei capelli biondi e risultata del 524 per mille e quella 
degli occhi chiari del 653 per mille. Fra i bambini di 14 anni le due fre- 
quenze scendevano rispettivamente a 332 e a 589 per mille. 

Il Bardenfleth (K. S. Bardenfleth, Samsos Anthropologi, in « Med¬ 
delelser om Danmarks Antropologi », 3 Bind, pag. 1-49) ha potuto accertare 
una evoluzione, verso le tinte scure, del colore degli occhi e dei capelli, 
in un gruppo di abitanti dell'Isola di Samso. 

In Inghilterra, secondo i risultati dell'indagine eseguita dalla Com- 
missione Antropometrica ( Final Reports of the Anthropometric Committee , 
drawn up by M. Ch. Roberts and Sir Rawson), la frequenza dei biondi 
e risultata del 51,2 % in un gruppo di 2807 bambini da 6 a 14 anni ; 
del 43,8 % in un gruppo di 1778 ragazzi da 15 a 19 anni, e del 42,2 % 
in un gruppo di 1360 uomini da 20 a 24 anni. Ricordiamo infine che il 
Kollmann (citato dal Livi), in Svizzera, ha trovato i) 17,1% di occhi ce- 
lesti tra i bambini di 11 anni e solo il 14,9 % al di sopra di questa et&. 

Tutte queste concordi testimonianze, mentre non lasciano dubbio sulla 
realty deirevoluzione del colore dei capelli e degli occhi in funzione del- 
Tet&, sembrano attestare che tale evoluzione e, in definitiva, alquanto piti 
marcata per i primi che per i secondi. 
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individui aventi occhi chiari, R. Livi ha formulato l'ipotesi che 
deficiente sviJuppo corporeo e pigmentazione chiara siano, in so- 
stanza, dovuti al medesimo ordine di cause. A parte l'influenza 
della razza e quella deirambiente — azione della luce, del sole, 
deiraria libera, ecc. — un individuo sarebbe biondo ed avrebbe 
gli occhi chiari per le stesse ragioni per cui il suo sviluppo fisico 
non e stato completo. 

Le stesse cause patologiche, mentre arrestano anzi tempo 
l'evoluzione dei caratteri fisici quantitativi, arresterebbero anche 
quella del colore. 

L'interpretazione dei fatti appare seducente; ma e forse 
troppo semplice per poter spiegare in tutte le sue manifestazioni 
una realta che e tanto complessa. 

Vediamo se e fino a che punto detta ipotesi — formulata da 
R. Livi per spiegare la maggiore biondezza dei montanari — po- 
trebbe valere per una popolazione che vive in condizioni normali 
di ambiente. 

Premettiamo che, come e stato dianzi ricordato, questa stessa 
popolazione che forma oggetto del presente esame ci ha permesso 
di accertare che la frequenza relativa dei morti da 20 a 30 anni e 
notevolmente piu elevata negli individui alti che in quelli bassi, 
e che la durata media della vita e sensibilmente piu elevata negli 
individui bassi che in quelli alti. 

II colore biondo dei capelli e quello chiaro degli occhi, qualora 
si associassero di preferenza alle basse stature, non si assocerebbero, 
quindi, generalmente ad una modalita sfavorevole dello stesso 
carattere. 

Ma e Tesistenza stessa di una connessione fra sviluppo corpo¬ 
reo e pigmentazione che non appare sufficientemente dimostrata. 
Le documentazioni statistiche che si posseggono al riguardo sono 
piuttosto scarse e non sempre concordi nel comprovare una tale 
connessione. 

2. — Pigmentazione degli occhi e dei capelli e sviluppo 

corporeo. 

I dati contenuti nz\Y Antropometria militate sono raggruppati 
in classi di frequenze troppo ampie perch& sia possibile determi- 
nare esattamente la statura media secondo il colore degli occhi 
e dei capelli. 
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Da calcoli approssimati eseguiti su questi dati dal Prof. 
Boldrini (l >, risulterebbe, perd, che nei piemontesi la statura media 
6 di cm. 165,8 tanto negli individui con capelli biondi o bruno 
chiari, quanto in quelli con capelli bruno neri o neri. 

Nell’intento di fomire nuovi elementi per lo studio del pro- 
blema, abbiamo calcolato la statura media, secondo le varie mo- 
dalita del colore degli occhi e dei capelli, dei nati dal 1807 al 1828 
(Tab. II, a) e le medie del perimetro toracico, della statura e del 
rapporto fra torace e statura, in funzione della pigmentazione, dei 
nati dal 1895 al 1916. 

Consideriamo, anzitutto, i nati dal 1807 al 1828. 

Effettivamente la statura media e maggiore nei soggetti aventi 
capelli scuri che nei biondi e maggiore nei soggetti aventi occhi 
scuri che in quelli con occhi chiari. Le differenze sono pari, rispet- 
tivamente, a cm. 1,25 ± 0,38 e cm. 0,77 ± 0,40, e sembrerebbero 
piuttosto nOtevoli. Pure piu elevata risulta la statura dei ventenni 
aventi capelli ed occhi scuri rispetto a quella dei biondi con occhi 
chiari. Anche qui la differenza, pari a cm. 0,86 ± o,6o, sembre- 
rebbe significativa. 

Questi risultati non vengono, pero, confermati dal gruppo 
— piix numeroso — dei nati dal 1895 al 1916, il quale non mostra 
alcuna apprezzabile connessione fra perimetro toracico, statura e 
rapporto fra torace e statura, da un lato, e pigmentazione degli 
occhi e dei capelli, dall’altro. 

I biondi, infatti, hanno una statura leggermente inferiore a 
quella dei bruni (—0,14 ± 0,32), ma hanno, pero, un perimetro 
toracico medio alquanto pita grande (+ 0,22 ± 0,25) ed un rap¬ 
porto fra perimetro toracico e statura pure lievemente maggiore 
(+ 1,70 ± 1,46). Si tratta comunque di differenze piccole e cer- 
tamente non significative. 

Consideriamo ora la pigmentazione degli occhi. I soggetti 
con occhi scuri presentano una piccola eccedenza tanto nella sta¬ 
tura (-(-0,41 ±0,41), quanto nei perimetro toracico (+0,37±0,30) 
e nei rapporto fra torace e statura (+ 0,48 ± 1,78). Anche queste 
differenze, perd, sono certamente non significative. 

A non diverse conclusioni si perviene, inline, confrontando i 
caratteri medi dei soggetti con capelli ed occhi scuri con quelli 
dei soggetti biondi con occhi chiari. I primi presentano, rispetto 


(1) M. Boldrini, Antropometria, op. cit pag. 342. 
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Tab. II. — Caratteri antropometrici medi a vent'anni secondo il 
colore degli occhi e dei capelli (*). 
a) nati dal 1807 al 1828. 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

; 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca- 
stani scuri. 

•64.78io.21 

(706) 

165.04i0.26 

(510) 

i 64 , 35 ±o ,73 

(71) 

164.87 ±0,17 

( 1 . 377 ) 

castani, castani chiari. 

i 64 . 74 io. 6 o 

(13S) 

164,31 ±0,26 

(632) 

i 63 . 97 io .47 

(iso) 

164.31io.21 

(073) 

biondi. 

165.17i1.41 

(M) 

163,28^0,47 

(187) 

163.92io.56 

(120) 

163.62io.34 

(327) 

Totale . . . 

164.78io.21 

(445) 

x64,44±o, 17 

(1 373) 

164.01io.34 

(353) 

164.52io.13 

(2.677) 


b) nati dal 1895 al 1916. 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru - 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca¬ 
stani scuri 

86.49io.35 

168.30i0.47 

5 I 2 , 44 ± 2 ,o .5 

(174) 

85,70^0. 16 
i68,i4io,23 
5 ° 8 , 48 io ,99 

(776) 

85, 71 io, 31 

i 67 , 39 io ,42 

5U.i3ii.88 

(223) 

85,82 io, 13 
i68,02io, 18 
5 ° 9 , 57 i°. 8 i 

(1173) 

castani, castani chiari 

85,G7±o.48 

168.20i0.63 

5 ° 7 >® 7 i 2 ,79 

(04) 

86,04^0,11 
i68,i5io,!5 
510.40io.63 

(1.870) 

85 , 73 i 0 ,I 4 

T67,86±0,I9 

5 ° 9 . 74 io ,86 

(1.081) 

85.92io.08 

168.05i0.il 

510.09io.50 

(3.045) 

biondi 

86,25±2,55 

168.00i2.84 

512.50iM.31 

(4) 

85 » 70 io ,33 

l67,40±0,46 

510.14i1.87j 

(185) 

86.23io.27 
168,14 ±0,32 
5 H. 89 ii ,59 
(320) 

86.04i0.2i 

l67.88io.26 

5II.27iT.22 

(518) 

Totale 

86,20^0,28 

i68,26±o,38 

5to,85ii,6 5 

(272) 

85 , 92 io ,09 
168, io±o, 12 
509.86i0.51 

(2.831) 

85.83io.II 

167.85io.i5 

5 I 0 , 37 i o .68 

(1.633) 

85,91 io,o7 
168,02 io,09 
510.09io.40 

(4.038) 


(*) Le cifre scritte in grassetto in ciaScuna casella indicano il numero 
degli individui cui si riferiscono le medie. Pei nati dal 1895 1916 esse 

indicano il numero dei soggetti di cui d nota almeno la statura. Il numero 
di costoro supera di poco quello degli individui di cui & nota anche la mi- 
sura del perimetro toracico. 
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ai secondi, una eccedenza nella statura (+ 0,16 ± 0,57), nel peri- 
metro toracico (+0,26 ± 0,44) e nel rapporto fra torace e sta¬ 
tura (+ 0,55 ± 2,59). Come tutte le precedenti, anche queste 
differenze non sono significative. 

* * * 

A stretto rigore, i dati della Tab. II potrebbero essere, in una 
certa misura, influenzati dalla diversa frequenza dei biondi e dei 
soggetti con occhi chiari in seno ai vari gruppi professionali, e dalla 
differenziazione di questi dal punto di vista costituzionale (I >. 

Abbiamo eliminato Tazione perturbatrice di questi due fat- 
tori applicando il metodo della popolazione-tipo. Abbiamo, per- 
tanto, diviso la nostra popolazione in tre gruppi professionali: 
contadini e operai di campagna ; operai di citta, bottegai, artigiani 
e simili professioni cittadine ; studenti, impiegati e benestanti. 
Per ognuno di questi e stato eseguito un calcolo analogo a quello 
esposto nella' Tab. II. Quindi, assumendo come popolazione-tipo, 
per ciascuna delle 9 classi di pigmentazione, il totale degli individui 
appartenenti alio stesso gruppo professional, sono stati calcolati 
i dati contenuti nella Tab. III. 

I risultati esposti nella Tab. Ill non differiscono sostanzial- 
mente da quelli contenuti nella Tab. II. Le differenze si sono ta- 
lora attenuate ; taLaltra lievemente accentuate. In nessun caso, 
pero, esse possono ritenersi sicuramente significative. 

In conclusione, quindi, ci sembra che gli elementi afiiorati 
dalla presente indagine permettano di dubitare dell'esistenza di 
una qualche connessione tra sviluppo corporeo, da un lato, e colore 
dei capelli e degli occhi, dalLaltro <*>. 

(1) L'esistenza di tale differenziazione 6 stata dimostrata, in questa 
stessa popolazione, per il periodo di 126 anni, sui nati dal 1791 al 1916. 
La statura media a vent*anni dei contadini e risultata costantemente e sen- 
si bilmente inferiore a quella degli studenti, impiegati c benestanti. Vice- 
versa, piu elevati sono risultati il perimetro toracico ed il rapporto tra to¬ 
race e statura. Cfr. A. Costanzo, I Caratteri fisici , ecc . op. cit. 

(2) L’inesistenza di una connessione fra statura, da un lato, e colorc degli 
occhi e dei capelli, dall’altro, e stata accertata anche dall’ Ammon nelle re- 
clute del Baden. Cfr. : O. Ammon, Die natiirliche Auslese beim Menschen, 
op. cit. pag. 30-31 ; Id., Zur Anthropologie dev Badener , op. cit., pag. 176. 

Anche Lundborg e Linders, per la Svezia, studiando la statura di 
47.387 soldati svedesi in et& di 20-22 anni secondo il colore degli occhi e 
quello dei capelli, hanno notato differenze piuttosto lievi e da essi ritenute 
non significative. Cfr. : H. Lundborg and F. J. Linders, Anthropologies 
Suecica , op. cit. pag. 104-113. 
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Tab. III. — Caratteri antropometrici medi a vent’anni secondo il 
colore degli occhi e dei capelli. Valori teorici calcolati col metodo 
della popolazione-tipo. 


a) nati dal 1807 al 1828. 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 


grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca- 
staiii scuri. 

164,87 

165,08 

164,48 

164,87 

castani, castani chiari. 

164,78 

164,27 

164,05 

164,27 

biondi. 

164,65 

163,41 

164,05 

163.75 

Totale 

164,82 

164,44 

164,10 

164,52 


b) nati dal 1895 al 1916. 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca¬ 
stani scuri 

86,66 

168,31 

5 I 3>3 < 5 

85,75 

168,13 

508,84 

85,68 

167,34 

5 XI >°7 

85,86 

168,01 

509,88 

castani, castani chiari 

85,5° 

167.93 

5°7.55 

86,52 
168,16 
510,28 

85,70 

167,84 

509,63 

85,90 

168,05 

510,02 

biondi 

86,02 

168,54 

509,48 

85,68 

167,42 

509,98 

86,23 

168,16 

511,85 

86,03 
167,89 
511,16 . 

Totale 

86,34 

168,25 

511,71 

85,92 

168, n 
509,82 

1 

85,81 

167,84 

510,31 

85,91 

168,02 

510,09 




















Le cause dell’accertata minore robustezza degli individui 
con occhi chiari e di quelli biondi appaiono, pertanto, piuttosto 
complesse, e non sembra possibile, nella generality dei casi, defi- 
nime la natura considerando la pigmentazione chiara come 1'ef- 
fetto visibile dell'azione delle stesse cause patologiche operanti 
nell’organismo umano. 

3. — Differenziazione costituzionale secondo la profes- 

SIONE E LA PIGMENTAZIONE DEGLI OCCHI E DEI CAPELLI. 

H materiale statistico di cui disponiamo ci offre la possibility 
di lumeggiare un aspetto nuovo della differenziazione delle varie 
categorie professionali dal punto di vista della costituzione fisica. 

£ noto che la statura media degli appartenenti alle categorie 
sociali piu elevate supera quella degli appartenenti alle categorie 
inferiori. Tale fatto 6 stato ampiamente illustrato anche da noi 
nella popolazione maschile, sopravvivente a vent'anni, nata a 
Casale Monferrato dal 1791 al 1916. Pei nati dal 1865 al 1916 e 
stato pure dimostrato che le categorie professionali piu elevate 
hanno un perimetro toracico medio minore ed un piu basso rap- 
porto fra il torace e la statura che non quelle meno elevate. 

Approfondendo l’indagine, vogliamo ora studiare lo sviluppo 
corporeo degli individui appartenenti alle varie categorie profes¬ 
sionali in funzione della pigmentazione, onde vedere se e fino a 
che punto le differenze osservate fra l’una e l’altra categoria siano 
in qualche modo legate alia pigmentazione degli occhi e dei capelli. 

I risultati sono esposti nella Tab. IV. In ciascuna casella, la 
prima cifra si riferisce ai contadini, operai di campagna, operai 
di citta, artigiani, bottegai e simili professioni cittadine. La se- 
conda agli studenti, impiegati e benestanti. La terza, infine, rap- 
presenta la differenza fra i caratteri medi relativi a questo secondo 
gruppo e quelli relativi al primo gruppo. II segno -f- e il segno — 
indicheranno, pertanto, eccedenza e, rispettivamente, deficienza 
del carattere negli studenti, impiegati e benestanti rispetto all’in- 
tensity media dello stesso nel gruppo dei contadini e delle basse 
professioni cittadine. Le cifre indicate fra parentesi accanto alle 
medie indicano il numero degli individui appartenenti a ciascun 
gruppo. Le frequenze segnate a fianco delle stature superano 
leggermente quelle — che per brevity abbiamo omesso — relative 
al rapporto fra il perimetro toracico e la statura ed al perimetro 
toracico, per il fatto che di taluni soggetti £ nota soltanto la statura. 



Tab. IV. — Sviluppo corporeo secondo la profession e la pigmentazione 
degli occhi e dei capelli (*). 


a) statura media a vent’anni dei nati dal 1807 al 1828 (**). 


occhi 

capelli n. 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, b r 11 ni, 
scuri, casta- 
ni scuri 

164,57+0,26 (756) 

i 68 , 93 ii >03 (<«) 

+4,36±I,07 

164 ,9l±° >26 (407) 

169.19il.63 («) 

+4,28il,«3 

l64.27io.77 (66) 
l66.36io.90 ( 3 ) 

+2, Mil, 14 

*64*69+0,17 (132) 
*68,85+0,81 (56) 

+4,16+0,80 

castani, casta- 
ni chiari 

*64,65+0,60 (150) 

166,361b 2,Q1 ( 5 ) 

+ 1,71+2,95 

*64,05+0,26 (640) 
*68,55+0,81 (42) 

+4,50+0,M 

l63.88io.47 (M 2 ) 
I67.l8i2.35 (4) 

i3,3«i2,44 

164, IO ±0,21 (922) 
168.20i0.73 (Si) 

+4,14i4,77 

biondi 

165.17i1.41 («) 

l63.llio.5X (M 2 ) 
170.ooi1.16 (5) 

-r4.MiI.24 

163,80+0,56 (124) 
x7i.20i4.92 (2) 

+ 7,40i4,94 

163. 45 i° >39 ( 229 ) 
I 7 0 . 34 ii ,67 ( 7 ) 

+4,Mil,71 

Totale 

164.57io.21 ( 90 °) 
i 68 , 63±°,94 («) 

1 

i 64 , 27 io,i 7 (MX 9 ) 
i68,8oio,68 (eo) 

+ 4,53iO,S8 

163.92io.34 (344) 
l67.78il.67 ( 9 ) 

+3,84il,71 

J64,31±0,I3(2$63) 
l 68 . 63 io .56 (114) 

+4,32i4,S4 


b) statura media a vent’anni dei nati dal 1895 al 1916. 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

•68.45i0.50 (M 3 ) 
TO7.26il.37 (21) 

—l.ttil.M 

l67.85io.24 (673) 
I 70 . 2 3 i 0 . 6 o (103) 
-|- 2 . 33 i #,45 

l 67 , 13 iO ,44 ( 1 * 7 ) 
168,75 i 1,19 (36) 

il.Mil .27 

l 67 , 79 iO ,19 (1013) 
169,51 i° ,51 (160) 

il, 72 i 4,54 

castani, casta¬ 
ni chiari 

l67.49io.67 (79) 
I 7 I. 97 ±I .32 («) 

-M, 48 ± 1.44 

167,88io,l6( 1637) 
I 70 . 0 5 i 0 .38 ( 233 ) 

i 2 . 17 i 4.41 

167,48+0,20 (932) 
170,2T±0,53 (149) 

4 - 2 , 73 + 0,57 

l 67 . 73 i 0 .I 2 (2642) 
17 0 > l8 i °.30 (397) 

i 2 , 45 i#,« 

biondi 

168,00+2,84 (4) 

l67.i9io.48 (162) 
i 68 . 93 ii .43 (**) 

il. 74 ±l.*l 

167.95io.33 (*») 

l 69 , 50 il,OI (40) 

il. 55 il .44 

167,68+0,27 (455) 
l69.29io.83 ( 63 ) 

+t,n±t,n 

Totale 

l68,12io,40 (236) 
l69.22il.04 (36) 

ii.ttii.il 

167,82io, 13(2472) 
i70.03io.3i ( 339)1 

i 2 .Mi #,34 

1 

i 67 , 53 io,i 6 (M« 9 ) 
l69.85io.44 ( 225 ) 

i 2 ,S 2 i #,47 

l 67 , 73 iO,IO (4116) 
I70.00i0.25 (620) 
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c) perimetro toracico medio a vent'anni dei nati dal 1895 al 1916 . 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

i 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

i 

neri, bruni, scuri, ca- 
stani scuri 

86.71io.36 

84.98±i,I5 

—1,73±1,21 

85.86io.17 

84.60i0.46j 

—1,26±M9 

86,05 ±0,33 

83.94io.75 

—2, It ±9,22 

86,o2±o, 14 

84,5°i°. 37 

—l,Bi»,42 

castani, castani chiari 

85.77±°>5 2 

85.17ir.21 

—* toil,32 

86,i4±o, 11 

85.32 io, 34 

—0,t2i0,36 

85.80i0.15 

85.28io.38 

—«,S2±0,41 

86,oi±o,09 

85,30^0,25 

—0,71±0,27 

biondi 

86,25i2,55 

‘ 

85.88io.36 
84,41 io, 76 

—1.47iO,M 

86.53io.28 

84.05io.71 

—2,48±«,74 

86,30^0,22 

84.18io.53 

—2,12i8,57 

' Totale 

86.38i0.30 

85,06^0,84 

—1,32±0,W 

86.05io.09 

85.05i0.26 

—l,00i#,28 

85,98io,I2 

84.84io.3i 

—I,14i8,33 

86,04±o,07 
84,97± o,!9 

—1,07±0,2« 


d) media dei rapporti individuali fra perimetro toracico e statura 
a vent'anni dei nati dal 1895 al 1916 . 


occhi 

capelli 

neri, bruni, 
scuri, casta¬ 
ni scuri 

castani, ca¬ 
stani chiari 

grigi, ceru- 
lei, chiari 

Totale 

neri, bruni, scuri, ca¬ 
stani scuri 

513.15i2.19 

507.38i5.71 

—8,77i8,14 

510.48i1.03 

495.49i2.84 

—14,98i3,82 

513.87i2.05 

496.94i3.91 

—18,S3i4,42 

5n.50io.85 
497.37i2.i8 
—14.13i2,34 

castani, castani chiari 

510.70i3.01 

493.ooi6.l3 

—I7,78i8,82 

5lI.89io.66 

499.78il.94 

—12.Ui2,8S 

5 H. 25 io ,91 

500.07i2.40 

—U,18i2,57 

5iI.63iO.52 

499.63il.47 

— 12 ,Mil,K 

biondi 

512,50i 14,31 

5Il.85il.97 
498,04i5,26 

—U,81iS,62 

514,20il,6l 

495.25i5.l9 

—I$,25i5,4* (**) 

513,35il.25 

496.27i3.82 

—17.88i3,M 

Totale 

512.31i1.76 

50i.39i4.36 
—10,Ki4,78 

5n.50i0.53 

498,42ii,54 

—13,Mil,02 

5i2.2iio.74 

498.68il.90 

—13, S3 i 2,84 

5 H. 79 io ,42 

498,69il,I7 

—12.18il.24 


(*) Le cifre contenute nelle prime due righe di ogni casella si riferi- 
scono, rispettivamente, ai ccntadini, opera! di campagna, operai di citt&, 
artigiani, ecc., ed agli studenti, impiegati e benestanti. Quelle contenute 
nella terza rappresentano la differenza fra i caratteri medi del secondo e 
quelli del primo gruppo. 

(**) La statura dei nati in questo periodo 6 misurata in once piemon^ 
tesi e in quarti di once. Le medie ottenute furono convertite in centimetri 
moltiplicando i valori in once per il coefiiciente 4,28. 
























133 


I dati della Tab. IV sono di per se stessi evidenti e non esigono 
ampi cenni illustrativi. Ci limiteremo, pertanto, ad osservare che : 

1) Tanto nei nati dal 1807 al 1828 quanto nei nati dal 1895 
al 1916, la statura media degli studenti, impiegati e benestanti 
supera quella dei contadini, operai di campagna, operai di citta, ecc. 
Soltanto per il gruppo degli individui aventi capelli ed occhi scuri, 
nati dal 1895 al 1916, si verifica il fatto contrario. 

Tale eccezione £ senz’altro da ritenersi attribuibile al ristretto 
numero di osservazioni e non riveste, quindi, alcuna importanza. 

Le differenze di statura, a favore degli studenti, sono general- 
mente notevoli in tutti i gruppi e certamente significative. 

2) Il perimetro toracico medio degli studenti, impiegati e 
benestanti 6 meno elevato che nei contadini, operai di campagna, 
operai di citta, ecc. Anche qui le differenze sono notevoli e certa¬ 
mente significative. 

3) Le medie dei rapporti individuali fra il perimetro toracico 
e la statura, inline, sono minori negli studenti, impiegati e benestanti 
che nei contadini, operai di campagna, operai di citta e simili. 

Come quelle precedenti, anche queste differenze si possono ri- 
tenere significative. 

Ci si potrebbe, a questo punto, domandare se le differenze 
esistenti fra l’uno e 1’altro gruppo professionale siano piu elevate 
nei soggetti di tipo biondo che in quelli di tipo bruno. 

Limitiamo il corifronto fra i soggetti aventi capelli ed occhi 
scuri e quelli biondi con occhi chiari. Effettivamente la statura 
degli studenti biondi con occhi chiari supera quella dei contadini 
e operai di citta biondi con occhi chiari pih di quanto la statura 
degli studenti bruni superi quella dei contadini e operai di citt& 
bruni. Del pari pill accentuata nei biondi che nei bruni risulterebbe 
la deficienza del perimetro toracico e del rapporto fra torace e 
statura degli studenti rispetto ai contadini ed agli operai di citt&. 

Pur rilevando tale fatto, riteniamo per6 inopportuno attri- 
buirgli un qualche significato preciso, non essendo possibile esclu- 
dere che esso sia dovuto a cause accidentali, e, in primo luogo, al 
numero non troppo grande delle osservazioni. 

Comunque, le cifre della Tab. IV completando le documenta- 
zioni statistiche che si posseggono sull’argomento, dimostrano 
chiaramente che le differenze di sviluppo corporeo accertate fra le 
varie categorie professional!, esistono, in un gruppo demografico 
omogeneo dal punto di vista razziale, indipendentemente dalla 
pigmentazione degli occhi e dei capelli. 




A. KOMISCHKE 


Tarifstatistik als Element der Tarifbildung, erlautert 
an einem Gerichtsgebiihrentarif 


§ I. Einleitung. 

Induktive Untersuchungen zur Theorie der Gebiihren konnen, 
wie in vorliegender Arbeit gezeigt werden soli, auf eine mathe- 
matische Analyse der entsprechenden Tarife und der zugehorigen 
Statistiken gegriindet werden. In der Uebersicht: «Staatsein- 
nahmen durch privatwirtschaftliche Erwerbseinkunfte-Gebiihren- 
Steuern nach Leistung und Gegenleistung (Aequivalenztheorie) — 
Steuern nach der Leistungsfahigkeit (Opfertheorie) », bilden die 
Gebiihren den Uebergang zwischen : 

1) Privatwirtschaftlichen Staatseinnahmen, charakteri- 
siert durch das Streben nach moglichst hohem Betriebsgewinn, 
sei es : «) durch Hebung des Umsatzes oder b) der Preise Oder 
c) durch Senkung der Betriebsunkosten. 

2) Steuern nach dem Aequivalenzprinzip : Im Falle der 
Inanspruchnahme staatlicher Einrichtungen sollen die so provo- 
zierten Unkosten zuriickerstattet werden, sofern nicht ein beson- 
deres offentliches Interesse zu einzelnen Gebiihrenerleichterungen 
Anlass gibt. 

Eine Untersuchung tiber konkourrierende Prinzipien in der 
gemischten Natur der Gebiihren (1) beruht, sofern sie auf Grund 
einer Tarifanalyse durchgefiilirt wird, erstens auf der Anwendung 
der formalen Tariftheorie ( 2 ); diese beschaftigt sich mit Untersu¬ 
chungen iiber die Form, welche den Tarifen zu geben sei, damit 
sie den vom Tarifpolitiker erhobenen Anforderungen entsprechen 
und gewisse Tarifbildungsprinzipien realisieren, und so ist beson- 
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ders die Steuerlehre durch Betrachtungen fiber die Tarifformen 
(Progression etc.) gefordert worden. Jedoch werden die Metho- 
den der mathematischen Tariftheorie wesentlich gefordert, wenn 
als eine zweite Forschungsgrundlage die Statistik hinzugenommen 
wird, d. h. die systematische Erfassung und Bearbeitung alles die 
Planung, Ausgestaltung und Auswirkung eines Tarifs betreffenden 
Zahlenmaterials. Diese Synthese okonomisch-mathematischer Ver- 
fahren mit der Statistik findet man z. B. in den Abhandlungen 
von Launhardt ( 3 ) fiber Eisenbahntarife oder in dem Buche von 
Povl Vinding ( 4 ) fiber Elektrizitatstarife ; um sie in vorliegender 
Arbeit zur Analyse eines einzelnen Gebfihrenfalles, eines deutschen 
Gerichtsgebfihrentarifes, zu verwenden, werden benutzt : i) die 
mathematische Interpolation der gesetzlich bestimmten Gebfih- 
rensatze; 2) Verfahren der beschreibenden Statistik betr. die 
Statistik der Prozesshaufigkeiten ; 3) Methoden der Variations- 
rechnung zur Berechnung von Optimaltarifen. Der Vergleich 
derselben mit dem behordlich benutzten Tarif zeigt das Vorhan- 
densein und den Einfluss der zur Tarifbildung konkourrierenden 
Prinzipien. 

In bfirgerlichen Rechtsstreitigkeiten wird zwar der Umfang 
der gerichtlichen Tatigkeit durch pauschale Berechnung der 
Gerichtsgebfihren nur in beschranktem Masse berficksichtigt und 
somit das Prinzip : «Leistung gleich Gegenleistung » von vorn- 
herein etwas verwischt; neben der allgemeinen Prozessgebfihr 
werden noch die Beweis- und Entscheidungsgebfihren berechnet, 
ferner die Auslagen des Verfahrens, insbesondere Schreibgebfih- 
ren, z. Tl. ebenfalls als Pauschalgebfihren eingezogen und endlich 
durch Steigerung der Gebtihrensatze nach der Instanz auch die 
grosseren Unkosten berficksichtigt, die durch die Beanspruchung 
einer vermehrten Zahl von hoher bezahlten Richtern entstehen.' 
Aber der zuletzt erwahnte Umstand empfiehlt ffir das Studium 
der Gerichtsgebfihren gerade den Fall der Berufungsgerichtsbar- 
keit, da die Inanspruchnahme dieser kostspieligeren Rechtsinsti- 
tution als ein gutes Mass ffir die Bewertung der staatlichen Lei¬ 
stung seitens der Gebfihrenpflichtigen anzusehen ist und von vorn- 
herein eine gt i,,. T e «Tarifelastizitat » (Abhangigkeit der Pro- 
zesshaufigkeit von Aenderungen der Gebfihrenhohe) erwarten lasst. 
Die starkere Abstellung auf das Leistungsprinzip wird den Ver¬ 
gleich mit Optimaltarifen und damit die Erfassung der verschie- 
denen, konkourrierenden Tarif prinzipien wesentlich erleichtern. 
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§ 2. Tarifbeschreibung. 

Zur Berechnung der allgemeinen Prozessgebuhr, welche fur 
die Eroffnung und Durchfiihrung eines Streitverfahrens als sol- 
ches eingezogen wird, dient als Tarifindex, d. h. als Massstab des 
Leistungsangebotes, def sog. Streitwert, eine Festsetzung tiber 
den Wert des strittigen Objekts ; die vom Tarif geforderte Gegen- 
leistung bezeichnet man als den Tarifsatz Y und das Verhaltnis 

y 

von Tarifsatz zu -index : y =-, d. h. die auf die Geldeinheit 

x 

zu entrichtende Gebiihr, als den Tarifquotienten. Fur den in 
Deutschland durch das Reichskostengesetz ( 5 ) vom i. April 1936 
neu festgesctzten Tarif fiir die allgemeine Prozessgebuhr fur die 
Berufungsgerichtsbarkeit erweist sich nun, wenn man in zwei 
rechtwinkligen Koordinatensystemen jeweils die x als Abszissen, die 
y bezw. y als Ordinaten eintragt, dass der Tarifbereich zwischen 
x — 100 und x = 10 000 in drei Hauptabschnitte zerlegt werden 
kann, die in folgender Tabelle zusammengestellt werden. 


1. Tabelle. 


Streitwert 

X 

Tarif stitze 

y 

Tarifquotienteji 

y 

Tarifverlauf 

I) IOO— IOOO 

y = 0,045 * 

y = 0,045 

proportional 

II) IOOO - 2000 

y = 0,03 *+ 15 

y = 0,03 + ^ 

y = 0,015 + ^ 

degressiv 

i im allgemeinen 

III) 2000 - IOOOO 

y = 0,015 *+45 

< weniger degres- 
i( siv als 2). 


Hierbei sind die Gleichungen fiir Y als Funktion von x ohne 
Berticksichtigung der gesetzlichen Bestimmung aufgestellt worden, 
dass der Streitwert auf die nachsthoheren 100 M, bei Gegenstan- 
den mit einem Wert von mehr als 20 000 M auf die nachstho¬ 
heren 1 000 M abzurunden ist; die Bildung deijG^.ger Tarifstufen 
dient nur zur Erleichterung des Tarifgebrauches und hat keinen 
weiteren Zusammenhang mit den tarifbildenden Prinzipien. 
Ausserdem ist nicht erwahnt der Bereich der Streitwerte bis zu 
100 M, den man in Intervalle bis zu 20, bis zu 60 und bis zu 100 M 
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einteilt und diesen Intervallen entsprechend die Tarifsatze 2 ; 
3; 4,50 M zuordnet, da diese Sonderreglung infolge ziemlicher 
Seltenheit derartiger Streitwerte fur den Tarifertrag unbedeutend 
ist. Dasselbe gilt fur Streitwerte tiber 10 000 M, deren Tarifsatze 
nach der Gleichung : 

Y — 0,0075 . x + 120 

berechnet werden. 

Man erhalt jedoch ein bedeutsames Tarifkriterium, wenn 
man die zu einer Folge x t ; x a ;... x„ gehorigen Tarifquotienten 
y 1; y%. ■ ■ y n nachpriift auf Steigen, Gleichbleiben oder Fallen 
und entsprechend die Progression, Proportionality und Degres¬ 
sion eines Tarifs definiert. Setzt man in einer Folge von x: 

*V+1 ~ Xy k Xy 

die zugehorigen Tarifsatze : 

y v+l — y v 4- a v' v , 


so folgt aus : 


sofort : 


V'v < V'v + 4 V'v 

Xy > Xy + A Xy 

Yy_ < A y v 

Xy > k Xy ' 


Ftir eine differentiierbare Funktion schliesst man aus: 

y 0 ~J~x~ sofort den Satz : Die Tangente der Tarifkurve schnei- 

det die #-Achse rechts vom Nullpunkt, im Nullpunkt oder links 
davon, je nachdem der Tarif progressiv, proportional oder degressiv 
ist. So bestatigt man leicht die Angaben der obigen Tabelle in 
der Spalte: «Tarifverlauf» und erkennt auch leicht, wie der 
Tarifpraktiker zur Erleichterung von Zahlenrechnungen statt 
eines nach bestimmten Gesichtspunkten analytisch formulierten 
Tarifs nachtraglich noch ein uberall progressives oder degressives 
Tarifpolygon einfiihrt, indem die Tarifkurve z. B. durch ein einbe- 
schriebenes Sehnenvieleck, einen sog. Teilstreckentarif, ersetzt 
wird. Umgekehrt wird eine Analyse hinsichtlich tarifpolitischer 
Gesichtspunkte erleichtert, wenn man statt des Tarifpolygons 
eine Kurve mit einheitlichem, mathematischem Bildungsgesetz, 
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aber in guter Uebereinstimmung mit den behordlich benutzten 
Zahlenwerten betrachtet, und wird also beim Gerichtsgebiihren- 
tarif eine solche «tariferzeugende Funktion » vahlen, welche ge- 
rade die vom Gesetzgeber fur x = 1000 ; 2000 ; 10000 eigens 
vorgeschriebenen Tarifsatze exakt wiedergibt. Der Geltungsbe- 
reich der Tariferzeugenden kann auch auf Streitwerte zwischen 
o und 100 M ausgedehnt und zu diesem Zweck im Koordinaten- 
anfang der Gebiihrenbetrag gleich Null angenommem werden ; 
hingegen ware als obere Intervallgrenze x = 10000 einzufiihren 
und fur hohere Streitwerte die bercits angcgebene Tarifgerade als 
Sonderregelung bcizubehalten. Wenn man die Funktion 

1 ~ (!q ■}~ Ui X A. 9 

durch die Punkte : 


X 1 

0 

0 

IOOO 

45 

2000 

75 

10000 

195 


interpoliert, so wird : 

y = 53,668.10 3 . x — 9,2500 . io~®. x 9 + 0,58335.10— 9 . a* . 
Insbesondere kann der Tarifquotient in die Form gebracht werden: 


y — 0,016874 + 0,58335 . 10- 9 . [x — 7942]* 

und hat als zugehorige Kurve eine um 0,016874 von der *-Achse 
aus nach oben verschobene, quadratische Parabel, deren Achse 
parallel zur positiven y-Achse weist und welche bei x — 7942 
ein Minimum auf weist. Demnach ist die Tariferzeugende von o 
bis 7942 degressiv und von da an progressiv. 

Es folgt nun in Tabelle 2) eine Statistik iiber die Prozesshau- 
figkeit einzelner Wertklassen und zwar in der ersten Spalte eine 
Aufteilung der Streitwerte von o bis 10000 in Wertklassen von je 
1000 M Intervallbreite ; in der zweiten Spalte jeweils die Mitte M 
des links daneben bezeichneten Intervalls ; in der dritten die 
Nummer t einer solchen Intervallmitte in bezug auf die erste der- 
selben. Wenn man nun die in der vierten Spalte enthaltenen, in 
Prozentzahlen von der Gesamtbeanspruchung ausgedriickten Pro- 
zesshaufigkeiten N jeweils in der Mitte des zugehorigen Intervalls 
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konzentriert denkt, so gibt die Anwendung der von K. Pearson ( 6 ) 
abgeleiteten Kriterien, dass zur Ausgleichung eine Funktion von 
der Form : 

/ i \*i ( t V** 

““M 1 —sr) l 1 "^) 

anzusetzen ist. 


2. Tabelle. 


X 

M 


N % 

N . t 

.... 

N . ** 

»% 

500. 

0 

0 

4.430 

0 

0 

23.9 

50a- 1500. 

1000 

1 

*7 > 4 IQ 

17,4K) 

17,410 

19.0 

1500- 2500. 

2000 

3 

45 » 244 

90,488 

180,976 

15.9 

2500- 3500 ...... 

3000 

3 

9 » 73 2 

29,196 

87,588 

12,4 

35CO- 4500. 

4000 

4 

5.179 

20,716 

82,864 

9,8 

4500- 5500 . 

5000 

5 

5.097 

•^5.485 

*27,425 

7,5 

5500- 6500. 

6000 

6 

5.215 

31,290 

187,740 

5>3 

6500- 7500 . 

7000 

7 , 

1.794 

12.558 

87,906 

3.4 

7500- 8500 . 

8000 

8 

2,102 

16,816 

134,528 

1,8 

8500- 9500. 

9000 

9 

1,117 

10,053 

90,477 

0,6 

9500-10500. 

1 10000 

10 

2,680 

26,800 

268,000 

0,4 


Zur Konstantenbestimmung, die unter der Annahme einer 
Spielraumbreite b — io fur die Abszissen t (eine Zunahme von t 
um i bedeutet je iooo M Streitwert) erfolgen soli, benutzt man 
folgende Zahlenwerte : 

2 N . t— 280,812 ; «'j= =2,80812 ; y!= =0,280812 ; 


c , S N .t 2 n\ 

S iV.* 2 = 1264,914; »',= - --=12,64914; ys== = 0,45045. 


Dann ist: 


Yi (Ys — J ) 

mj= ii-— 1 = —0,0903 ; 

Yi — Ya 

_ (Ya~ 1) (I — Yi) 


m 2 = 


1 = 1,3298. 


Yi — Ya 














X+I 


Femer folgen aus den Gleichungen : 

I «i| + I «a|= b — io ; 

= — 0,0679 


in. 


die Werte 


so dass: 


«i = — 0,636 ; a 8 = 9,364, 

/ l \ 1,3298 

V _ 9,364/ 


w— n 0 - 


,0903 • 


('+ 

Zur Berechnung von « 0 transformieren wir mittels : 

t + 0,636 


z = 


10 


auf das Intervall 0. . .1 und erhalten : 

n — V) . Z 0,0903 (x _ 2 )1,3298 > 

wobei: n 0 = 1,08295 . tj. Wenn man den Gesamtflacheninhalt des 
Haufigkeitspolygons mit a bezeichnet, so gilt nach Pearson: 


a . n' n — b n+l . Y] . 
also fitr n = 0 : 


r (m x + » + I) r (m2 + 1) . 


r (ifi\ 4~ w, -)- w 4~ 2 ) 
oc r (nii ~1“ nip + 2) 


' b r (mj + 1) r (m a + I) ' 

und man erhalt (mit a = 100) : 

y)= 20,011 ; n 0 = 23,517. 
Somit folgt als Ausgleichsfunktion : 


1) im Intervall: 0 10 : 


l \ 1,3208 


»= 23,517 


9 , 364 ) 

/ l \ 0,0903 ' 

\ + 0,636/ 
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2) im Intervall: 0 . . . 2 . . . i: 


n— 20 , 011 . 2 — 0.0003 (j —2) 1,3298 

3) im Intervall: — i . . . \ . . . + i: 

(j — .^1.3298 


ft' 


8,475 


{T)b, 0»03 • 


Tabelle 2) enthalt in ihrer letzten Spalte die fur ganzzahlige 
t mit Hilfe der Ausgleichsfunktion 1) berechneten Haufigkeiten, 
wahrend bei den Anwendungen in § 3 hauptsachlich die Gleichun- 
gen 2) und 3) benutzt werden. Die ausserordentlich hohe empiri- 
sche Haufigkeit fur Indices zwischen 1500 und 2500 ist auf eine 
Kumulation bei 2000 M zuriickzufiihren, da eine — hier aller- 
dings nicht mitgeteilte — Urstatistik (1) etwa ein Drittel aller 
Berufungen als Ehescheidungsprozesse diesem zwar nicht gesetz- 
lich vorgeschrlebenen, aber gerichtsublichen Streitwert zuordnet. 
Sodann sollen zur Vorbereitung spaterer Untersuchungen noch 
einige statistische Masszahlen zusammengestellt werden : 
x) durchschnittlicher Tarifsatz : 

.. S Yi 

Y 0 = -= 126,00 ; 

10 


2) durchschnittlich benutzter Tarifsatz : 


_ S Yi. tii 

y =- 

1 IOO 


= 79,4168 ; 


3) durchschnittlicher Tarifquotient: 

y 0 — ~~ =0,02668 ; 


4) durschnittlich benutzter Tarifquotient: 


y _ s y< • !tl 
7 100 


=0,03304. 


§ 3. Die Bildung von Optimaltarifen. 

Zur mathematischen Formulierung der in § 1 genannten 
Extremalprobleme einer privatwirtschaftlich gestalteten Preis- 
politik berechnen wir den vom Fiskus erzielten Betriebsgewinn 

(1) Das Zablenmaterial beruht auf privaten, mehrjahrigen Erfahrungen. 
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pro Prozess als Differenz aus dem Tarifsatz Y und den durch 
Bearbeitung des Streitfalls erzeugten Unkosten U : 

G— Y — N . 

G 

Femer bezeichnet man als Gewinnquotient g den Bruch: 

d.h. den Gewinn pro Streitwerteinheit, und als Unkostenquotient 
N 

u das Verhaltnis — , dessen Zahlenwert im folgenden als fur alle 

Streitwerte konstant und gleich anzunehmen ist, um Ueberein- 
stimmung mit dem gesetzlichen Tarif zu erzielen. Sei N (x) die 
Anzahl und 


n(x) = 


TOO . N 
J* N (x) d x 


[a — 0; 6= io.ooo) 


die prozentuale Haufigkcit derjahrlich bearbeiteten Prozesse mit 
dem Streitwert x, so erhalt man fiir das betrachtete Tarifintervall: 
a) als durchschnittlich erzielten Betriebsgewinn : 



x . n (x) . d x 

ICO 


b) als durchschnittlichen Gewinnquotient: 

f" g (x) ■ n (x). d x 


Unter Zuriickstellung des mehr durch eine rationelle Be- 
triebsfiihrung, als preispolitische Massnahmen anzustrebenden Ziels 
minimaler Betriebsunkosten konnen nun die beiden anderen 
Optimalprinzipien folgendermassen formuliert werden : 

1) Ein maximaler Betriebsgewinn wird angestrebt durch 
moglichste Steigerung der nach der Gewinnfahigkeit gewogenen, 
durchschnittlichen Prozesshaufigkeit: 

x . g (x) . n (x) . d x 

- J -- Tb - —Ma x\ 

x. g(x).dx 

2) Zur Hebung des Betriebsgewinnes soli ein Maximum 
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des nach der Gewinnfahigkeit gewogenen, durchschnittlich benutz- 
ten Streitwertes erreicht werden : 


J b x . g (x) . n (x) . d x 
f* g (*) • » (*) • dx 


= M a x ! 


Wenn die zu berechnende Funktion g (x), die mit dem Tarif- 
quotienten y (x) durch die Gleichung : 

y(x) =u + g (x) 


verbunden ist, in Hinsicht auf einen Vergleich des theoretisch 
abgeleiteten mit dem behordlich benutzten Tarifquotienten eben- 
falls als Polynom zweiten Grades angesetzt werden soil, das inner- 
halb des ertragsfahigen Intervalls sein Vorzeichen nicht wechselt, 
so konnen obige Aufgaben aus der Variationsrechnung nach einer 
von P. L. Tchebychef ( 7 ) entwickelten Theorie gelost werden ; 
die Funktionen g (x) sind jedesmal nur bis auf einen willkiirlichen, 
konstanten Faktor l bestimmt und berechtigen somit zu folgenden 
Umformungen : 

i) Bei vorgeschriebenem arithmetischem Mittel der Ge- 
winnsatze : 

f* x . g (x) . d x 
b — a 


dasjenige Polynom g (x) vom zweiten Grade zu linden, das ein 
Maximum des durchschnittlichen Betriebsgewinnes : 

\ x . g (x) . n (x) d x 
Go — —— 

ioo 


ergibt. 

2) Unter alien Polynomen g (x) vom zweiten Grade, die 
denselben durchschnittlichen Gewinnquotienten: 




. n (x). d x 
ioo 


ergeben, dasjenige zu bestimmen, welches den durchschnittlich 
erzielten Betriebsgewinn : 


G 0 = 



x. g (x). n (x) d x 


zu einem Maximum macht. 


ioo 
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A) Das erste Optimalprinzip. 

Der grosste Wert des Quotienten : 

/‘ * . g (x) . n (x) . d x g (?) » (?) (l + i) .d\ 

f\.g(x).dx file®- K + 1)^5 

wird nach Tchebychef gefunden als der numerisch grosste unter 
den mit Hilfe des Ansatzes : 

g{l) = zt (i + 5 ) p (i- 5 ) p - 


berechneten Quotienten : 


*= 8,475 


J +1 Z? (i + ^)O.«097+P)-l (j -£)<2,3298+p„)-l d £ 

(i + S) 1+P (x --5) p ^5 


Hierbei hat man fur p,p 0 und den Grad der noch zu bestimmen- 
den Hilfspolynome die nachstehend angegebenen vier Hypo- 
thesen anzunehmen, wobei das Symbol E (v) die grosste in v en- 
thaltene ganze Zahl und n den Exponenten bezeichnet, den der 
Grad w,- nicht ubersteigen soil ; in unserem Falle also : n = 2. 


x) P= o ; p 0 = o ; 

2) p — i ; p 0 =o ; 

3) p = o ; p 0 = x ; 

4) p — iPo^f 1 ; 



Bei den letzten drei itoglichkeiten kann Z f als konstanter Faktor 
unberiicksichtigt bleiben, und es sind die Nennerintegrale nach 
elementaren Integrationsverfahren, die Zahlerintegrale dagegen 
nach der Gleichung zu berechnen: 






^q+B—i r ( g ) r (p) 

r (« + » ' 


10 



I 4 f> 

Man erhalt folgende Zusammenstellung : 


Exponcoten : 1 

Bet rag des Ztlhlers: 

Betrag des Nenners: 

Quotient: 

p = i; Po = o; 

10,119 

8/3 

= 3,795 

M 

II 

ol 

o 

II 

Q. 

12,345 

4/3 

= 9,259 

II 

II 

Q. 

8,999 

i 

4/3 

=- 6,750 


Nun zeigt sich jedoch, dass der Fall p= p 0 = 0 auf k x — 14,997, 
einen hoheren Zahlenwert als k 3 fiihrt; zur Bercchnung hat man 
von folgender Kettenbruchentwicklung auszugehen, in der X 
einen Parameter bedeutet : 


F(t) 




( 5 )(i + 5 )-x(i + 5 ) 

t-l 


di¬ 


al t + b x 


t -f- by 


Bis zum zweiten Naherungsbruch hicrmit ubereinstimmend, 
rechnerisch jedoch einfacher ist die bis zum vierten Glied fort- 
gefiihrte Potenzreihe : 


^(0=-y- 


+ 


t 2 




+ • • • 


in Form eines Kettenbruches darzustellen, und man erhalt z. B. 
die Werte ; &,• mit ausreichender Genauigkeit, wenn der Nahe¬ 
rungsbruch, statt nach Euler in seiner exakten Form als Deter- 
minante, als der Quotient geschrieben wird : 

ci 2 i “b ^2 

(flj t + bi) (a a t -j- b 2 ) — 1 

und nach erfolgter Division die Koeffizienten der Potenzen von t 
mit den a< verglichen werden : 


I 1 o 

a i — ~ > ®i — a 1 a i < a ‘i— —% —-—p~ ; 

CXq (1° 1 . OC 2 — 0 1 


bj = — a 2 !. a 2 2 . a s — . 6 3 i — 2 b x . 

~ CL± 


a\ 


Bei der Reihenentwicklung: 

f + 1 f(y).dy_ a* , ^ , 

J-i t — y ~ t + P + 





gilt nun allgemein : 

r+i 

«<=/ / (y) ■y i -dy\ 
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zur Berechnung vollzieht man die Transformation auf den Inte- 
grationsbereich 0 . . . 1 und erhalt als Werte dieser Eulerschen 
Integrale : 


a 0 = 12,897 — 2 . X ; 

«i = ~ 1,2;78-X; 

a s— 2,561-X; 

as = — 0,581-X. 

Wenn man nun den Naherungbruch bildet und durch geeignete 
Erweiterung desselben die in ihm auftretenden Glieder von solchen 
Nennern befreit, welche den Parameter X enthalten, so wird der 
Naherungsnenner die Form annehmen : 

*0 W ■ ^ + F\ M t + (X) . 

Hierbei bezeichen F 0 , F x , F a ganze Funktionen von X, und die 
grosste Wurzel der Gleichung : 

F 0 (X) - 0 

ergibt den gesuchten Wert k x und zwar: k x = 14,997. Dann 
berechnet man das Hilfspolynom : 

Z=h [Ft fa) .t + F 2 (*»)] 

wo l x eine willkiirliche Konstante bedeutet, und erhalt nach 
einigen Umformungen : 

z = i a [t — 0,6595] ; 

somit: 

g= l 3 [t — 0,6595]*= l [x — 8297,5]* ~ l [x — 8300]*; 
und als Tarifquotient: 

1): yi=f* + J(* — 8300)*. 



B) Das zweite Optimalprinzip. 
Die Variationsaufgabe, den Quotienten • 


j h x . g (x) . n ( x ) . d x 
f b g (x). n (x) . d x 

! a 


(a = 0 ; b = ioooo) 


durch Bestimmung eines geeigneten Polynoms zweiten Grades zu 
einem Maximum zu machen, kann vernoge der Transformation: 

* = 5000 (5 + 1) 

dahin umgeformt werden, dass in dem Ausdruck: 

‘ l g(5).#(5)5.<*5 

K= 5000 ---+ 1 

[ J+ ig (S).H(Z).dZ 

der Quotient: 

f + 'g(Z,).n ( 5 ). 5 -dl 

k— J — 1 _ 

P t g®.»®.dZ 

einen Grosstwert annehmen soil. Dieser wird durch Diskussion des 
Ansatzes: 

g®=Zi 2 (1 +$) p 

nach den im vorigen Abschnitt angegebenen Hypothesen fiber 
p; p 0 , Zi gefunden, wobei die letzten drei Annahmen auf einen 
konstanten Wert Z< und demnach zur direkten Berechung von 
ki ffihren : 

j + ' 5.(1+ 5)P-0,0903 _ £)P.+ 1.8298 ^ £ 

(i + ^P- 0 ' 0803 (I +- + 1 - 3298 d 5 


Somit sind drei Quotienten aus Eulerschen Integralen zu berechnen, 
von denen aber die im Zahler auftretenden jedesmal einen negati¬ 
ves die im Nenner vorkommenden einen positiven Zahlenwert 
ergeben, so dass alle drei ki negativ und deshalb kleiner sind als 
das positive k v das man wie folgt erhalt. 

Im Falle p = p 0 = 0 wird g ( 5 ) im Zahlerintegral mit einer 
Funktion w—^.n (£), im Nennerintegral mit einer Funktion 
v = n (5) multipliziert, so dass : w = v 5. 
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Dann ist ki die grosste Wurzel der Gleichung T a (t) — 0, wenn 
T a ( t ) den zweiten Naherungsnenner in der Kettenbruchentwick- 
lung von : 



n ( 5 ) • d l 
t — l 


= 8.475 



(l + 0,9097 1 (j; _ £)2,3298-1 ^ £ 

_ 


bezeichnet. Bei positiven Parametern a, |3 ergeben sich nun in der 
Darstellung: 


/- 


n (l + { ■)—i (i 
-1 




C\ 


t 




C 2 


<h 


als Naherungsnenner T„ die Jakobischen Polynome, die man nach 
der Reduktionsgleichung berechnet : 

3 n »|-l == 9»+l • T n ■ Cn f 1 T„ — 1 , 


sofern : 


_ (a — ft) (« + ft — 2) _. 

(a + (3 + 2» — 2)(a + p + 2« — 4)’ 


_ 4 n (a + n — i) (fi + 7 * — i) (a + ft + n — 2) _ . 

C ” +1 ~ (a + p + 2« — 7 ) (a + n — 2) 2 (a + 0 + 2 n — 3) ’ 



+ S)*- 1 (1 


2« + P- 


, r (q) r (p) 

r (« + p) ' 


In unserem Falle folgt mit ausreichender Genauigkeit: 


Tq — 1; 

Ti=t + 0,43837 ; 

Tjj = (/ — 0,17816) . (t + 0,72024). 

Die grossere, der beiden Wurzeln von T a ist k x = 0,17816, und 
hieraus folgt: Ki= 5890,8. Man berechnet dann das Hilfspolynom 
Z\, wenn l x eine willkiirliche Konstante bezeichnet, nach der 
Gleichung: 

Z = h r-—~jr =h [t + 0,72024]= l s [ t — 1398.8] ~ la {t — 1400]. 
t — 

Dann gilt fur den Gewinnquotienten : 

g(x)= Z 2 = l [x — 1400] 3 ; 



15 ° 

und ffir den Tarifquotienten : 

II) y a — u + l [x — 1400]*. 

Von Interesse ist noch ein Spezialfall des zweiten Optimal- 
prinzips: 


JpTizPn 


Maxi 


die Tarifkonstruktion erfolgt im Sinne der formalen Tariftheorie, 
namlich ohne Beriicksichtigungg der Tarifstatistik, und stiitzt 
sich auf das arithmetische Mittel aus den Gewinnsatzen bezw. 
Gewinnquotienten. Ist nun g (£) ein Polynom, dessen Vorzeichen 
zwischen £ == — 1 und 5 = + 1 nicht wechselt und dessen Grad 
eine vorgegebene Zahl n nicht iibersteigt, so ist der Wert k nicht 
grosser als die grosste Wurzel der Gleichung: jy+i= 0 bezu. 

J e nachdem n = 2 . I bezw. n = 2 l — 1 und wo yj 
bezw. x*+1 die Legendreschen Polynome vom Grade l bezw. / + 1 
bedeuten. Als Wurzel des Legendreschen Polynoms : 


Xt— 13 ■ t 2 !] 


gilt also: t = 



= 0,5774 und 


demnach: K —7887. 


berechnet man das Hilfspolynom : 


Weiterhin 


Z=l x =l 2 [t + 0,5774] = lt[x — 2113], 

wobei li eine willkiirliche Konstante und l 2 , / 8 ebenfalls beliebig, 
namlich durch Umrechnung aus l x entstanden sind, und findet 
nun : 


g (x)~ Z 2 = l[x — 2113] 2 ; 
demnach als Gleichung des Tarifquotienten : 

III) y t =u + l (* — 2113)*. 



* 5 * 


C) Zusammenfassunt’. 

Vergleicht man nun den behordlich benutzten (vgl. § 2, fer- 
nerhin mit dem Index 0 bezeichneten) Tarifquotienten mit den 
theoretisch abgeleiteten, so wird durch geeignete Wahl der Kon- 
stanten u, l nur y x keine allzugrossen Differenzen mit den zu glei- 
chen Streitwerten gehorigen y 0 ergeben. Ausserdem kann man 
leicht beweisen, dass bei jeder Wahl von u, l nur der Teilstrecken- 
tarif — d. h. das Sehnenpolygon mit den Ecken bei x — 0 ; 100 ; 
1000 ; 2000 ; 10.000 — von y x iiberall degressiv ist, wahrend die 
mit y % , y a konstruierten Polygone stets einen Uebergang von der 
Degression zur Progression aufweisen und deshalb zum Vergleich 
mit dem gesetzlichen Tarif ungeeignet sind. Allgemein ist nun einer 
Tariffunktion die Bedingung aufzuerlegen, dass dieselbe im be- 
trachteten Tarifintervall monoton wachst und also niemals eine 
negative erste Differentiierte hat. Sei 

Y = u x + lx (x — a) 2 ; 


Y' — 


3 l 


1 

3 


u x -\- 


a 2 1 + u 
3 ^ ' 


so wird das Polygon Y' nur bei einer Nullstelle : 


*i»* ! 


a 

2 +1/1 - 

3 u 

3 

— 1/ x 

a 2 1 


einen Vorzeichenwechsel aufweisen. Obige Tarifbedingung ist 
daher erfullt, wenn x lti entweder ausserhalb des ertragsfahigen 
Tarifintervalls liegt Oder einen komplexen Wert annimmt, und 
zwar wtirde der erste Fall bei negativem l, der zweite, allein mogli- 
che, bei 


eintreten. Denn wegen seiner Bedeutung als Faktor im Gewinn- 
quotienten ist l stets positiv und beim gesetzlichen Tarif auch 
verhaltnismassig hoch, namlich: 

0,5834.10— 9 ; ~~ =0,8024.10— 9 ; l <^> 0,73 . 

Wenn man nun, um den gesetzlichen mit dem Optimaltarif 
zu vergleichen, die absoluten Glieder in den Tarifquotienten einan- 
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der gleich setzt, so bleibt fur die Konstante noch ein Spielraum : 

0 < / < 7,3.10“ 10 . 


§ 4. Tarifanalyse. 

Aus der Menge der hiernach zulassigen Optimaltarife soil 
nun derjenige betrachtet werden, der denselben Tarifertrag wie 
die erzeugende Funktion Y 0 liefert. Die Gleichung: 

J b [ 0,016874 . x + 5 , 8335,10 — 10 x (x — 8 ooo)*] n (x) d x — 

= f* [ 0,016874 x + lx (x — 8300 ) 2 ] n (x) . d x 

kann leicht nach der Unbekannten l aufgelost werden, sofern 
hierbei die Momente der Haufigkeitsverteilung nach der Gleichung 
fur das n -te Moment berechnet werden : 

m - b l— • r [Oh + » + 1) r (m, + 1) 

“a T (m 1 + »i 2 + 2) 

Man erhalt : l — 5,0289.10 —10 und kann durch Diskussion der 
Differenz: 

A= Y 0 —y = 5,8335.10— 10 (*— 8000) 2 . *—5,0289.10— 10 (*—8300)*.* 

untersuchen, in welchem Masse die einzelnen Streitwertklassen 
Zuschlage oder Vergiinstigungen zum Optimaltarif erfahren : 


Zusammenstellung. 


Streitwert x 

> 

il 

K 

0 

1 

Extremwerte von: A 

0 — 4105,4 

4105.4 — 8144,4 

8144.4 — 10000 

1 

A > 0 : Zuschlag 

A < 0 : Vergiin- 
stigung 

A > 0 : Zuschlag 

Stelle der 
Extremwerte 

* = 1732,3 

* = 6434,3 

A = 2,12 

A = — 2,06 

i 

1 

Maximum 

Minimum 


Beriicksichtigt man endlich das Verhaltnis der Unkostendeckung 
zum Tarifertrag 


j‘ b 0,016874 . x . n (x) . d x 
f b Y.n(x).dx 


4738,4 

6977,8 


(a — 0 ; b = 10000) 


= 0,679 ; 





153 

so kommt man zu folgenden Satzen iiber den Gebiihrentarif der 
Berufungsgerichtsbarkeit: 

1) Wenn auch der Gerichtshaushalt des Deutsthen Reiches 
insgesamt einen bedeutsamen Finanzzuschuss erfordert, so erfolgt 
doch die Gliederung der Gebiihrensatze der Berufungsinstanzen 
so, als ob neben dem Leistungs- auch ein privatwirtschaftliches 
Optimalprinzip befolgt wird, da ein auf Grund desselben kon- 
struierter Tarif bis auf geringe Abweichungen — maximal 2,12 
M — zu den gesetzlichen Gebiihrensatzen fiihrt. Wenn man folg- 
lich in der Preisstellung einen Unkosten- und einen Gewinnanteil 
unterscheidet, so ist der erstere ziemlich hoch, namlich zu rund 
68 %, an der gesamten Finanzeinbringung beteiligt, woraus als 
vornehmstes Finanzziel die beabsichtigte Kostendeckung des 
Gerichtsverfahrens erhellt. 

2) Als eigentlich degressionserzeugendes Prinzip ist das 
Streben nach moglichster Steigerung der Prozesshaufigkeit 
anzusehen ; durch tarifliche Forderung und Erfassung der vor der 
Berufungsinstanz zu verhandelnden, an sich also bedeutsameren 
Rechtsfalle, zielt man zugleich auf Pflege des gesunden Rechtsge- 
fiihls wie auf betriebspolitisch richtige Finanzeinbringung. 

3) Dem Umstand, dass die statistische Kumulation bei 
x — 2000 durch Anwendung des Pcarsonschen Verfahrens aus- 
geglichen wird und bei der Berechnung des Optimaltarifes nicht 
zur Geltung kommt, entspricht ein Tarifzuschlag zwischen x — 0 
und x — 4x05 ; dagegen ist die proportionale Tarifgestaltung fiir 
Streitwerte bis zu 1000 M als eine Vergunstigung fiir die Prozess- 
falle der « kleinen Leute » anzusehen. Die Heranziehung zum Tarif- 
ertrag wird noch einmal gemildert zwischen x = 4105 und x = 
8144, dagegen — wenn auch wenig — verscharft fiir noch gro- 
ssere Streitwerte bis zu 10000 M. 

4) Die Zahleriwerte u, l im gesetzlichen Tarif konnten erst 
aus weiteren Statistiken, besonders iiber die Gerichtsunkosten, 
ihrer Hohe nach abgeleitet werden ; da solche Uebersichten nicht 
veroffentlicht worden sind, ist auch die Moglichkeit in Betracht 
zu ziehen, dass gewisse Gebiihrensatze, z. B. fiir x = 2000, steu- 
erahnlich, also unabhangig von Leistungs- und Kostenhohe vom 
Gesetzgeber festgesetzt worden sind. 

Somit ist gezeigt, wie die Gebiihrenlehre durch Tarifanalysen 
und die Lehre von der Tarifbildung durch Anwendung der Varia- 
tionsrechnung und der Tarifstatistik gefordert wird. 



Bollettino Sanitario del Bestiame (Ministero deirinterno). — Anni 1936, 
I 937 » 1938 , completi. 

Bollettino di Statistioa e Legislazione Comparata. — Anni 1936, 1937, completi. 
Bollettino Statistico Mensile per la Provineia di Milano, — Anni 1937, 1938, 
completi. 

Bollettino Statistico del Ministero dei Lavori Pubblici. — Anni 1937, 1938, 
completi. 

Bollettino Ufflciale - Legislazione e Disposizioni Ufflciali (Ministero delle Fi- 
nanze - Direzione Generale delle Tasse sugli Affari). — Anni 1936, 1937, 
1938, completi. 

Bollettino Ufflciale (Ministero delle Finanze - Direzione Generale delle Dogane 
e Impostc Indirette). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Commercio (Confederazione Fascista dei Commercianti). — Anni 1936, 1937, 
1938, completi. 

Corriere del Dannbio (II). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Dati Statistici Mensili degli incidenti stradali nel Begno (R.A.C.I.). — Ann 

1937, 1938, completi. 

Echi e Commenti. — Anni 1936, *937, 1938, completi. 

Economia. — Anni 1936, 1937, 1938, complete 

Oiornale di Agricoltura della Domenica. — Anno 1936: nn. 1-13, 15-20, 
22-34, 36-39, 41-52. Anni 1937, 1938, completi. 

Oiornale Economico (II). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Oiornale dell’Istituto Italianp degli Attuari. —Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Oiornale di Medicina Militare. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Italia che scrive (L 9 ). — Anno 1936, completo. 

Listino settimanale dei prezzi alPingrosso (Consiglio Provincial delle Corpo- 
razioni di Milano). — Anno 1936, 1937, 1938, completi. 

Marina Italiana (La). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Mercato Edilizio (II). — Anni 1936, 1937. completi. Anno 1938 : i° e 2 0 
quadrimestre). 

Hazionale (II). — Anni 1936, 1937. completi. Anno 1938 : nn. 485-486-487. 
Hotiziario Demograflco (Istituto Cenfrale di Statistica del Regno d’Jtalia). — 
Anni 1936, 1937, 1938, completi., 

Hotiziario Economico delPU.R.S.S. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Humeri indici dei prezzi alPingrosso (Consiglio Provinciale delle Corporazioni 
di Milano). — Anni 1937, 1938, completi. 

Organizzazione Industrial© (L 9 ). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Organizzazione Scientiflca del Lavoro (L 9 ). — Anno 1936: fascicoli 1, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. Anno. 1937: fascicoli 1, 2, 3, 5, 8, 9, 10, 11, 12. 
Anno 1938, completo. 

Quaderni delPAssociazione Ira le Society Italian© per Azioni. — Quad. No. I, 
II. Ill, IV. 

Questioni meridionali. — Anni 1936, 1937, completi. Anno 1938, n. 1-2. 
Rassegna Economica (Banco di Napoli). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Rassegna del mercato dei carboni. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Rassegna Quindicinale dell 9 Agricoltura. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Rendieonti del R. Istituto Lombardo di Soienze e Letters. — Anni 1936, 1937, 

1938, completi. 
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Rendioonti del Seminario della Faeoltd di Scienze della R. University di Cagliari. 

— Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Ricerca Scientiflca (La). — Anno 1936: nn. 23, 24. Anno 1937, completo. 
Anno 1938 : nn. 1-12. 

Rivista di Antropologia. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Rivista Bancaria. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Rivista di Diritto Penitenziario. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Rivista Internazionale di Scienze Sociali. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 
Rivista Mensile del Provveditorato al Porto di Venezia. — 1936, 1937, 1938, 
completi. 

Rivista di Politica Economica. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Rivista di Sociologia. — Anno 1938, completo. 

Rivista di Storia Economics. — Anni 1936, 1937, completi. Anno 1938, 
n. i. 

Scientia. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Statistics del Commercio Specials di Importazione e di Esportazione (Istituto 
Centrale di Statistics del Regno d’Italia). — Anni 1937, 1938, completi. 
Statistics delle Imposte di Fabbricazione (Ministero delle Finanze). — Anno 
1938, completo. 

Studi Economico-Giuridici pubblicati a cnra della Facoltd di Giurisprndenza 
della R. University di Cagliari. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Sal Mare. — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Supplemento Statistico ai nuovi Problemi di Politica, Storia ed Econoxnia. — 

Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Tempo (II). — Anni 1936, 1937, 1938, completi. 

Vita Economics Italians (La). — Anni 1936, 1937. 1938, completi. 

Vetro (II). — Anno 1938, completo. 

Vita Universitaria. — Anni 1936-37, 1937-38, 1938-391 completi. 

Annales de Tlnstitut Poincard. — Annde 1934-35, compldte. Annee 1936, 
Nos 1-2. 

Bulletin de la Banque Nationals de Roumanie. — Annees 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Bulletin de la Banque Nationals de Tchdcoslovaquie. — Annies 1936, 1937, 
1938, completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique Agricole et Commercials. — Anndes 1936, 
1937, 1938, completes. 

Bulletin Mensuel de Statistiques Coloniales. — Annee 1937, fascicules de 6 
a 12. Annde 1938, complete. 

Bulletin Mensuel de Statistique de la Socidtd des Nations. — Amides 1936, 
1937, 1938, completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique publid, par la Statistique Generals de la Grdce. — 

Anndes 1936, 1937, 1938, completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique du Royaume de Bulgarie. — Annees, 1936, 
1937, 1938, completes. 

Bulletin de la Statistique Gdndrale de la France. — Anndes 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Bulletin de la Statistique Gdndrale de la Franee (Indices Economiques Hebdo- 
maires) Anndes I 935 “ 3 6 » * 936 - 37 * 1937 * 38 , completes. 



Bulletin de la Statistique G6n6ralede la France (Supplement mensuel). — Ann6es 
1936, 1937, 1938, completes. 

Bulletin Statistique Trimestriel Hongrois. — Annies 1936, 1937, 1938, com¬ 
pletes. 

Bulletin Trimestriel de la Banque Nation ale de Yougoslavie. — Ann6e 1936, 
complete..Ann6e 1937, fascicules 1-9. 

Commerce Extdrieur de la Rdpublique Polonaise. — Annees 1936, 1937, 
1938, completes. 

Cooperation Intellectuelle (Institut International de Cooperation Intellectuelle). 
— Arniie 1936, complete. Annee 1937 fascicules 1-7, 10-12. Annee 1938, 
fascicules 1, 3-12. 

Epargne du Monde (L’). — Ann6es 1936, 1937, 1938, completes. 

Indice de 1’Activity ficonomique en Yougoslavie. — Annee 1936, 1937, com¬ 
pletes. 

Journal de la Socidtd Hongroise de Statistique. — Annees 1936, 1937, 1938; 
completes. 

Journal de la Socidtd de Statistique de Paris. — Annees 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Matdriauz poiir l’fitude des Calamity — Ann6cs 1936, 1937, completes. 
Musde Social (Le). — Annees 1936, 1937, 1938, completes. 

Races et Racisms. — Annees 1937, 1938, completes. 

Rapport Epiddmiologique (Societe des Nations). Annees 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Rapports de 1’Office de statistique de la Rdpublique Tchdcoslovaque. — Annees 

1936, 1937, 1938, completes. 

Relevd Epiddmiologique Hebdomadaire (Societe des Nations). Annees 1936, 

1937, 1938, completes. 

Revue Bibliographique. — Ann6es 1937, 1938, completes. 

Revue de la Plus Grande Famille. — Annees 1936, 1937, 1938, completes. 
Revue Hongroise de- Statistique, — Annies 1936, 1937, 1938. completes. 

Revue Internationale des Sciences Administratives. — Annies 1936, 1937, 

1938, completes. 

Revue de l’Institut International de Statistique. — Annees 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Revue de l’Institut de Sociologie Solvay. — Ann6es 1936, 1937. 1938, completes. 
Statistique du Travail (R6publique Polonaise). — Annees 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Tableau des Ddpenses et des Recettes de l’Btat (Royaume de Yougoslavie). — 
Annies 1936, 1937, 1938, completes. 

Travail Agricole (Le) - Revue Internationale. — Ann6e 1938, complete. 
American Statistical Association Bulletin. — Year 1938, complete. 

Annals 0! Eugenics. — Vols. VII and VIII, Years 1936-1938, completes. 
Automobile Facts. — Year 1938, complete. 

Bank of Finland. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Birth Control News. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Birth Control Review. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Chinese Economic and Statistical Review (The). — Years 1936, 1937, 1938. 
completes. 



Crops and Markets. — Year 1936, Nos. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, io, n. 

D. N. C. - Fortnightly report. — Years 1936, 1937, completes. Year 1938, Nos. 

9L 92, 93» 94* 95* 9$, 98, 101, 102, 103, 106, 108, no, in. 

Ecology. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Econometrica. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Economic Journal. — Yes 1936, 1937, 1938, completes. 

Ednoational Research Bolletin. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 
Engenical News. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Eugenics Review. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Genetics. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Guaranty Trust Company. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Human Biology. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Index. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Industrial Bulletin (The). — Years 1936, 1937. 1938, completes. 

Insurance and Finance Review (The). — Year 1936, complete. Year 1937, 
Nos. 1,2. 

Insurance Herald. — Year 1936, complete. Year 1937 Nos. 1-19, 21-30, 32, 34, 
36, 38, 40-45. Year 1938-39, Nos. 1-16, 18-35, 37 - 47 - 
International Cotton Bulletin. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Japan Trade Review. — Year 1936, Nos. 1, 2. 

Journal 0! the American Statistical Association. — Years 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Journal of the Osaka University of Commerce. — Years 1936, 1937, completes. 
Journal of the Royal Statistical Society. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 
Kyoto University - Economic Review. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Labour Gazette. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

London & Cambridge Economic Service. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 
Monthly Report Department of Public Health of Toronto. — Years 1936, 
1937, 1938, completes. 

Monthly Vital Statistics. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

National Bureau of Economic Research. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 
Official year book of the New South Wales. — Years 1933-34, * 934 - 35 , 1935-36, 
completes. 

Pacific Affairs. — Year 1937, complete. 

Prices and Price Indexes. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Proceedings of the Casualty Actuarial Society. — Years 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Psyohometrika. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Quarterly Journal of Economics. — Year 1936, complete. Year 1937, February. 
Race Hygiene. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Review of Economic Statistics (The) — Years 1936, 1937, 1938, completes. 
Sankhya (The Indian Journal of Statistics). — Years 1936, 1937, 1938, com¬ 
pletes. 

Statistical Bulletin —. Years 1936, 1937, 1938, completes. 

Statistical Bulletin (Metropolitan Life Insurance Company) — Years 1936, 
1937, 1938, completes. 

Statistical Monthly (The) — Year 1936, complete. Year 1937* Nos. from 
January to July. 



i6o 

Statistical Register (New South Wales). — Years 1934-35, I 935 “ 3 ^» completes. 

Transactions of the Actuarial Society of America. — Years 1936, 1937* 1938, 
completes. 

Vital Statistics (Special Reports. — Years 1936, 1937, 1938, completes. 
Weekly Health Index. — Year 1938, complete. 

World Price Movements in other Countries (Ottawa). — Years 1936, 1937, 
completes. 

Allgemeines Statistisches Archiv. — Jahrg. 1936, 1937, 1938, vollstanding. 
Berliner Wirtschaltsberichte. — Jahrg. 1936, 1937, 1938, vollstanding. 
Deutsches Statistisches Zentralblatt. — Jahrg. 1936, 1937, 1938, vollstanding. 
Monatliohes Nachweise iiber den Ausw&rtigen Handel Deutschland.— Jahrg. 

1936, Nr. 1, 2, 3, 4. 

Monatsberichte des Oesterreichischen Institutes Stir Konjunkturforschung. — 

Jahrg. 1936, 1937, 1938, vollstanding. 

Monatsberichte des Statistischen Amts der Stadt Berlin. — Jahrg. 1936,1937, 
1938, vollstanding. 

R. A. K. — Jahrg. 1936, 1937 , *93#, vollstanding. 

Weltwirtschaftliches Archiv. — Jahrg. 1936, vollstanding. Jahrg. 1937, 
Bd. 45, Hefte 1, 2, 3 ; Bd. 46, Heft 1. 

Wirtschaft und Statistik. — Jahrg. 1936, vollstanding. Jahrg. 1937, Nr. 1-9. 
Agricola. — Anos 1937, 1938, completos. 

Boletin del Banco Central de Reserva del Perd. — Anos 1937. 1938, completos. 
Boletin de la Camara de Comercio de Caracas. — Ano 1938, Nos. 1, 2, 3. 
Boletin del Colegio de Doctores en Ciencias Economicas y Contadores Publicos 
Naoionales. — Ano 1936, No. 9. Ano 1938, Nos. 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25. 
Boletin de Estadistica Agro-Pecuaria. — Anos 1936, 1937, 1938, completos. 
Boletin de la Federacion de Colegios de Doctores en Ciencias Economicas y Con¬ 
tadores Publicos Nacionales. — Anos 1936, 1937, 1938, completos. 

Boletin Hebdomadario de Estadistica Demographo-Sanitaria da Cidade do Rio 
de Janeiro. — Ano 1936, completo. Ano 1937, Nos 1-6. 

Boletin M6dico. — Afio 1936, completo. Ano 1937, Nos. 1-6, 11-12. Ano 1938, 
Nos. 1-10. 

Boletin Mensual - Banco Central de Chile. — Anos 1936, 19" 7 > *938, completos. 
Boletin Mensuel - Banco Central de Equador.—Anos 1936,1937,1938, completos. 
Buletinul Demograflo al Romfinei. — Ann6es 1936, 1937, *938, completes. 
Buletinul Institutului Economic Romftnesc. — Ann6es 1936, 1937, 1938, 
completes. 

Buletinul Statistic al Rom&nei. — Annies 1936, 1937, 1938, completes. 
Butlleti Mensual d’Estadistica. — Afio 1936, Nos. i, 2, 3, 4, 5. 

Cenov6 Zpr&vy (Rapports sur les prix publics par V Office de Statistique de la 
R6publique Tch6coslovaque). — Annies 1936, 1937, 1938, completes. 

Commercio de Cabotagem pelo Porto de Santos. — Anos 1936, 1937, 1938, 
completos. 

D. N. G. - Revista do Departamento Nacional do Caf6. — Anos 1936, 1937, 
1938, completos. 

Divulgapao de Iniormapoes e Propaganda. — Afio 1936, Nos. 3, 4, 5, 6, 7, 

8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20. Afio 1937, Nos. 3, 4, 5, 
7, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 21. 



Estatistica do Gommercio do Porto de Santos eon os paizes estrangeiros. — 

Afios 1936, 1937, 1938, completos. 

Informaoion Economica y Estadistica de Colombia. — Afto 1938, complete. 
Inlormaoionea estadistica agropecuarias. — Anos 1937, 1938, completos. 
Lwdw w Cyfraoh. — Annies 1936, 1937, 1938, completes. 

Manedsopgaver over Vareomsetningen Med Utlandet. — Annies 1936, 1937, 
1938, completes. 

Mesioni Prehled Zahraniciho Obchodu (Republiky Ceskoslovenskd). — Annies 
193 ^. 19 37i 193 8 » completes. 

Pastear - Revista Mensaal de Medicina. — Anos 1936, 1937, 1938, completos. 
Revista de Ciencias Econdmicas. — Afios 1936, 1937, 1938, completos. 

Revista del Banco de la Nacion Argentina. — Afio 1938, complete. 

Revista Economica. — Anos 1937, 1938, completos. 

Revista de Estadistica. — Ano 1936, Nos. de 1 a 9. Afio 1938, complete. 
Revista de Estadistica Municipal de la Cindad de Buenos Aires. — Anos 1936, 
1937 completos. Ano 1938, Nos. 1, 2 , 3, 7, 8, 9. 

Revista do Istituto de catt do Estado de S. Paulo. — Afios 1936, 1937, 1938, 
completos. 

Revista del Trabajo. — Anos 1937, 1938, completos. 

Statistica. — Voll. VI (1938). 

Statisztikai Havifiizetei. — Anndes 1936, 1937, 1938, completes. 

Statisiicky Obzor. — Annees 1936, 1937, 1938, completes. 

Statistiske Meddelser. — Anndes 1936, 1937, 1938, completes 
la Ulkomaankauppa (Helsinki). — Annees 1936, 1937, 1938, completes. 

Ia Ulkomaankauppa Vupsijulkaisu (Helsinki). — Anndes 1936,1937, completes. 
Wiadomoici Statystyczne (Varsovie). — Anndes 1936, 1937, 1938, completes. 
Wiadomosci Statystyczne - Miasta Poznania (Varsovie). — Anndes 1936, 1937, 
1938, completes. 




Libri, Annuari, Opuscoli, 
Estratti, ecc. 

Books, Yearbooks, Pamphlets, 
Reprints, etc. 


Livres, Annuaires, Brochures, 
Extraits, etc. 

Biicher, Jahrbiicher, Broschtt- 
ren, Separatabdriicke, usw. 


R. Accademia dei Georgofili. — Le condizioni dell’ econo mi a rurale 
nelV Appennino Toscano : III. D. Tabet : Monte Amiata - Firenze 
1936 - 

Id. —- Catalogo del giornale agrario toscano. Firenze, 1936. 

Accademia « Leonardo da Vinci ». — Atti. Anno 1933-34 - XII. Anno 
I 934‘35"XIII. Napoli, I 935 ' 36 . 

Affricano R. —• Come voleva Mussolini, Roma $ diventata il cuore pul - 
sante, lo spirito alacre delV Italia Imperiale. (In : «II Popolo di Roma ». 
21-4-1938). 

Id. — L'indice italiano dei pvezzi all' ingrosso sui mercati internazionali. 
Roma, 1937. (Estr. « Rivista Italiana di Scienze Economiche » Anno 
IX, Fasc. VI-VII, giugno-luglio 1937-XV). 

Agostinelli C. — Sui sistemi dinamici corrispondenti . Milano, 1937. 
(Memorie del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere. Vol. XXIII- 
XXIV della Serie III, Fasc. 5). 

Albertario P. — Gli addetti all’ agricoltura nell’ ottavo censimento della 
popolazione. Cittd di Gastello, 1936 (Estr. « Giornale degli Economisti 
e Rivista di Statistica ». Scttembre 1936). 

Alberti M. — Cronache di economia monetaria. 1935. Roma, 1936. 
Alberti S. — Influenza della diminuzione della mortalitd, sulla composi - 
ztone qualitativa e sulla dinamica delle popolazioni. Edizioni Sormani. 
Roma, 1939-XVII. 

Id. — La selezione naturale secondo le modalitd del colore dei capelli. Roma, 
1939-XVII, « II Lavoro Fascista ». 

Id. — Per una piti efficace difesa economica della produzione e del consumo 
dell’olio di oliva. Rocca S. Casciano. Stab. Tip. L. Cappelli. 1939. 
(Estr. dalla « Rivista del Lavoro » Anno 1939-XVII. N. 2). 
Aldovrandi Marescotti L. — Un ipotetico mandato degli Stati Uniti 
d'America (1919) e la dottrina di Monroe. « Centro Italiano di Studi 
Americani ». Palazzo Antici-Mattei. Roma, 1939. 

Alimenti C. — La questions petrolifera italiana. Torino. G. Einaudi. 1937. 
Alivia G. — La colonizzazione interna e la Sardegna. Firenze. C. Cya. 
1938. (Estr. dalla raccolta di studi in memoria di Giovanni Dettori). 
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Allaria G. B. — Inchiesta sulle condizioni sanitarie delle operaie dellc 
grandi sartorie di Torino. Roma, Off. Poligr. Ital. 1911. (Estr. dal 
« Bollettino deirispettorato del Lavoro » Vol. II. N. 8-9, agosto-set- 
tembre 1911). 

Id. — Colonie temporanee e colonie diurne. Torino, V. Bona. 1937. (Estr 
« La Pediatria del Medico Pratico »,• Vol. XII. N. 8. 1937). 

Id. — II compito del pediatra nelle opere demografiche del Regime. Rocca 
S. Casciano. Stab. Tip. L. Cappelli. (Estr. « Archivio Ital. di Pediatria 
e Puericoltura » Vol. IV. Fasc. IV. 1936 XV). 

Id. — II problema demografico italiano osservato da un pediatra. II Ediz. 
1935. Tip. V. Bona. 

Id. — II problema eugenico dopo la guerra. Modena. Soc. Tip. Modenese, 
1922. (Estr. dal « Dizionario di Legislazione Sociale ». Anno XI, Fa- 
scicoli I-II, 1922). 

Id. — Imposta sui celibi 0 imposta sulle persons senza ftgli ? Torino. V. Bo¬ 
na. 1 9^7. (Estr. « Difesa Sociale». Anno XVI, 1937). 

Id. — I mpostazione, continuity, sviluppi del Regime Fascista in difesa 
della razza* (Conversaz. detta il 21-12-1938 nella Sez. di Torino dell’Ist. 
Naz. di Cultura Fascista). Torino, V. Bona. 

Id. — I prestiti per matrimonio in Germania. Torino, V. Bona. (Estr. « La 
Pediatria del Medico Pratico ». Vol. XI. N. 9. Anno 1936). 

Id. — Istituto di Pediatria della R. University di Torino. Milano, A. Car- 
dani, 1937. (Estr. «La Pediatria in Italian). 

Id. — La siftlide congenita causa di spopolamento. Proposta di un provvedi - 
mento pratico. Roma, 1932. 1 st. Poligr. dello Stato. (Estr. «Atti dei 
Congresso Int. per gli studi sulla popolazione »). 

Id. — Necessity demografiche e politica fascista . (Estr. « Difesa Sociale »• 
N. 12, Anno XV). 

Id. — Nor me pediatriche per il progetto edilizio dun ospedale infantile . 
Torino, V. Bona. (Estr. « La Pediatria del Medico Pratico », Vol. VII, 
N. 12. Vol. VIII, N. 1, 1932-33). 

Id. — Premessa : il tema colonials al II Congresso Internaz. per la prote- 
zione delVinfanzia. Uaumento della popolazione Ital. ecc. (II Congresso 
Inter, per la protezione delPInfanzia. Roma, 23-26: 9, 1937). 

Id. — Premessa : 11 tema degli « orfani del divorzio * al II Congresso Int. 
per la prot. delVinfanzia. La frequenza statistica dei divorzi, le conse- 
guenze della dissoluzione del matrimonio sulla educazionee sulla salute 
dei figli ecc. Roma, 23-26-9-1937. 

Id. — Quanti figli hanno le madri italiane ? (Estr. da «Difesa Sociale*, N. 2 
Anno XV). 

Id. — Ricerche antropometriche sulla crescenza delle fanciulle povere. 
Firenze, Tip. Niccolai. 1912 (Estratto dal «Ramazzini» Anno VI, 
Fasc. 12). 

Id. — Relazione del II Congresso Internazionale per la protezione delVin¬ 
fanzia. Torino, V. Bona, 1937. 

Id. — Risultati di un*inchiesta sulla natality e sulla mortality infantile nelle 
classi operaie ed agricole torinesi. Torino. Tip. Checchini. (Ill Congresso 
Naz. delle Malattie Professionali). 



Allaria G. B. — Sullo sviluppo somatico delV adolescenza nelle fanciulle 
operaie. Torino, Tip. Checchini. (Ill Congresso Naz. delle Malattie 
Professionali). 

AlmagiA R. — Elementi di geografta economica e politica. Parte I: Geo- 
grafia economica e politica generale. Milano, A. GiuflrS, 1936. 

Ambrosi V. — Gozzismo , problema demografico ed eugenica. Tip. op. Ro- 
mana. Roma, 1938-xvn. (Estr. da « Atti della III Riunione della Soc. 
It. di Genetica ed Eugenica » Bologna 5-7 settembre 1938-XVI). 

Amoroso L. — Lezioni di economia matematica. Bologna, N. Zanichelli, 
1921. 

Id. — Principii di economia corporativa. Bologna N. Zanichelli. 1938. 

Id. e Savorgnan F. — La Dinamica dei fenomeni collettivi (XXIV Ses¬ 
sion de Tlnstitut International de Statistique) Prague, 1938. 

Andreoli G. — Le antinonie : loro formazione in matematica , in logica 
formate, net ragionamento. Roma, 1936 (Estr. Atti della XXIV Riu¬ 
nione della Soc. Ital. per il Progresso delle Scienze, Vol. V). 

Id. — Sugli indici di omogamia pur a ed attenuata, e su certe interpretazioni 
iperspaziali. (Estr. «Rend, della R. Accademia di Scienze Fisiche 
e Matematiche di Napoli». Serie IV. Vol. IV. 1934). 

Id. — Nuova teoria delle serie semplici e dei metodi di sommazione: il 
prodotto, V assoluta conveygenza e la teoria dei gruppi. (Estr. Rend, della 
R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche. Serie IV, Vol. V, 
* 935 )- Napoli 1936. 

Id. — Sui criteri di convergenza delle serie. Napoli, 1936. (Estr. « Rend, 
della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche della Soc. Reale 
di Napoli. Serie IV, Vol. VI, 1936. 

Id. — Nota sui fenomeni di esplosione di liquidi combustibili provocati da 

bombe 0 proiettili di lancio. Roma, Arti Grafiche Trinacria, 1937. (Estr. 

da «I1 problema italiano dei depositi dei liquidi combustib ili» di S.Gay). 

Id. — Statistica delle variazioni di Stato. 1937. 

Id. — Statistica nelle collettivitd soggette a rinnovamento. 1 937. 

Id. — SulV iterazione delle funztoni monotone. 1937. 

Andreotti G. — 11 terremoto del 18 ottobre 1936. Venezia, 1936 (Memorie 
del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti. Vol. XXX, N. 3). 

Andruzzi A. — Assistenza sanitaria ai bambini europei nei territori 
coloniali (II Congresso Int. per la protezione dell’infanzia. Roma, 
23-26-9-1937). 

Antonini G. — Ricordi manicomiali. Varallo, Tip. Zanfa, 1937. 

Antoni bon F. — Le relazioni a stampa di ambasciatori veneti. Padova, 
Tip. del Seminario, 1939. (R. 1 st. Veneto di Scienze, Lettere ed Arti). 

Ardy S. — Le leggi e le opere contro la disoccupazione in Italia. Genova, 
1936, Stab. « Arti Grafiche ed Affini». 

Arena C. — I trasferimenti internazionali del lavoro e la crisi. Firenze, 
M. Ricci, 1935. (Estr. dalla raccolta di conferenze sulla politica eco¬ 
nomica internazionale tenutasi nel R. 1 st. Sup. di Scienze Econ. e 
Comm, di Firenze nel 1935). 

Id. — I trasferimenti internazionali del lavoro e la crisi. Firenze, Seeber, 
1936, in « Politica Econo mica Internazionale ». 
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Arias G. — Corso di Economici Politica Corporative*. Roma, Tip. Foro 
Italiano, 1937. 

Asquini A. — II Banco di S. Giorgio . Roma, 1938 (Centro Ital. di Studi 
Americani. Studio N. 4). 

Atti della II Riunione del Comitato di Consulenza per gli studi sulla popola - 
zione. Firenze, 12-4-38. Firenze, C. Cya, 1938. 

Bachi Ricc. — I prezzi delle merci in Italia negli anni 1935-36. (Estratto 
« Rivista di Politica Economica » Fasc. IV, 1937). 

Id. — I prezzi delle merci in Italia nel secondo e nelterzo mese del!assedio 

economico. Roma, 1936. (Estr. «Rivista di Politica Economica». 

Fasc. II, 1936). 

Id. — I prezzi delle merci in Italia nel quarto e quinto mese dell assedio 
economico. Roma, 1936. (Estr. «Rivista di Politica Economica». 

Fasc. IV, 1936). 

Id. — 7 prezzi delle merci in Italia nel sesto e settimo mese dell*assedio 
economico. Roma, 1936. (Estr. «Rivista di Politica Economica». 

Fasc. VI, 1936). 

Id. — 7 prezzi delle merci in Italia nell'anno 1937. Roma, 1938. (Estr. « Ri¬ 
vista di Politica Economica ». Fasc. II, 1938). 

Id. — II mercato finanziario in Italia durante Vanno 1936. (Estr. << Rivista 
Bancaria ». Febbraio 1937). 

Id. — 7 prezzi delle merci in Italia nel trimestre luglio-settembre 1937. 
Roma, 1937. (Estr. « Rivista di Politica Economical. Fasc. 11-12, 
1937)- 

Id. — La dinamica dei prezzi in regime di controllo corporativo. Roma, 
1938. (Estr. « Rivista di Politica Econo mica ». Fasc. 3, 1938). 

Id. — Le intese internazionali per la regolazione dei mercati. Roma, 1938. 
(Estr. « Rivista di Politica Economica » . Fasc. 2, 1938). 

Bachi Rob. — Elementi di statistica metodologica ed economica. Ad uso delle 
scuole medie. Messina, G. Principato, 1937. 

Id. — Gli Ebrei delle colonie italiane. (Note statistiche sul censimento 
1931) Citty di Castello, 1936. (Estr. « Rassegna Mensile di Israel. ». 
N. 9-10, gennaio-febbraio, 1936). 

Id. — Lezioni di statistica economica. (A cura del G. U. F. di Genova) 
R. University di Genova, A. A. 1936-37. 

Id. — Lezioni di Statistica Metodologica raccolte a cura dello studente 
M. Cuneo. (R. University di Genova, A. A. 1936-37). 

Id. — Maternitd illegittima, cause, conseguenze, rimedi. Genova, Bozzo e 
Coccarello. (Estr. « Annali di Statistica e di Economia ». R. Univer¬ 
sity di Genova. Anno IV, Vol. VI). 

Baffi P. — Osservazioni sulla frequenza dei parti multipli. Citty di Ca¬ 
stello, Tipografia Leonardo da Vinci. (Estr. « Giornale degli Econo- 
misti e Riv. di Statistica ». Novembre-dicembre 1938). 

Id. — Dimensioni medie e concentrazione del capitale nelle societd anonime 
italiane. Milano, Vallardi, 1935. (Estr. «Rivista Italiana di Scienze 
Commercial!», N. 1, 1935). 

Balella G. — II decennale della Carta del Lavoro. Roma, 1937. (Estr. 
« Rivista di Politica Economica ». Anno XXVII, Fasc. IV, 1937. 
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Balella G. — Le statistiche del fabbisogno per V au tar chi a. Roma. (Estr. da 
« Atti della 27* Riunione della S. I. P. S. ». Bologna, 4-11-9-1938-XVI). 

Ballarin H. G. — La sorte dei bambini in caso di separazione matrimo- 
niale o di divorzio, consider ata sotto V asp etto giuridico e so dale. (II Con- 
gresso Int. per la protezione deirinfanzia. Roma, 23-27-9-1937). 

Banca Commerciale Italiana. — Movimento economico dell* Italia. Mi¬ 
lano, 1929. Vol. XVIII. 

Banca d* Italia. — Adunanza generate ordinaria degli azionisti tenuta in 
Roma il giorno 31 marzo 1936. Anno 42 0 . Roma, 1936. 

Id. — Adunanza generate ordinaria dei partecipanti tenuta in Roma il 
giorno 31 marzo 1937. Anno 43 0 . Roma, 1937. 

Id. — Adunanza generate ordinaria dei partecipanti tenuta in Roma il 
giorno 31 marzo 1938. Anno 44 0 . Roma 1938. 

Id. Veconomia italiana nel sessennio 1931-36. Parte I: Vol. unico. Parte 
II : Vol. I e II. Roma, 1938. 

Banca Naz. dell’Agricoltura. — Relazioni e bilancio al 31 dicembre 
1935-XIV. (XIV esercizio). Milano, Buzzetti, 1936. 

Banca Nazionale del Lavoro. — Bilanci 1935. Roma, 1936. 

Id. e Sezioni Annesse. — Bilanci 1936. Roma, 1937. 

Id. — Bilanci 1938. 

Banco di Roma. — Bilancio al 31 dicembre 1936-XV. (57 0 esercizio 
sociale). 

Id. — Vademecum economico per V A. 0 . I. Verona, Mondadori, 1937. 

Banco di S. Spirito Regionale del Lazio. — Relazione sul bilancio al 
31 dicembre 1935. Roma, 1936. 

Id. — Assemblea generate ordinaria e straordinaria degli aziomsti del 
26 marzo 1937. Roma, 1937. 

Id. — Assemblea Generate ordinaria e straordinaria degli azionisti del 
21 marzo 1938. Roma, 1938. 

Id. — Assemblea Generate ordinaria degli azionisti del 27 marzo 1939. Ro¬ 
ma, 1939- 

Banco di Sicilia. — Osservatorio economico. — Sicilia (Compendio 
di Statistica Economica). Palermo, 1937-XVII. 

Barbaro M. — Considerazioni suite previsioni demografiche. Reggio Cala¬ 
bria, F. Morello, 1937. 

Id. — Consider azioni su Vurbanesimo (studio statistico) Reggio Calabria, 
F. Morello, 1936. 

Id. — DelVandamento demograpco di alcuni nuovi Comuni marittimi o 
I razioni marittime di Comuni della Calabria. Reggio Calabria, F. Mo¬ 
rello, 1937- 

Id. — Distribuzione territorial delle industrie in Italia. Reggio Calabria, 
F. Morello, 1937. 

Id. — La natalitd illegittima in Calabria. Reggio Calabria, F. Morello, 1938* 

Id. — La statistica e la teoria delle probabilitd fondamenti della scienza 
sperimentale moderna . Reggio Calabria, F. Morello, 1936. 

Barberi B. — Il contributo della statistica ufficiale italiana alia conoscenza 
dei problemi delVautarchia. Roma. (Estr. da « Atti della 27* Riunione 
della S. I. P. S. * Bologna, 4-11-9-1938-XVI). 
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Barberi B. — Indagine statistica sulle disponibilitd alimentari della popo- 
lazione italiana dial 1922 al 1937. Roma, Failli, 1939. 

Barbensi G. — Di una diversa soluzione di un problema di meccanica 
muscolare da parte di due medici matematici. (Estr. « Rivista di storia 
delle scienze mediche e naturali ». Anno XXIX, Fasc. 7-8, 1938). 

Barbieri G. — Economia e politica nel ducato di Milano . 1386-1535. 
Milano, « Vita e Pensiero », 1938. 

Id. — Gottardo Panigarola mercante e spenditore sforzesco alia luce di nuovi 
documenti. Bologna, 1938. N. Zanichelli. (Estr. « Rivista Italiana di 
Scienze Economiche ». Anno X, Fasc. VII. Luglio 1938). 

Id. — Nor me di morale economica dettate da 5. Carlo Borromeo. Milano, 
Giuffr£ A. (Estr. «Studi Economico-Giuridici della R. University di 
Cagliari». Anno XXVI-1938). 

Id. — Spunti di Naturalismo Economico in un giurista italiano del' 500 : 
Tiberio Deciani. Milano, Giuffrd A. (Estr. « Studi Economico-Giuridici 
della R. University di Cagliari ». Anno XXVII, 1939. 

Id. — Tendenze autarchiche nella politica economica del Ducato di Milano . 
Roma, 1939. S. I. P. S. (Estr. « Atti della XXVII Riunione della 
S. I. P. S.»'Bologna 4-11-9-1938). 

Bartoli M- — Ancora delle origini dei linguaggi precolombiani alia luce 
delle nor me spaziali. (Estr. « Melanges de Linguistique et de Philo logic 
ofierts a Jacq. van Ginneken». Paris, 1937). 

B attar a P. — La dinamica delle curve stagionali dei nati e la variabilitd 
dei nati nel ciclo annuo. Rinascimento del libro. Firenze, 1939. 

Bellini L. — La propriety. Milano, Soc. Ed. « Vita e Pensiero », 1938. 

Id. — Schema di Sociologia (Biblioteca dell’Unione Cattolica per le Scienze 
Sociali). Milano, « Vita e Pensiero », 1938. 

Benini R. — Lezioni di economia politica. Bologna, N. Zanichelli. 1936. 

Bernardy A. A. — La grande tradizione cattolica nel Canadd. « Centro 
Italiano di Studi Americani » Roma, 1939 Palazzo Antici-Matt ei. 

Bertani P. L. — II salario corporativo nell'agricoltura e nell'industria. 
Roma, 1936. (Estr. « Economia » Vol. XVII, N. 5, 1936). 

Id. — Alcune considerazioni sul salario corporativo. Bologna 1936. (Estr. 

« Rivista Italiana di Scienze Economiche ». Anno VIII. Fasc. I. Gen- 
naio, 1936). 

Id. — II Petrolio e la politica del carburante. Roma, 1936. ,(Estr.« Econo¬ 
mia ». Vol. XVII, N. 1, 1936). 

Bertolotti M. — Alessandro Magno. Fr. Bocca. Torino. 

Bibliografia di andri*:ad is. A. M. Atene, 1936. 

Biggini C. A. — Alcune osservazioni intorno alia instaurazione di fatto 
di un ordinamento costituzionale e alia sua legittimazione. Gallizzi, 
Sassari, 1938. (Estr. « Studi Sassaresi », Vol. XVI). 

Id. — La Camera dei Fasci e delle Corporazioni nel nuovo ordinamento 
costituzionale. Padova, 1939. A. Milani. (Estr. «Scritti Giuridici in 
onore di Santi Romano »). 

Biondi P. — Nel II Annuale della inaugurazione della Cittd Universita - 
ria di Roma . 21-10-1935. 
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Biondi P. — Nel III Annuale della inaugurations della Cittd Universi- 
taria di Roma. 31-10-1936. 

Boldrini M. — Statistica. Appunti per gli studenti. (2 Volumi) Milano, 
A. Giuffr£, 1937-38. 

Bonferroni C. E. — A proposito di espressioni generali per le medie. 
(Estr. «Giornale degli economisti e rivista di Statistica». Maggio, 
I 937 )* 

Id. — Della vita matematica come media esponenziale. (Estr. «Annuario 
del R. Istituto di Scienze Economiche e Commerciali di Bari. 1924-25 »). 

Id. — Elementi di Statistica Generate. Anno Acc. 1932-33. (Ristampa con 
aggiunte). Torino, F. Gili, 1933. 

Id. — Intorno at concetto di probability. Bari, 1926. (Estr. « Annuario del 
R. Istituto Superiore di Scienze Economiche e Commerciali. Bari, 
1925-26 »). 

Id. — Sistemi aggregation di leggi di sopravvivenza. Roma, 1936. (Estr. 
«Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari ». N. 4. Ottobre 1936). 

Id. — Sistemi riducibili di leggi d'interesse e di sopravvivenza. Roma, 1936. 
(Estr. « Giornale dell’ 1 st. It. degli Attuari ». Anno VII, N\ 2. Aprile 
19 36 - 

Id. — Sulla curva del montante e sul livellamento dei rendimenti finali. 
(Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica ». Luglio 1938). 

Id. — Sulla probability totals di eventi numerabili. Pavia, 1937. (Estr. 
« Atti del i° Congresso deirUnione Matematica Italiana »). 

Id. — Suite medie dedotte da funzioni concave. (Estr. « Giornale di Mate¬ 
matica Finanziaria »). 

Id. — Sul teorema di Karup. (Estr. « Atti del i° Congresso Nazionale di 
Scienze delle Assicurazioni, Torino 20-23-9-1928 »). 

Id. — Teoria statistica delle classi e calcolo delle probability. Firenze, 1936. 
(Pubblicaz. del R. 1 st. Superiore di Scienze Economiche e Commer¬ 
ciali di Firenze. N*. 8). 

Id. — Teoria statistica delle classi e calcolo delle probability. Firenze, 
M. Ricci, 1936. (Estr. dal Volume in onore di Riccardo Dalla Volta). 

Bonifacio G. — II raggio medio d'attrazione dei centri urbani . Ferrara, 
1938. (Estr. « Supplemento Statistico ai Nuovi Problemi di Politica, 
Storia ed Economia », Serie II, N. 1, Anno IV). 

Borsarelli F. — Veducazione fisica dei ftgli dei tubercolotici. (Estr. « Atti 
del XVI Congresso Italiano di Pediatria» Genova 15-18-9-1938). 

Id. — Natality e mortality infantile nelle campagne. (Estr. « La Pediatria 
del Medico Pratico » Vol. XII, N. 12. Anno 1936). Tip. V. Bona, Torino. 

Id. — Ricerche sulVallevamento dei fanciulli dai cinque agli otto anni di 
etd. (Estr. da « La Pediatria del Medico Pratico » Vol. XI, N. 3, Anno 
1936). Tip. Bona, Torino. 

Id. — Ricerche suite modiftcazioni del ricambio respiratorio in rapporto al 
lavoro in alcuni bambini della seconda infanzia . (Estr. « La Pediatria 
del Medico Pratico ». Vol. VIII, N. 3. Anno 1933). Tip. Bona, Torino. 

Id. — Ricerche sul rendimento del lavoro di bambini della seconda infanzia. 
(Estr. dal « Bollettino della Society Italiana di Pediatria ». Anno II, 
Fasc. Ill, 1939). Tip. Bona, Torino. 
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Borsarelli F. — Suit'accrescimento dei lattanti macrosotni assistiti al Con - 
sultorio. (Estr. «La Pediatria del Medico Pratico». Vol. VII, N. n, 
Anno 1932). Tip. Bona, Torino. , 

Bottazzi F., Niceforo A. e Quagliarello G. — Documenti per lo studio 
delV alimentazione della popolazione italiana nelV ultimo cinquantennio. 
N. Jovene, Napoli, 1933. 

Bubani L. — Considerazioni clinico-statistiche su trenta casi di morte per 
idrofobia con particolare riguardo alia mortalitd infantile. (Estr. «La 
Pediatria del Medico Pratico ». Vol. IX, N. 3. Anno 1934). Tip. V. Bona. 
Torino. 

Burran C. — Le basi della statistica assicurativa. Torino, 1936. 

Buzzati-Traverso A., Jucci C. e Timof^eff-Ressowsky N. W. — Gene - 
tica di popolazioni. (Estr. « Ricerca Scientifica » Serie II. Vol. I, N. n- 
12-1938). Roma, 1938. 

Caffarato T., Madon V. F. — Delle cause di morte dei neonati. (Estr. 

« La Pediatria del Medico Pratico ». Vol. XII, N. 3, Anno 1937). V. Bo¬ 
na, Torino. 

Camboni L. — Abitanti. (Estr. « Nuovo Digesto Italiano»). Torino, 
U. T. E. r., 1937. 

Canaletti-Gaudenti A. — De statistico officio in ecclesiae usum consti- 
tuendo. Romae, 1936. 

Id. — La Statistica ad uso della Chiesa. Roma, Libreria Editrice Ulpiana, 
1938. 

Cantelli F. P. — Sulla estensione del principio delle probabilitd totali 
ad una successione illimitata di eventi incompatibili. (Estr. «Scritti 
matematici offerti a Luigi Berzolari»). Pavia, 1936. 

Capodaglio G. — Caratteristiche del prestito obbligatorio sulla proprietd 
immobiliare. (Estr. « Rivista Italiana di Scienze Economiche » Novem- 
bre, 1936). Bologna, Zanichelli, 1936. 

Id. — In difesa delVoro. (Estr. « Rivista Italiana di Scienze Economiche ». 
Settembre 1936). Bologna, Zanichelli, 1936. 

Id. — Storia di un investimento di capitale : La Societd Italiana per le 
strade ferrate meridionali (1862-1937). (Estr. «Rivista Italiana di 
Scienze Economiche». Anno X. Fasc. Ill, IV e V, 1939). Bologna, 
Zanichelli, 1938. 

Id. — Un problema di fondo e di flusso ; il costo della moneta metallica e 
quello della moneta bancaria. (Estr. «Rivista Italiana di Scienze 
Economiche». Giugno, 1936). Bologna, Zanichelli, 1936. 

Capone G. — Costituzione psichica e sindromi psicasteniche. (Estr. « En- 
docrinologia e Patologia Costituzionale». Vol. XIII, Fasc. V, 1938). 
Rocca S. Casciano, 1938. L. Cappelli. 

Id. — Valutazione dello psichismo individuate uniformata al metodo di 
G. Viola. (Estr. « Endocrinologia e Patologia Costituzionale ». Vol. XII, 
Fasc. V, 1937). L. Cappelli, Rocca S. Casciano, 1937. 

Capkoni F. — Primi risultati di una bonifica in Brughiera. Berbieri, Milano, 
I938 ‘ 

Carafa D'Andria E. — I petroli in America. Centro Italiano di Studi 
Americani. Pal. Antici-Mattei. Roma, 1939. 
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Casellario centrale infort uni (Min. delle Corporazioni). — Relazione 
sull* attivitd svolta nel XIII anno di esercizio (1935). Roma, 1936. 

Id. — Relazione sufl’attivitd svolta nel XIV anno di esercizio (1936). Roma 
1937 - 

Cassa di Risparmio delle Provincie Lombards (Sezione di Credito 
Agrario). — Relazione e bilancio 1936. Milano, 1936. 

Id. — Bilancio consuntivo del!anno 1936. Milano, 1937. 

Id. — Le erogazioni in spese di assistenza, di beneftcenza e di pubblica uti - 
litd neWanno 1936. Milano, 1937. 

Castellani M. — Sulle durate medie di permanenza in gruppi soggetti 
a rinnovamento. (Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Sta- 
tistica » Giugno 1936). Citt 4 di Castello, 1936. 

Castrilli V. — L* affollamento universitario in Europa. (Estr. « Studi in 
onore di M. Barillari». Annali del Seminario Giuridico-Economico 
della R. University di Bari). Bari, Cressati, 1937. 

Celentano e. — La variazione dei costi in funzione della efficienza pro - 
duttiva. (Estr. « L’Organizzazione Scientifica del Lavoro ». Gennaio, 
1934). Roma, 1934. 

Centro di documentazione etnica. — Bibliografta per una cartoteca 
etnica. I : Europa Centro-Oricntale. (A cura di C. Magnino e M. De Man- 
dato). Roma, 1933. 

Centro Italiano di studi americani. — Annuario 1938-XVI. Roma, 1938. 

Id. — Annuario 1939-XVII. Roma, 1939. 

Cesari L. — Sul calcolo approssimativo delle radici delle equazioni alge - 
briche. (Estr. la « Ricerca scientifica», Seri# II, Anno VII, Vol. II, 
N. 1-2). Roma, 1936. 

Id. — Sulle condizioni sufficienii per le successioni di Fourier. (Estr. « Bol- 
lettino deirUnione Matematica Italiana ». N. 2. Aprile, 1934). 

Id. — Sulle condizioni sufpcienti per le successioni di Fourier . (Estr. « An¬ 
nali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa». Serie II, Vol. Ill, 
1934). Zanichelli, Bologna, 1934- 

Id. — Increspatura dei cilindri cavi sottili prementi assialmente. (Estr. 
« Ricerche di Ingegneria ». Anno V. 1937). 

Id. — Sulle funzioni di due variabili a variazione limitata secondo Tonelli 
e sulla convergenza delle relative serie doppie di Fourier . Roma, Con- 
siglio Naz. delte Ricerche, 1937. 

Id. — Su un tipo di condizioni necessarie per la convergenza dei polinomi di 
Fourier e di Feiir e su altre questioni concernenti le serie doppie di 
Fourier. Roma, R. Accademia d’Italia, 1937. 

Id. — Sulla risoluzione dei sistemi di equazioni lineari per approssimazioni 
successive. (Estr. « Rendiconti della R. Accademia Naz. dei Lincei». 
Vol. XXV. Serie VI. Primo semestre. Fasc. 9-10, 1937). Roma, 1937. 

Id. — Sulla risoluzione dei sistemi di equazioni lineari per approssimazioni 
successive. (Estr. « La Ricerca Scientifica ». Serie II. Anno VIII, Vol. I, 
N. 11-12). Roma, 1937. 

Cessi R. — Gli statuti veneziani di Jacopo Tiepolo del 1242 e le loro glosse. 
(« Memorie del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti». Vo¬ 
lume XXX, N. 2). Venezia 1938. 
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Chamberlain W. H. — V etd del ferro della Russia . Torino, Einaudi, 1937. 
Chiantella G. — Genova alia luce della demografta (1535-1950). Comune 
di Genova, 1938. 

Ciabatti R. — La rivoluzione bancaria. Contributo all*autarchia delle 
finanze. Firenze, A. Vallecchi, 1938. 

Cibelli E. — I rapporti economici Italo-Americani dopo la fondazione 
dell* Impero. (Centro Italiano di Studi Americani). Roma, 1938. 
Cicala S. — Lo spirito fascista nel nuovo codice penale italiano. (Estr. 

«Atti della XXVII Riunione della S. I. P. S. » Bologna, 4-11-9-38). 
Cipriani L. — A Ceylon. Alla ricerca degli ultimi Vedda. (Estr. «L'Uni- 
verso » Anno XVIII, N. 1. Gennaio 1936). 

Id. — Case su gli alberi (Viaggio nell’India Meridionale). (Estr. «L'Uni- 
verso». Anno XVII, N. 7. Luglio 1936). 

Id. — II significato antropologico di alcune popolazioni Nord-Africane. 

(Estr. « Rivista di biologia ». Vol. XIX, Fasc. II, 1935). Firenze, 1935. 
Id. — Su alcuni gruppi umani del Curg {Curg, Kurubd, leravd ed altri). 
(Estr. « Archivio per 1’Antropologia e la Etnologia ». Vol. LXV. Fasci- 
colo 1-4, 1935)- 

Colosi G. — Organismi e vita. Milano, Hoepli, 1935. 

COMMISSIONE CENTRALE DI BENEFICIENZA IN MlLANO. - Bilando COn- 

suntivo del fondo della beneficienza per Vanno 1936. Milano, 1937. 

Id. — Fondazione Vittorio Emanuele II per incoraggiamento di studi, isti - 
tuita dalla Cassa di Risparmio delle Provincie Lombarde. Bilannio con - 
suntivo per Vanno 1936. Milano, 1937. 

Id. — Bilancio Consuntivo dell* Opera Pia di Soccorso per i Figli dei Lavo- 
ratori per Vanno 1936. Milano, 1937. 

Comune di Milano. — VII Censimento generate della popolazione. Indagine 
sulla feconditd. Indagine suite’abitazioni. 21 aprile 1931. Milano, 1935. 
Confederazione Fascista degli Industriali. — Vautarchia in Ger¬ 
mania. Roma, 1938. 

2 ° CONVEGNO DEI GIURISTI ITALIANI E TEDESCHI. —■ VIENNA. MARZO 1939 

Razza e diritto. (Estr. « Lo Stato ». Anno X, Fasc. 111,1939-XVII). 
Roma, Ugo Guintily. 

Corti P. — La riduzione della durata del lavoro. Studio del problems delle 
40 ore. Firenze, 1935. 

Cosciani C. — Individuo e stato nella scienza economica. (Valutazione di 
alcune critiche alia teoria classica). Trieste, R. University, 1937. 
Costanzo A. — Costituzione e mortalitd. Milano, « Vita e Pensiero », 1936. 
Id. — I caratteri fisici dei maschi piemontesi dalle leve Napoleoniche a 
quelle del!Italia Fascista. Milano, « Vita e Pensiero », 1939. 

Credito fondiario della Cassa di risparmio delle Provincie Lom¬ 
bards in Milano. — Bilancio consuntivo dell*anno 1936. Milano 1937. 
Cremonese P. — Le librerie in Italia. (Convegno Fiorentino per lo studio 
del problema della diffusione del libro. 21-22 maggio 1937). 

CriarA M. — II sogno come elemento diagnostico del tipo caratterologico. 

(Estr. «Archivio Generate di Neurologia, Psichiatria e Psicoanalisi * 
* Vol. XIX, 1938). 

Czortkower S. — Base razziale degli Ebrei del Caucaso. 1933. 
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Czortk o wer S. — Composizione razziale degli Ebrei dell’ Yemen. Poznan, 
1938 . 

Id. — II carattere razziale della popolazione preistorica della penisola pire- 
neica. Leopoli, 1939. 

Id. — Klimek S. : La razza*nei fenomeni sociali. (Estr. da « Polska Sto- 
matologia », 1938, N. 1-2). (Recensione). 

D'Alia A. — Popoli e paesi nella storia dell’umanitd. (Saggio di Scienza 
Politica). 2 a ediz. Roma, C. Colombo, 1934. 

Id. — Confederazione europea. Roma, Cremonese, 1934. 

De Berardinis L. — Rapporto sulle statistiche dei nati morti e sulla nati¬ 
mortality. (XXIII Session de l'lnstitut International de Statistique. 
Athenes, 1936). La Haye, 1936. 

De Castro J. — Alimentazione e acclimatazione umana nei tropici. Isti- 
tuto Biochimico Italiano, 1939. 

De Castro L. — Per star bene nelle colonie. Milano, Hoepli, 1938. 

De Finetti B. — II tragico sofisma. (Estr. « Rivista Italiana di Scienze 
Economiche» Anno VII. Fasc. Ill, maggio-giugno 1935). Bologna, 
Zanichelli, 1935. 

Id. — Compiti e problemi dell’economia pura. — (Estr. « Giornale dell’Isti- 
tuto Italiano degli Attuari ». Anno VII, N. 3. luglio 1936). Roma, 1936. 
Id. — Problemi di « optimum » e problemi di « optimum » vincolato. (Estr. 
« Giornale dell' 1 st. Italiano degli Attuari ». Anno VIII, N. 1-2. gennaio- 
aprile, 1937). 

Id. — Sui campi di ofelimitd. (Estr. « Rivista Italiana di Scienze Econo¬ 
miche ». Anno VII. Fasc. IV, luglio-agosto 1935). Bologna, Zanichelli, 
* 935 - 

De Francisci P. — Relazione sull’anno accademico 1937-38. (Estr. « An- 
nuario della R. University di Roma », 1938-39). Roma, Pallotta, 1938. 
Id. — Sulla concezione dell’ inter esse generate. Palermo, Ires, 1936. 

De Gleria A. — Aspetti demografici del Comune di Padova. (Estr. « Som- 
mario Statistico per il 1937 ». Comune di Padova). Padova, Soc. Coop. 
Tip., 1938. 

Degli Espinosa A. — II diagramma fondamentale dell’economia di S. 
E. Benini. (Estr. « Rivista di Politica Economica » Fasc. IX-X, 1936). 
Roma, 1936. 

Id. — La disc iplina dei consorzi volonlari. (Estr. « Economia *. Vol. XVIII, 
N. 5, 1936). Roma, 1936. 

Id. — La ricchezza privata di alcune nazioni. (Estr. «Economia». 

Vol. V, N. 3, 1930). Roma, Tip. Giornale d*Italia. 

Id. — La teoria economica nella rivoluzione fascista. Milano, Tumminelli 
& C. s. d. 

D’Elia E. — Analisi comparativa delle proliftcitd dei matrimoni con prole . 

(Estr. « Economia». Vol. XXII, N. 5). 

Id. — Natalitd, nati - mortality e mortality nei primi periodi di vita. (Estr. 
« Difesa Sociale » N. 2, 1939). 

De Lisi L. — Profilassi delle malattie ereditarie in Psfchiatria . (Estr. 
♦ Atti della XXVII Riunione della S. I. P. S.». Bologna, 4-11 settem- 
bre 1938-XVI), Roma. 
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De Luca M. — Dinamica dei costi generali di produzione. Napoli, D. Amo- 
dio, 1936. 

Del Vecchio G. — Giandomenico Romagnosi. Nel primo centenario della 
sua morte. (Estr. « Rivista Internaz. di Filosofia del Diritto ». Anno XVI, 
Fasc. I, 1936). 

Id. — Giurisprudenza e Colonie (Cenni generali). (Estr. « Rivista Inter¬ 
na z. di Filosofia del Diritto ». Anno XVII, Fasc. I, 1937. 

Id. — L*<tHomo Juridicu$» e Vinsufpcienza del diritto come regola della 
vita. (Estr. «Rivista Intern, di Filosofia del Diritto », 1936). 

Id. — Pacifismo. (Estr. «Rivista Internaz. di Filosofia del Diritto». 
Anno XVI, Fasc. VI, 1936). 

Id. — Ricordando Alberico Gentili. Con un saggio di bibliografta gentiliana. 
Roma, 1 st. Italiano di Diritto Interna zionale, 1936. 

Id. — Riforma del codice civile e principi generali di diritto. (Estr. « Rivi¬ 
sta Internaz. di Filosofia del Diritto ». Anno XVII, Fasc. I, 1937). 

Demaria G, — Osservazioni sulla teoria statistica delle serie dinamiche. (Estr. 
« Giornale degli Economisti e Rivista di Statistical, dicembre, 1935). 

Id. — Correlazioni economiche nel tempo. (Estr. « Rendiconti del Semi- 
nario Matematico e Fisico di Milano ». Vol. X, 1936). Milano 1936. 

De Meo G. — Caratteristiche demografiche di classi economicamente e social - 
mente differenziate in una cittd italiana nel secolo XVIII. (Estr. « Ge¬ 
nus ». Vol. I, N. 3-4, 1936). 

Id. — Distribuzione della ricchezza e composizione demografica in alcune 
cittd dell*Italia Meridionale alia metd del sec. XVIII. (Estr. « Annali 
di Statistical. Serie VI, Vol. XIX). Roma, 1931. 

Id. — 11 ricambio sociale di alcune cittd dell* Italia Meridionale nei secoli 
XVII e XVIII. (XII Congr^s de l'lnstitut International de Socio¬ 
logy. Bruxelles, 25-29-8-1935). 

Id. — I matrimoni in Italia nel ventennio 1912-1931. (Estr. « Napoli», 
gennaio-febbraio 1934). Napoli, 1934. 

Id. — Le « disuguaglianze » fra gli uomini e la distribuzione della ricchezza. 
(In «L’Ordine Fascista », gennaio 1931). 

Id. — Ricerche statistic he sulle cause di morte nella popolazione italiana ed 
in una collettivitd di assicurati sulla vita. (Estr. «Rendiconti della 
R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche ». Serie IV, Vol. VI, 
1936). Napoli, 1936. 

Id. — Su alcuni indici atti a misurare V attrazione matrimoniale in classi - 
ficazioni dicotome. (Estr. « Rendiconto della R. Accademia delle Scienze 
Fisiche e Matematiche », Serie IV, Vol. IV, 1934). 

Id. — Sull*atirazione matrimoniale per alfabetismo in Italia. (Estr. « Ren¬ 
diconto della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche della 
Society Reale di Napoli ». Serie IV, Vol. VI, 1936). Napoli, S. I. E. M., 
1936 - 

Id. — Sull*attrazione matrimoniale per stato civile in Italia. (Estr. « Ren¬ 
diconto della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche della 
Society Reale di Napoli», 1936). 

Id. — Una analisi sulla variabilitd di gruppi di prezzi . Napoli, «La Nuo- 
vissima », 1939. 
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De Meo G. — Variazioni nelVassetto economico demografico di una cittd 
dal XVII al XVIII secolo. (Estr. « Genus ». Vol. Ill, N. 1-2, 1938). 

De Michelis G. — La corporazione nel mondo. Milano, Bompiani, 1934. 

De Polzer A. — La colonizzazione nelV Impero in rapporto alle condi - 
zioni demografiche ed agrarie della pianura del Veneto. (Estr. « Bonifi- 
che e Colonizzazione ». Anno II, N. i, gennaio 1938). Roma, 1938. 

Id. — La ricchezza privata della Provincia di Padova. Padova, Cedam, 1938. 

Id. — La ricchezza privata della Provincia di Rovigo. (La ricchezza pri¬ 
vata delle Prov. delle 3 Venezie). Vol. II. Padova, 1933, Cedam. 

Id. — Seriazioni di frequenze e seriazioni integrali. (Estr. « Supplemento 
Statistico ai nuovi problemi di Politica, Storia ed Economia*). Fer¬ 
rara, 1939. 

De Pietri-Tonelli A. — Determinazione del prohlema dell'equilibrio per 
un sistema economico generate formato da un numero qualsiasi di siste - 
mi economici particolari . (Estr. « Annali dell’Uni versita di Ferrara », 
N. 2, 1937). Ferrara, S. A. T. E., 1937. 

Id. — Le tradizioni delVeconomia classica di Ferrara e taluni degli odierni 
insegnamenti economici a Ca ’ Foscari. Venezia, Libreria Emiliana 
Editrice, 1937. 

Id. — La ricerca politico-economica corporativa di laboratorio ed i suoi 
risultati. (Estr. « Atti della XXVI Riunione della S. I. P. S. » Venezia, 
12-18-9-37). Roma, 1938. 

De Stefani A. — Contributo alia revisione di un pregiudizio. (In « Poli¬ 
tica Economica Internazionale »). Firenze, Seeber, 1936. 

De Vergottini M. — Dinamica delle nascile e dei matrimoni in Italia 
*930-35. (Estr. «L'Economia ltaliana», 1937). 

Id. — Produttivitd e prolificitd lorda e netta della donna italiana (1931). 
(Estr. «Economia». Vol. XVIII, N. 3, 1936). Roma, 1936. 

Id. — Tavola di feconditd della donna italiana secondo Vetd e il numero dei 
figli avuti . (Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica ». 
Febbraio, 1937). Cittd di Castello, 1937. 

Di Fenizio F. — Politica agraria tedesca. Saggio suit 1 economia regolata 
in Germania. Milano, University Bocconi, 1937. 

Di Nola A. — 7 trattati di commercio e Vevoluzione della politica econo¬ 
mica italiana. (In «Politica Economica Internazionale»). Firenze, 
Seeber, 1936. 

D’Ippolito T. — La valutazione delVazienda in avviamento. Milano, Giuf- 
frd, 1936. 

Direzione generale del turismo. — Giappone-Giappone. 

Ducceschi V. — V alimentazione umana nelle etd preistoriche. (Memorie 
del R. Istituto Veneto di Scienze Lettere ed Arti, Vol. XXX, N. 1). 
Venezia, 1936. 

Egidi E. — La scuola convitto per vigilatrici delVinfanzia. (Estr. «La 
Pediatria del Medico Pratico », Vol. XIII, N. 1, Anno 1938). Torino V. 
Bona. 

E. G. — La tragedia di due milioni di Italiani. Roma, 1936. 

Id. — Grado di autarchia delle tubazioni per acquedotto. (Estr. « La Metal¬ 
lurgy Italiana». Anno XXX, N. 3, marzo 1938). Milano, 1938. 
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Enriques P. — II problema della vita. Bologna, Zanichelli, 1937. 

Ente Naz. per le Industrie turistiche. — Entitd e svolgimento del traf - 
fico turistico in Italia . (Dati e congetture). Roma, 1925. 

Ente Naz. Italiano per l’organizzazione scientifica del lavoro. — 
La lotta contro gli sprechi. Roma, 1937. 

Id. — Vorganizzazione rationale dell'ufjicio. Roma, E. N. I. O. S., s. d. 

Id. — U tilizzazioni ed economia dei combustibili . Roma, 1935. 

Id. — Utilizzazione ed economia del!energia elettrica nelle applicazioni 
industriali. Roma, 1938. 

ErEdia G. — As petti di politica monetaria. (Estr. « Ri vista di Politica 
Economica » Fasc. IX-X, 1938). Roma, U. S. 1. L. A. 1938. 

Id. — Effetti e sviluppi delV organizzazione consorziale per i prodotti agri - 
coli. (Estr. « L’Assistenza Sociale Agricola », N. 5-6. 1937). Roma, 
1937- 

Id. — 1 consorzi fra produttori - Come potranno agire nel campo agricolo. 
(Estr. «L’Assistenza Sociale Agricola», N. 9-10, 1936). Roma, 1936. 

Id. — La riforma degli ordinamenti tnbutari. (Estr. « Rivista Bancaria », 
aprile 1938). 

Id. — Le crisi agrarie. (Estr. « L’Assistenza Sociale Agricola », N. 3-4- 
5-6, 1935)- Roma, 1935. 

Id. — Le funzioni delV amministrazione del tesoro. (Estr. « Rivista di Poli¬ 
tica Econo mica». Fasc. I-II-III, 1938). Roma, 1938. 

Id. — Le funzioni della cassa depositi e prestiti. (Estr. « Rivista di Politica 
Economica ». Anno XXIX, 1939, Fasc. III-IV). Roma, U, S. I. L. A. 
I939- 

Id. — Le sanzioni economiche e lo sviluppo del mercato interno dei prodotti 
agricoli. (Estr. « L’Assistenza Sociale Agricola ». N. 3-4, 1936). Roma, 
1936. 

Id. — IJ unificazione degli enti economici delVagricoltura (intorno ad una 
recentissima legge). ( Estr. « L'Assistenza Sociale Agricola ». N. 9-10, 
1938). Roma, 1938. 

Id. — Un nuovo organo delV amministrazione finanziaria per la pere - 
quazione tributaria. (Estr. « Rivista Bancaria » Ottobre, 1938). 

Esposito De Falco S. — Presupposti economici della disciplina degli 
impianti. Napoli, Raimondi F., 1939. 

Id. — Scritti di economia . Stab. Tip. Editoriale. Napoli, 1939. 

Faneani A. — Dal mercantilismo al liberalismo . (Le ricerche di R. Can- 
tillon sulla ricchezza delle Nazion)i. Milano, A. Giuffrd, 1936. 

Id. — Saggi di Storia Economica Italiana. (Milano, « Vita e Pensiero », 
1936). 

Id. — Squilibrio tra popolazione e sussistenze secondo un patrizio Veneto 
del Cinquecento. (Estr. « Rivista Internazionale di Scienze [Social!». 
Fasc. II, marzo 1937). Milano, 1937. 

Fassi S. — Analisi quantitativa di un brano musicale . (Estr. «Atti del- 
T VIII Convegno Naz. dei Psicologi Italiani». Roma, 1936). 

Id. — Appunti di Statistica musicale . Tip. Saturnia, Roma, S. D. 

Federazione Nazionale fascista dei proprietari di fabbricati. II 
mercato edilizio. Dati statistici . Roma, 1932. 
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FEDERAZlOpiE NaZIONALE FASCISTA DEI PROPRIETARI DI FABBRICATI — II 
mercato edilizio . Dati r ias sun tivi^sull* andamento del mercato edilizio 
nel 1934- Roma, 1935. 

Id. — II mercato edilizio. Dati riassuntivi suit’andamento del mercato edili¬ 
zio nel 1935. Roma, 1937. 

Id. — II mercato edilizio. Dati riassuntivi sulV andamento del mercato edi¬ 
lizio nel 1936-XIV-XV. Roma, 1937. 

Federici N. — Ulteriori ricerche sugli studenti dell’ Universitd di Roma . 
(Estr. « Metron ». N. 1, 1937). 

Ferrari G. — Inflazione e delinquenza. (Estr. « Supplemento Statistico »). 
Padova, 1939. 

Id. — La ricchezza privata della Provincia di Vicenza. Vol. I. (La ricchezza 
privata delle Provincie delle 3 Venezie). Padova, Cedam, 1931. 

Id. — Mortalitd per cause nella popolazione italiana. (Estr. « Supplemento 
Statistico ai nuovi Problemi di Politica, Storia ed Economia. Anno V, 
Serie II). Ferrara, 1939. 

Id. — Problemi del commercio ester0 alia luce della statistica. (Estr. « An- 
nali dell’University di Ferrara », N. 2). Ferrara, S. A. T. E., 1937. 

Id. — Sul presumibile aumentare del debito ipotecario italiano. (Estr. « Sup¬ 
plemento Statistico ai Nuovi Problemi di Politica, Storia ed Econo¬ 
mia ». N. 1-2, 1937). Ferrara, 1937. 

Finzi B. — Tensori, fli e membrane , verghe e lastre. Milano, Hoepli, 1936. 

Fischer E. — L' ereditarietd delle qualitd morali . Leipzig, Keller, 1938. 

Fondazione scientifica Cagnola. — Atti della Fondazione Scientiftca 
Cagnola dalla sua fondazione in poi. (Vol. XXX, 1934-37). Milano, 
1938. 

Id. — Atti della Fondazione Scientifica Cagnola dalla sua fondazione in 
poi. (Vol. XXVIT, 1924-25). Milano, Turati-Lombardi, 1926. 

Fortunati P. — Anagrafe corporativa e statistica corporativa . (Estr. 

« Annali dell’University di Ferrara », N. 1, 1936). Ferrara, 1937. 

Id. — Coscienza corporativa e coscienza statistica. (Estr. <t Supplemento 
statistico ai N uovi Problemi di Politica, Storia ed Economia», 
N. 1-2. Anno III, 1937). Ferrara, Tip. Emiliana, 1937. 

Id. — Demografia e razza. (In « Bollettino mensile del Banco di Sicilia <► 
23-3-XVII). 

Id. — II ricambio sociale secondo indagini sulla struttura demografica 
della studentesca universitaria di Padova . (Estr. «Annali dell'Univer- 
sity di Ferrara», N. 2. Padova, 1937). 

Id. — La rilevazione statistica e gli sviluppi dello stato corporativo . (Estr. 
« I dieci anni della carta del lavoro ». Edito a cura della Conf. Fasc. 
dei Lavoratori dellTndustria »). Rocca S. Casciano, 1937. 

Id. — Per un questionario sullo stato di famiglia dello studente universi- 
tario. (Estr. « Suppl. Statist, ai nuovi |>roblemi di Politica, Storia ed 
Economia». N. 1-2, Anno III, 1937). 

Id. — Presentazione del N. 1, Anno I, aprile 1935 Supplemento Stati¬ 
stico ai nuovi problemi di Politica , Storia ed Economia . (Ferrara, 1935). 

Id. — Vitalitd Ferrarese. (Note Demografiche). (In « Rivista di Ferrara 
a. II, N. 10, ottobre 1934). 


is 
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Fossati A. — La crisi delle classi medie nel dopoguerra e la soluzione 
corporativa. 

Id. — Corso di organizzazione scientifica del lavoro. Taglio dei metalli e 
tempi di lavorazione. (Roma, E. N. I. O. S., Anno XIV). 

Franzil M. — Le imposte di consumo in Italia. (Padova 1939-XVII. 
Cedam). 

Frisella-Vella G. — II campo, le forme e i limiti della politica economica . 
(Contributo alio studio del Pantaleoni). Catania, Studio Editoriale 
Moderno, 1936. 

Gallucci G. — Considerazioni su Veconomia dinamica. (Estr. « Rendi- 
conto della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche della 
Reale Societa di Napoli». Serie IV, Vol. VI, 1936). Napoli, 1936. 

Id. — II paradiso di Carlyle. (Estr. « Rendiconto della R. Accademia di 
Scienze Fisiche e Matematiche della Society Reale di Napoli». Serie IV, 
Vol. VI-1936). Napoli, 1936. 

Galvani L. — Introduzione matematica alio studio del metodo statistico. 
(« Trattato elementarc di Statistica ». Vol. I, Parte II). Milano, Giuffr£, 
1934 - 

Id. — Le tavole di mortalitd della popolazione italiana , distinta per sesso e 
per stato civile , costruite dalVIstituto Centrale di Statistica. (Estr. « Atti 
della S. I. P.S.». Vol. III). Roma, 193b. 

Garrido M. — Lo spirito latino nella cultura cilena. CentrQ Italiano di 
Studi Americani. Palazzo Antici-Mattei, Roma, 1939. 

Gayda V. — La crisi di un Impero. Torino, Bocca, 1913. 

Gemelli A. — Cattolicesimo e Italianitd nelV educazione universitaria. 
(discorso letto l'8-i2-1938 per la festa annuale deH'Universita Catto- 
lica del S. Cuore). Milano, « Vita e Pensiero », 1938. 

Id. — Esame psicotecnico dei conducenti di autoveicoli pesanti. (Sesta Con- 
ferenza per la circolazione Stradale. Torino, 20-25-5-37). R. A. C. I. 

Id. — II compito di una Universitd cattolica ed italiana nella lotta del cornu - 
nismo contro il cattolicismo e il fascismo. (Letta nella solenne inaugura- 
zione degli studi. 8-12-36). Milano, « Vita e Pensiero », 1936. 

Id. — Indirizzi e ricerche nello studio della patologia dei piloti di aviazione. 
(Estr. da « Rivista di Medicina Aeronautica ». N. 3-4, dicembre 1938). 
Editoriale Aeronautico, Roma. 

Id. — Interpretazione e significato dei fenomeni elettrici del cervello umano. 
(Estr. « Bollettino della Societa Italiana di Biologia Sperimentale». 
N. 5, 1938). 

Id. — La grandezza storica di Pio XI. (Discorso commemorativo letto al- 
TUniversita Cattolica del S. Cuore il 28-2-39-XVII). Soc. Ed. « Vita 
e Pensiero ». Milano, 1939-XVII. 

Id. — Ueducazione dei giovaMi . Fine precipuo dell* Universitd. (Discorso 
letto il 15-11-37, per l’inaugurazione dell’A. A. 1937-38 dell’University 
Cattolica del S. Cuore). Milano « Vita e Pensiero », 1938. 

Id. — Spagna e Italia nella difesa della civiltd cristiana contro il bolsce- 
vismo . (Discorso letto l’8-i2-38 per la festa annuale dell*University 
Cattolica del S. Cuore). Milano « Vita e Pensiero », 1938. 
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Genco R. — La valutazione della proprietd edilizia privata esente da.itn- 
posie. (Estr. «Rassegna della Propriety Edilizia >>. Fasc. luglio-set- 
tembre 1937). Roma, 1937. 

Genna G. — Metabolismo basale e razza. (Estr. « Rivista di Biologia Colo- 
niale ». Vol. I, Fasc. I, febbraio 1938). Roma, 1938. 

Gennaro A. — Ortyita definitiva della cometa 1922-II (c. di Baade). (Me- 
morie del R. 1 st. Veneto di Scienze, Lettere ed Arti. Vol. XXIX, N. io). 
Venezia, 1936. 

Genzmer E. — 1 Glossatori. (Estr. «Archivio Giuridico »>. Vol. CXIX, 
Fasc. II, 1938). Modena, 1938. 

Geppert M. P. — La frequsnza degli aborti in Germania prima , durante e 
dopo la guerra. (Tesi di laurea). 

Id. — Una proprietd car alter istica della distribuzione di Br avals. (Estr. 
« Giornale deiristituto Italiano degli Attuari ». Anno VII, N. 4, otto- 
bre 1936). Roma, 1936. 

Giaccardi F. — Di un tentativo di rappresentazione analitica dello sviluppo 
in peso delVorganismo umano. (Estr. « Atti della Reale Accademia delle 
Scienze di Torino ». Vol. 74. 1938-39). Torino, 1939. 

Id. — Sulla rappresentazione teorica del movimento della popolazione. (Estr. 
« Rivista Internaz. di Scienze Sociali ». Fasc. marzo 1939. Milano). 

Ginori-Conti G. — Utilizzazione dei soffioni boraciferi. Storia , Sviluppi , 
Possibilitd future. Firenze, G. Cencetti, 1936. 

Giordo F. — I quartieri della cittd di Sassari. Studio demograftco-econo- 
mico. Sassari, Gallizzi, 1937. 

Giusti U. — Sono possibili e utili comparazioni internazionali puramente 
statistiche suite spese di famiglia e sui consumi individuali di partico- 
lari gruppi sociali ? (« XXIII Session de 1 ’Institut International de 
Statistique ». Athdnes, 1936). 

Gradara P. — / redditi incerti e variabili di ricchezza mobile ed il loro 
regime fiscale in rapporto a quello sindacale-corporativo. (Estr. «Lo 
Stato Corporativo », 1936). Roma, 1936. 

Grasselli-Barni A. — II villaggio del Guarscid e la colonizzazione in 
Cirenaica. Roma, Castaldi, 1926. 

Graziosi P. — Escursione paletnologica nella Tripolitania settentrionale. 
(Estr. « Archivio per TAntropologia e l'Etnologia >>. Vol. LXIII. Fasc. I- 
2, 1933). Firenze, 1933. 

Id. — Incisioni rupestri di carri delVUddi Zigra net Fezzan. (Estr. « Africa 
Italiana ». Vol. VI, N. 1-2, gennaio-giugno, 1935). 

Gualino R, — Pioniere d*Africa. Milano, Treves, 1938. 

Gumbel E. J. — Gli eventi compatibili. (Estr. «Giornale deiristituto 
Italiano degli Attuari », N. 1, gennaio, 1938). Roma, 1938. 

Hauser H. e Fanfani A. — L'uso della statistica nella storia dei prezzi . 
Discussione. (Estr « Rivista Internazionale di Scienze Sociali». Anno 
XLV, Fasc. VI, novembre, 1937). 

Hegher K. — La determinazione preventiva dei tempi nelle lavorazioni 
meccaniche. Roma, « Enios », I 93 1 * 

Hollerith italiana S. A. — II sistema « Hollerith » applicato alle esattorie 
comunali. Milano, Turati e Lombardi, s. d. 



Hollerith Italian a S. A. — 11 sistema Hollerith di contabilitd e statistic a 
a schede perforate . 

Id. — Le meccanizzazione dei servizi contabili di una Compagnia d’Assi - 
curazione . Fasc. II: Contabilitd premi. Parte B: Prcmi a scadenze 
(portafoglio). 

Sbarra y Rodriguez E. — II calmiere del grano nel 1902. (Estr. « Rivista 
Internazionale di Scienze Sociali». Anno XLIV, Fasc. I, gennaio 
1936). Milano, 1936. 

Insolera F. — A proposito di una critica ad alcune novitd introdotte nella 
matematica finanziaria. (Estr. « Memorie della R. Accad. di Scienze del- 
Tlstituto di Bologna ». Serie IX. Tomo VI). Azzoguidi, Bologna, 1939. 

Id. — Complementi di matematiche generali. Torino, Bona, 1937. 

Id. — Corso di matematica finanziaria. Torino, 1937. 

Id. — Sui capitali accumulati. (Estr. « Giornale di Matematica Finanzia¬ 
ria ». Vol. VIII, N. 3, 1938). 

Id. — Sui tassi annuali di mortalitd. (Estr. « Atti della XXVI Riunione 
della S. I. P. S. », Venezia 12-18 settembre 1937). 

Id. — Sulla durata massima della vita umana. (Estr. « Annuario della 
R. Universita di Torino », 1937-38). Torino, 1938. 

Invrea R. — Le piu importanti ricerche italiane nel campo della mate¬ 
matica attuariale durante gli anni XIV e XV. (Estr. «Atti della 
XXVI Riunione della S. I. P. S. » Venezia 12-18-9-1937). 

Istituto Centrale di Statistic a del Regno d’ Italia. — Atlante dei 
Comuni del Regno d!Italia. Roma, Failli, 1938. 

Id. — VII Censimento generate della popolazione, 21-4-31-XVII. Vol. VI: 
Indagine sulla feconditd della donna. Roma, Failli, 1936. 

Id. — VIII Censimento generate della popolazione, 21-4-36. Popolazione 
residente e popolazione presente, secondo le categorie di attivitd eco¬ 
nomica, in ciascun Comune del Regno. Roma, Failli, 1937. 

Id. — VIII Censimento generate della popolazione , 21-4-36. Vol. 1 : Atti 
del Censimento. Parte I: Atti d'ordine generale. Roma, Failli, 1937. 

Id. — VIII Censimento generale della popolazione , 21-4-36. Vol. IV: 
Professioni. Parte II: Tavole : A) Agricoltura ; B) 1 : Regno - 2 : Pro- 
vincie. (3 Voll.). Roma, Failli, 1939. 

Id. — Censimento industrial e commerciale 1937-40. Relazione per la 
Commissione Generale. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Commercio estero nelVanno 1935. Vol. I: Analisi per merci e per 
paesi. Roma, Failli, 1936. 

Id. — Commercio estero nelVanno 1935. — Vol. II. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Commercio estero nelVanno 1936. Vol. I: Analisi per merci e per 
paesi. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Commercio d’ importazione e di esportazione del Regno d 1 Italia con 
gli altri paesi , VAfrica Italiana e i possedimenti italiani nelVanno 1937. 
Vol. I: Analisi per merci e per paesi. Roma, 1938. 

Id. — Compendio statistico Italiano, 1936. Roma, 1936. 

Id. — Compendio statistico Italiano 1937. Roma, 1937. 

Id. — Compendio statistico Italiano 1938. Vol. XII. Roma, 1 st. Pol. dello 
Stato, 1938. 
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Istituto Centrale di Statistic a del Regno d'Italia. — Consistensa 
del bestiame al marzo 1936. (Aggiornamento dei risultati del censi- 
mento del bestiame effettuato il 19-3-30). Roma, Failli, 1937. 

Id. — Decennale 1926-36. Roma, 1936. 

Id. — Dizionario dei comuni e delle frazioni di com une atla data del 21 
aprile 193b. Roma, Failli, 1938. 

Id. — II censimento della popolazione rurale in provincia di Milano al 
*9-3-3 0 * Roma, Failli, 1937. 

Id. — Movimento della popolazione secondo gli atti dello stato civile nel- 
Vanno 1936. Roma, 1 st. Pol. dello Stato, 1937. 

Id. — Movimento delta popolazione nell'ahno 1937. Roma, Failli, 1938. 

Id. — Nomenclatura delle merci considerate dalle statistiche del commercio 
con Vestero. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Periodi di semina e di raccolta per le principali coltivazioni . Roma, 
1 st. Pol. dello Stato, 1937. 

Id. — Prezzi e costo della vita in Italia nelVanno 1937 e confronti con gli 
anni precedenti. Roma, 1 st. Pol. dello Stato, 1938. 

Id. — Prezzi e costo della vita in Italia nelV anno 1938 e confronti con gli 
anni precedenti. Roma, 1939. 

Id. — Statistica delle cause di morte negli anni 1935 e 1936 (2 Voll). Roma, 
Tip. Operaia Romana, 1937. 

Id. — Statistica delle cause di morte nelV anno 1937. Roma, Failli, 1938. 

Id. — Statistica delVistruzione superiore per Vanno accademico 1931-32, 
e notizie statistiche per gli anni accademici dal 1927-28 al 1930-31. 
(Vol. II). Roma, 1936. 

Id. — Statistica delle migrazioni da e per Vestero. Anno 1935. ( Con con¬ 
fronti dal 1928 al 1934). Serie II, Vol. VI. Roma, 1936. 

Id. — Statistica delle migrazioni da e per Vestero. Anno 1936. ( Con con¬ 
fronti dal 1928 al 1935). Serie II, Vol. VII. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Statistica delle migrazioni da e per Vestero. Anno 1937. (Con con¬ 
fronti dal 1931 al 1936). Serie II, Vol. VIII. Roma, 1938. 

Id. — Statistica del movimento della navigazione per Vanno 1934. Roma, 
Failli, 1936. 

Id. — Idem per Vanno 1935. Roma, Failli, 1936. 

Id. — Idem per Vanno 1936. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Idem per Vanno 1937. Roma, Failli, 1937. 

Id. — Statistica di alcune manifestazioni culturali italiane net periodo 

1931-35. (Statistiche Intellettuali. Vol. XII). Roma, Failli, 1937. 

Id. — Variazioni delle circoscrizioni comunali , provinciali e delle zone 
agrarie dal 21 aprile 1936 al 31 dicembre 1938. Spoleto, Soc. Anoniraa 
Arti Grafiche, Panetto & Petrelli, 1939. 

Id. — Variazioni di territorio , di nome e di confine delle circoscrizioni comu¬ 
nali e provinciali del Regno disposte con leggi e Regi Decreti emanati 
dal i° aprile 1934-XII al 20 aprile 1936-XIV. Roma, 1 st. Pol. dello 
Stato, 1937. 

Istituto bconomico-giuridico della R. UniversitA di Cagliari. Studi 
economico-giuridici pubblicati per cura della Facoltd di Giurisprudenza , 
1936. Milano. A. Giuffr6, 1936. 
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•Istituto geografico De Agostini. — Calendario Atlante De Agostini 
1939. Novara, Istituto Geografico De Agostini, 1939. 

R. Istituto lombardo di scienze e lettere. — Annuario del R. Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere. Milano, 1938, 

Istituto NazIonale di economia agraria. Lo spopolamento montano in 
Italia. Indagine geografico-economico-agraria. Vol. I : Le Alpi Liguri- 
Piemon%esi. Vol. I, II e supplemento. Roma, 1932, 1934. 

Id* — Idem. Vol. II : Le Alpi Lombarde. Roma, 1935. 

1 °* —* Idem. Vol. Ill : Le Alpi Venete. (Vol. I e II). Roma, 1936. 

Id. — Idem. Vol. IV : Le Alpi Venete. Roma, 1938. 

Id. — Idem. Vol. V ; Le Alpi Giulie. Roma, 1937. 

Id. — Idem. Vol. VII : L*Appennino Abbruzzese Laziale. Roma, 1937. 

(L*) Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo nel quadriennio 28- 
10-33-27-10-37). (Pref. di S. E. Puppini). Roma, Consiglio Naz. delle 
Ricerche, 1938. 

Istituto Nazionale delle assicurazioni. — Atti dell'Istituto Nazionale 
delle Assicurazioni. Vol VIII. Roma, 1936. 

Id. — Idem. Vol. IX. Roma, 1937. 

Id. — Idem. Vol. X. Roma, 1938. 

Id. — Relazione sulVandamento della gestione nel quinquennio 1932-36* 
(Allegato al bilancio 1936). Roma, 1938. 

Id. — Relazioni del Consiglio di Amministrazione # del Collegio dei Sindaci 
sul bilancio 1935. Roma, Centenari, 1936. 

Id. — Idem . bilancio 1936. Roma, 1937. 

Id. — Idem, bilancio 1937. Roma, 1938. 

Istituto Nazionale fascista della previdenza sociale. — Atti del 
Congresso della Previdenza Sociale. (Bologna 1-3 ottobre 1935). Bolo¬ 
gna, 1936. 

Istituto Nazionale fascista per l’assicurazione contro gli infor- 
tuni sul lavoro. — Bilancio consuntivo dell*anno 1934. (5 10 Eser- 
cizio). Roma, Luzzati, 1935. 

Id. — Indagini analitiche sugli infortuni avvenuti nelVanno 1933. Roma, 
1936 . 

Id. — Indagini analitiche sugli infortuni avvenuti nelVanno 1934. (Appen- 
dice alia relazione sul bilancio consuntivo dell’esercizio 1936). Roma, 
Luzzati, 1937. 

Id. — Indagini analitiche sugli infortuni avvenuti nelVanno 1935. (Appen- 
dice alia relazione sul bilancio consuntivo dell’esercizio 1937). Spoleto, 
Panetto e Petrelli, 1938. 

Istituto Nazionale Svizzero di assicurazione contro gli infortuni. 

— Relazione annuale e conti del 1935-36-37. 

R. Istituto superiore di scienze economiche e commerciali di Fi¬ 
renze. — Politica Economica Internazionale. Firenze, 1936. 

Id. — Studi in onore di Riccardo dalla Volta. Vol. III. Firenze, C. Cya, 1937. 

Istituto statistico-economico Trieste. — UEconomia della regione 
Giulia nel 1926. Trieste, 1926. 

R. Istituto Veneto di scienze, lettere ed arti. — Annuario. (Anno 
Accademico 1938-39). Venezia, 1939. 
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R. Istituto Veneto di scienze, lettere ed ARTi. — Catalogo delle pub - 
blicazioni accademiche e periodiche . Venezia, 1938. 

Id. — Statuto e regolamento. Venezia, 1937. 

Istituto V. E. Ill per il bonificamento della Sicilia. — Atti costi - 
tutivi e Statuto . Palermo, 1933. 

Id. — Studi, Monografie , Rapporti. 4 : Centri rurali. Palermo, 1937. 

Jannaccone P. — Prezzi e mercati. Torino, Einaudi, 1936. 

Jucci C. — Bianco dominante e bianco recessivo. La discendenza delV in- 
ctocio tra due razze bianche di bachi da seta , la Awojiku e la Bagdad . 
(Estr. da « Archivio Zoologico Italiano ». Vol. XXII). Torino, 1935. 

Id. — La bachicoltura nelle terre del nostro Impero Etiopico , (Estr. «Atti 
della XXV Riunione della S. I. P. S. ». Tripoli, 1-7-2-36). Roma, 1937. 

Id. — La Genetica e V Economia Nazionale. (Estr. « Atti della XXVI Riu¬ 
nione della S. I. P. S. ». Venezia, 12-18-9-37), Roma, 1938. 

Id. — Le termiti nelle nostre Colonie Africane. (Estr. «Atti della XXV 
Riunione della S. I. P. S. ». Tripoli, 1-7-11-36). Roma, 1937. 

Lasorsa G. — La ricchezza privata della Provincia di Venezia. Padova, 
Cedam, 1930. 

Id. — La ricchezza privata della Provincia di Venezia. (La ricchezza pri¬ 
vata delle provincie delle 3 Venezie). Vol. III. Padova, Cedam, 1934. 

Id. — Primi risultati statistici sul funzionamento degli schedari anagrafici 
per Voccupazione e Vassistenza dei lavoratori. (Estr. « Rivista Italiana 
di Scienze Economiche ». Anno X, Fasc. XII, dicembre 1938). Bologna, 
Zanichelli, 1938. 

Id. — Statistica demografica. Padova. Cedam, 1934. 

Lattes E. — Assistenza sanitaria ai bambini europei nelVAfrica Italiana . 
(II Congresso Internaz. per la protezione delTinfanzia. Roma, 23-26 
settembre 1937). 

Id. — Prolific itd della donna operaia. Natalitd e mortalitd infantile in un 
comune rurale industrializzato. (Estr. « La Pediatria del Medico Prati- 
co ». Vol. XIII, N. 3, Anno 1938). Torino, Tip. V. Bona. 

Id. — Sull*andamento stagionale delle malattie acute della nutrizione e 
dell*apparato respiratorio nei bambini nel primo biennio di vita. (Estr. 
« Scritti degli allievi dedicati al Prof. G. B. Allaria nel XXV Anno di 
Cattedra », 1938-XVII). Torino, V. Bona. 

Laurinsich A. — 1 disturbi della nutrizione quali cause di mortalitd in¬ 
fantile. (In «Maternity e Infanzia». Anno III, N. 1, gennaio-feb- 
braio 1938). 

La Volpe G. — Elementi per una teoria matematica delVequilibrio econo- 
mico dinamico. (Society Reaie di Napoli. Accad. dei Fisico-Matematici). 
Napoli, 1935 - 

Id. — Teoria delV equilibrio economico-dinamico e del moto storico. (Estr* 
« Atti deJl'Accademia di scienze morali e politiche della Society Reale 
di Napoli ». Vol. LVII). Napoli, 1936. 

Le bonifiche italiane. — Prospettive e Problemi . « Bonifica e Colonizza - 
zione >. (Rivista mensile). Roma, dicembre-gennaio XVII. Anno III. 

Id. — Realizzazioni 4 Bonifica e Colonizzazione *. Roma, novembre XVII, 
Anno II, N. 11. (Rivista mensile). 



184 


Lega italiana di profilassi mentale. — Atti 1937-38* Firenze, 1938. 

L'Eltore G. — La mortality tubercolare a Roma nelle varie categorie pro - 
fessionali. (5 0 Congresso nazionale per la Lotta contro la Tubercolosi. 

• Roma, 6-9-11-35). 

Id. — Lezioni di statistica sanitaria. (R. University di Eioma. Anno Acca- 
demico 1936-37). Roma, Pioda, 1937. 

Lenti L. — La feconditd legittima della donna italiana secondo Vetd e Vor - 
dine di generazione. (Estr. «Giornale degli Economisti e Rivista di 
Statistical. Ottobre 1935). Citta di Castello, 1935. 

Id. — Osservazioni sulle tavole di feconditd. (Estr. « Giornale degli Econo¬ 
misti ». Gennaio-febbraio, 1939). 

Id. — Sulla costruzione di tavole di feconditd dei matrimoni. (Estr. « Rivista 
Internazionale di Scienze Sociali >>. Fasc. IV. Anno XLVII. Luglio, 
1939). Milano. 

Lessona A. — VAfrica Italiana nel primo anno dell'Impero. Roma, 1937. 

Lisanti G. F. — La crisi sociale da Cristo a Mussolini. New York, 1933. 

Livi L. — I fattori biologici dell'ordinamento sociale. Introduzione alia 
demografia. Padova, Cedam, 1937. 

Id. — Saggio *di un computo del rischio di infortunio ai conducenti di auto - 
mezzi e Me persone trasportate. (XXIV Sessione dell'Istituto Interna¬ 
zionale di Statistica). Praga, 1938 

Id. e Parenti G. — Selezione e antiselezione nei rischi di morte per stato 
civile. (XXIV Session de l'lnstitut Internat. de Statistique. Prague, 

1938)- 

Loddolini A. — La storia della razza italiana da Augusto a Mussolini. 
Roma, Unione Editoriale d'ltalia, XVII. 

Loffredo F. E. — 1937* Anno culminante della politica demografica fa - 
scista. (Estr. «Difesa Sociale », N. 2, Anno XVI). 

Id. — Applicazioni australiane del principio degli assegni famigliari (Estr. 
«Rivista di Politica Economica». A. 27, 1937. Fasc. III). Roma, 
U.S.I.L.A, 

Id. — Condizioni di prioritd ai padri di numerosa prole. (In «Difesa 
Sociale». Roma, Anno XVII, N. 3, marzo 1938). 

Id. — Dalla politica demografica alia politica della famiglia. (In « Mater¬ 
nity e Infanzia », 1938). 

Id. — Veccesso assistenziale nella politica demografica. (Estr. «La Vita 
Italiana». Anno XXV, Fasc. 288, marzo 1937). Roma. 

Id. — Vltalia Fascista non pud accettare le teorie e i sistemi degli altri. 
(In « Difesa Sociale », 1938). 

Id. — Perequazione degli oneri famigliari. (Estr. «Rivista di Politica 
Economical. Anno 26°, 1936, Fasc. V). Roma, Usila. 

Id. — Politica demografica. (Voce dell’Enciclopedia Ital.). 

Id. — Politica della famiglia. Milano, Bompiani, 1938. 

Id. — Studi e attuazioni nel campo degli assegni famigliari in Germania . 
(Estr. «Rivista Internaz. di Scienze Sociali ». Anno 44 0 , Fasc. Ill, 
maggio 1936). Milano, Soc. Ed. « Vita e Pensiero », 1936. 

Logothete A. — Spagna : Grandezza e destino di un Impero. E. F. XVII. 
A. T. III. Roma, 1939. 
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Lombroso C. — L’uomo delinquents in rapporto all*antropologia, alia 
giurisprudenza e alle discipline carcerarie. Torino, Bocca, 1884. 

Lucca A. — Commenti statistici sulla mortal it d per sifilide congenita nei 
bambini legittimi ed illegittimi nel Regno. (Estr. dal « Bollettino della 
Societa Italiana di Pediatria». Anno VI, Fasc. II, 1937). Torino, 
Tip. Bona. 

Id. — II movimento degli illegittimi in Piemonte. (Estr. Riv. «II Lattante », 
1936, Fasc. Ill e IV). Parma, Tip. Riun. Donati. 

Id. — Osservazioni sui bambini illegittimi assistiti nel R. Istituto Pediatr. 
Universit. di Torino. (Estr. « Scritti degli Allievi dedicati al Prof. G. 
B. Allaria nel XXV anno di Cattedra»). Torino, Tip. Bona, 1938. 

Id. — Osservazioni sui lattanti illegittimi assistiti al Consultorio della R. 
Clinica Pediatrica di Torino. (Estr. Riv. « 11 Lattante ». Fasc. X, 1932). 
Parma. Tip. Riun. Donati, 1932. 

In.— Osservazioni sulla natalitd illegiitima in Torino. (Estr. «La Pe¬ 
diatria del Medico Pratico». Vol. XII. X. 8. Anno 1937). Torino. 
Tip. Bona. 

Id. — III Relazione dell'O . P. « Aiuto Materno » (Fondazione A. Lenti) 
sotto Valto patronato di S. A. R. la Principessa di Piemonte. 1903-36. 
Torino, Bona, 1937. 

Lukacs E. — Su alcune notevoli funzioni dei simboli di commutazione. 
(Estr. « Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari», luglio 1937). 
Roma, 1937. 

Madon V. e Miotti. — Sulla mortalitd dei prematuri. (Estr. « La Pedia¬ 
tria del Medico Pratico ». Torino, Tip. Bona. 

Id. e Vurchio. — Esiti di gravidanza in donne luetiche sufficientemente , 
insufficientemente e non curate. (Estr. « Bollettino Soc. Italiana di 
Pediatria »>. Anno VI, Fasc. II, 1937). Torino, Bona. 

Id. e Lattes. — Relazione statistica sui dispensario per la cur a gratuita 
della sifilide congenita nella R. Clinica Pediatrica della R. Universitd 
di Torino. (Estr. « La Pediatria del Medico Pratico »>. Vol. II, N. 11, 
novembre 1931). Torino, Bona. 

Id. — Relazione triennale di 3 consultori per bambini lattanti. (Estr. « La 
Pediatria del Medico Pratico ». Vol. X, N. 10, 1935). Torino, Bona. 

Magni E. — Tensione ; anzi dssicurazione. Novara 1937. 

Males B. — Variazioni giornaliere del metabolismo basale. 1938. 

Manca Lupati e Zucchini M. — Indagine sulVordinamento della pro - 
prietd fondiaria nella provincia di Cagliari. (Fed. Naz. Fasc. Proprie- 
tari e Affittuari coltivatori diretti). Stab. Ramo Edit, degli Agri- 
coltori. Roma, 1939. 

Mangano G. — La colonizzazione agraria dell*Africa Orientals Italiana . 
(Estr. « L'Agricoltura Coloniale », Anno XXX, N. 5-6, 1937). Firenze, 
1937 - 

Id. — Problemi del bonificamento in Sicilia. (Estr. « Atti della R. Accade- 
mia Economico-Agraria dei Georgofili. V Serie, Vol. XXXI»). 

Id. e Scrofani S. — Un tipico comprensorio siciliano a granicoltura esten - 
siva . (Serra Fichera. Stazione Vallelunga). ( 1 st. V. E. Ill per il Bonifi¬ 
camento della Sicilia). Palermo, 1935 * 
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Manunta C. — La distribuzione dei carotinoidi nel bozzolo di varie razze 
pure di Bombyx mori e di loro incroci. (Estr. « Archivio Zoologico Ita- 
liano ». Vol. XXIV). Torino, Rosemberg & Sellier 1937. 

Id. — Recenti ricerche sui problemi della partenogenesi nei bachi da seta . 
(Estr. « Rivista di biologia >>. Vol. XX, Fasc. I, 193b). 

Id. — Salle variazioni della proporzione dei due costituenti del secreto serico , 
ftbroina e sericina , durante lo sviluppo delle ghiandole in varie razze 
di Bombyx mori. (Estr. « Archivio Zoologico Italiano, Vol. XXIV). 
Torino, 1937. 

Id. — Variazioni durante lo sviluppo delle ghiandole serigene , del contenuto 
in carotinoidi , carotine e xantoftlle nelle varie porzioni del serbatoio in 
razza Majella. (Estr. «Archivio Zoologico Italiano». Vol. XXX). 
Torino, 1936. 

Mariotti A. — II canto del cigno di un grande educatore. (Nel trigesimo 
della morte del Preside Comm. Prof. Stanislao Erasmo Mariotti). 
Roma, 1937. 

Maroi L. — La ricchezza pubblica I tali ana. Patrimonio e reddito delle 
Casse di Risparmio al 31-12-14. Roma, Cecchini, 1925. 

Id. — La ricchezza pubblica Italiana. Patrimonio e reddito degli Istituti di 
Emissionc al 31-12-14. Roma, Cecchini, 1925. 

Id. — La ricchezza pubblica italiana. Quali sono gli enti di diritto pubblico 
da comprendersi nel calcolo. Roma, Cecchcrini, 1925. 

Id. — Sulla valutazione della ricchezza pubblica alia fine del 1914. Roma, 
Ceccherini, 1926. 

Id. — Valore e reddito della Terra. (Estr. « Annali della R. University di 
Macerata >>. Vol. IV). Macerata, 1929. 

Masci G. — Lezioni di Statistica. Napoli, G. U. F. Mussolini, 1934. 

Massi E. — La locazione delle Industrie nella Venezia Giulia. (Estr. dal 
vol. « La localizzazione delle industrie in Italian). Consiglio Naz. delle 
Ricerche. Roma, 1937. 

Mauro F. — Uubicazione degli impianti industriali (31® Ediz.) Roma, 
E. N. I. O. S., 1936. 

Mazzei U. — La Societd delle Nazioni e Vesperimento sanzionista. (In 
« Politica Economica Internazionale »). Firenze, Seeber, 1936. 

Id. — Schema di una storia della politica economica internazionale nel pen- 
siero dei sec. XVII , XVIII e XIX. (Dal Vol. Ill « Storia economica 
della Nuova Collana di Economisti »). Torino, U. T. E. T., 1936. 

Mazzili B. — I servizi di statistica degli Uffici Provinciali delle corpora- 
zioni (Voll. 2). Bari, Macri, 1939. 

Mazzoleni G. P. — La feconditd legittima in Lombardia. (Estr. « Giornale 
degli Economisti e Rivista di Statistical. Dicembre 1936). Citt4 di 
Castelio, 1936. 

Medani P. — Precedenti scolastici e profitto in un gruppo di studenti uni- 
versitari. Trieste, R. University, 1937. 

Id. — Tavole di nuzialitd per la popolazione italiana (1930-32). (Estr. 
« Giornale degli Economisti e Rivista di Statistical Ottobre, 1936). 

Medici L. — L'agricoltura e il problema demografico. Padova, « Cedam 
1934. 
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Medolaghi P. — La utilitd delle assicurazioni. (Estr. «Giomale dello 
Istituto Ital. degli Attuari ». Vol. VIII, N. 4, ottobre 1937). Roma, 
1937- 

Id. — Sui fondamenti matemaiici dell'assicurazione contro i danni della 
grandine. (Estr. « Atti dell'Istituto Naz. delle Assicurazioni». Vol. X). 
Citt& di Castello, 1938. 

Miani-Calabrese D. — I matrimoni celebrati a Napoli nel 1933 distri- 
buiti secondo il Inogo di nascita degli sposi. (Estr. «Napoli », N. 3-4, 
1934)* Napoli, 1934. 

Milianj L. — Le piene dei fiumi veneti e i provvedimenti di difesa. VAdige. 
(R. Accademia Nazionale dei Lincei). Firenze, Le Monnier, 1937. 

Minciotti G. — Dati statistico-clinici sulla poliomielite anteriore acuta 
nella R. Clinica Pediatrica di Torino . (Estr. « La Pediatria del Medico 
Pratico ». Vol. VI, N. 1, gcnnaio 1931). Torino, V. Bona. 

Minelli C. - Cesari L. — Conforto F. — Sulla equazione dei tre momenti 
per una trave continua inflessa e sollecitata assialmente , con flessiorigi - 
dezza variabile linearmente lungo ogni campata. Roma, 1936. 

Ministero dell* Africa Italian a. — Gli annali delV Africa Italiana. 
Anno I, Vol. I. Roma, 1938. 

Id. — La disciplina delle attivitd economiche e del lavoro nelVAfrica Orien¬ 
tate Italiana. (Estr. « Codice del lavoro dell'Africa Italiana»). 
Roma, 1938. 

Ministero di Agricoltura Industria e Commercio. — Lavoro dei fan- 
ciulli e cresccnza del corpo. Roma, Offtcina Poligrafica Italiana, 1910. 

Ministero delle Comunicazioni - Amministrazione delle Ferrovie 
dello Stato. — Relazione per Vanno finanziario 1936-37 ; 1937-38. 
Roma, 1 st. Poligr. dello Stato, 1938. 

Ministero delle Finanze (Direz. Gen. dei Servizi per la Finanza Locale). 
— Bilanci comunali e provinciali per l*anno 1935. Bilanci dei Comuni 
Capoluoghi e delle Amministrazioni Provinciali per Vanno 1936. Roma, 
T 937- 

Id. — II catasto nella legislazionc fascista (di P. Thaon di Revel). I parte : 
Catasto Terreni. (Estr. « Rivista del Catasto e dei Servizi tecnici Tra- 
viali, n. 2, 1939). Roma, 1st. Poligr. dello Stato, 1939. 

Id. (Direz. Gen. dei Servizi per la Finanza Locale). — Imposte di consumo 
negli anni 1933, 1934, 1935 P er * Comuni del Regno e negli anni 

1936-1937 per i Comuni Capoluoghi di provincia . Roma, 1938. 

Id. (Direz. Gen. delle Imposte Dirette). — Istituzione di una imposta 
straordinaria sul capitate delle aziende industriali e commerciali. Roma, 
1939- 

Id. (Ragioneria Generale dello Stato). — La finanza statale delVanno XIII . 
(Esercizio 1934-35)- Roma, 1936- 

Id. (Direz. Gen. delle Dogane e Imposte Indirette). — Movimento com¬ 
mercial del Regno d'ltalia nelVanno 1923. Parte 2* (Vol. I). Roma, 1936. 

Id. — Movimento commercial del Regno d’Italia nelVanno 1933* Part® 2* 
(Vol. II). Roma, 1936. 

Id. — Movimento commercial del Regno dTtalia nelVanno 1933. Roma, 
1936. 
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Ministero della Guerra (Direz. Gen. di Sanity Militare). — Relatione 
medico-statistica delle condizioni sanitarie del R. Esercito nelVanno 1932. 
Roma, 1937. 

Id., — Idem anni 1933-1934. Roma, 1938. 

Ministero dellTnterno (Istituto di Sanit4 Pubblica). — Bollettino sani- 
tario del Regno nel 1936. Roma, 1937. 

Ministero dei Lavori Pubblici (Ufficio di Statistica). — Le opere pub - 
bliche al 31 dicembre 1936-XV. Roma, 1st. Poligr. dello Stato, 1938. 

Id. — Magistrato alle acque. La riviera di S. Marco. Venezia, 1932. 

Id. — Le opere pubbliche al 31 dicembre 1934-XIII. Roma, 1937. 

Molinari-Pietra M. — Cinque sonetti friulani. Udine, Tip. Del Bianco, 1937. 

Montalenti G. — Analisi citologica della fecondazione e della attivazione 
artificial delle uova di Lampreda . (R. Accademia d’ltalia, «Memorie 
della Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali ». Vol. VII, 
estr. N. 7). Roma, 1936. 

Montalenti G. - Calisti M. — Contributo alio studio dell’effetto «free 
martin » nei girini di Rana esculenta in parabiosi. (Estr. « Archivio 
Zoologico Italiano >>, Vol. XXIII). Torino, Rosemberg & Sellier, 1936. 

Id. — II fenotipo degli ibridi di prima generazione fra Bufo vulgaris Lauro 
e Bufo viridis Lauro. (Estr. « Archivio Zoologico Italiano », Vol. XXVI) 
Torino, Rosemberg & Sellier, 1938. 

Id. — II Sesso. (Estr. « Enciclopedia Italiana », Vol. XXXI). 

Id. — La Zoologia. (Estr. « Enciclopedia Italiana », Vol. XXXV). 

Id. — Le ricerche di zoologia compiute in Italia nelVanno XV. (Estr. 
«Atti della XXVI Riunione della S.I.P.S. » Venezia, 12-18-9-1937). 
Roma, S.I.P.S., 1938. 

Id. — L’ibridazione inter specific a degli Anfibi anuri. (Estr. «Attualit4 
Zoologiche», Vol. IV, 1938. Torino, Rosemberg & Sellier, 1938. 

Id. — L’ontogenesi degli ibridi fra Bufo vulgaris e Bufo viridis. (Estr. 
«Physiological Zoology», Vol. VI, N. 3, July, 1933). 

Monti R. — Numeri , grandezze e volumi degli organismi pelagici viventi 
nelle acque italiane , in relazione alVeconomia lacustre. Milano, Hoepli, 
1936. 

Moretti G. — Origini , evoluzione e destini di un biotopo abduano (VI stu¬ 
dio sui Tricotteri). (Memorie del « R. Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettered, Vol. XXIII, Fasc. IV). Milano, 1937. 

Morgantini A. M. — La Libia occidentale nei suoi principali aspetti 
economico-statistici nel quinquennio 1931-35. Tripoli, 1938. 

Morosini A. — La soluzione biologica dei problemi del sesso ovvero la deter - 
minazione dei sessi a volontd in base a nuove ricerche sperimentali. 
Palermo, Priulla, 1921. 

Moschetti A. — Opera della bibliografia Veneziana. « Reale 1st. Veneto 
di Scienze, Lettere ed Arti ». Bozze di Stampa). Venezia, 1939. 

Moulik M. M. — Gli indiani nel Sud Africa. (Estr. « Bollettino dellTsti- 
tuto per il Medio ed Estremo Oriente ». Anno I, NN. 8, 9, 10. Agosto-. 
settembre-ottobre, 1935- 

Id. — Ideologie in conflitto nel nazionalismo indiano. (Estr. « Adriatica 
Anno II, N. 5-6. Settembre-dicembre, 1936). 



189 

MouliK M. M. — La politica finanziaria britannica in India. Bologna, 
Zanichelli, 1938. 

Munerati O. — Brusca apparizione di soggetti anormali nelle discendenze 
derivatc da incrocio tra tipi diversi di barbabietole. (Estr. « Zeitschrift 
fur Zuchtung Reiche u, Pflanzenziichtung »>. Bd. XVIII. Heft 2-3). 
Berlin, P. Varey, 1933. 

Id. — Dal seme al seme in esclusiva luce artificiale. (Estr. «Atti del 
Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ». Anno Acc. 1923-24. 
Tomo L XXXIII, Parte II). Venezia, Ferrari, 1924. 

Id. — La disponibilita di alimenti e la densitd della popolazione nei 
postulati di T. R. Malthus. Rilievi critici. (Estr. «Atti del Reale 
Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ». Anno Acc. 1928-1929. 
Tomo LXXXVIII, Parte II). Venezia, Ferrari, 1929. 

Id. — L'ereditd della tendenza alia annualitd nella comune barbabietola col - 
tivata. (Estr. « Zeitschrift ffir Zuchtung Reiche u. Pflanzenziichtung ». 
Bd. XVII. Heft 1-2). Berlin, P. Parey, 1931. 

Id. — Osservazioni e ricerche sulla barbabietola da zucchero (Parte I). Roma, 
R. Accademia dei Lincei, 1920. 

Id. e Costa T. — Di alcune forme teratologiche della Beta vulgaris L. e le 
loro ereditd. (Estr. « Zeitschrift fur induktive Abstammungs-und 
Vererbungslehre ». Bd. LXVI. Heft 3-4, 1934). Berlino, Borntraeger, 
1934. 

Id. e Costa T. — Due singolari anomalie in Beta vulgaris L. (Estr. « Zeit¬ 
schrift fiir Zuchtung Reiche u. Pflanzenziichtung*. Bd. XVIII. Heft 2-3). 
Berlin, P. Parey, 1933. 

Id. — La possibilitd di associare attraverso Vincrocio pib caratteri recessivi in 
un unico tipo di barbabietola. (Estr. « Zeitschrift fiir Zuchtung Reiche 
u. Pflanzenziichtung »>. Bd. XVIII. Heft 4). Berlin, P. Parey, 1933. 

Id. e Costa T. — Osservazioni sulla trasmissione del carattere « pelle nera » 
nella barbabietola. (Estr. « Zeitschrift fur induktive Abstammungs-und 
Verer bungslehre ». Bd. LIV. Heft 3-4). Berlin, G. Borntraeger, 1930. 

Mussolini: Una visione della vita. Soc. An. «La Poligrafica» s. d. 

Mussolini B. — Discorso tenuto alia Camera dei Deputati nella seduta 
del 26-5-34. 

Olivetti G. — La saldezza della nostra finanza. (Discorso pronunciato alia 
Camera dei Deputati il 23-11-1932). 

Onoranze per il giubileo del Prof. Guido Castelnuovo. Citt& di Castello, 1937. 

Ongaro G. — Coltura e scuola calligrafica Veronese del sec. X. (R. 1st. Ve¬ 
neto di Scienze, Lettere ed Arti. Vol. XXIX, N. 7). Venezia, 1925. 

Orestano F. — Allocuzione a S. E. il Maresciallo Italo Balbo Governa - 
tore Generate della Libia , in Tripoli , palazzo del Governo , il 16-10-1938. 

Id. — Discorso nella seduta inaugurate in Campidoglio delVVIII Convegno 
♦ Volta » (4-10-1938). 

Id. — Discorso della seduta di chiusura delVVIII Convegno « Volta » (11- 
10-1938). Roma, R. Accademia d’ltalia, 1938. 

I D# — Revisione Filosofica. (Estr. «Atti deH’VIII Congresso Nazionale 
di Filosofia della Society Filosofica Italiana ». Roma, 24-28 ottobre 
1933). Roma, Tip. Agostiniana, 1934* 
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Orlando P. — Per il risorgere di Roma sui mari . (Discorso pronunciato 
al Senato nella seduta del 23-12-1936). Roma, Tip. del Senato, 1936, 

Orsi P. — II nuovo ordinamento della Fondazione Quer ini-Stamp ailia. 
(Discorso pronunciato al Senato il 19-12-1938). Roma, 1939. 

Pagani L. — Dagli ammassi volontari agli ammassi obbligatori per la disci - 
plina del mercato del grano. Venezia, 1936. 

Id. — Il credito agrario in regime corporativo. Suoi aspetti fondamentali . 
Suo carattere reale. Venezia, 1937. 

Paglino F. — Degli effetti della selezione sulla mortalitd degli assicurati 
popolari delVIstituto Nazionale delle Assicurazioni nel periodo 1931-1934. 
(Congresso Nazionale delle Assicurazioni Popolari. Venezia, 28-30-9- 
1935). Roma, 1935. 

Id. — Interdipendenza fra utili di mortalitd e utili di inter esse. (Estr. « Atti 
dellTstituto Naz. delle Assicurazioni », Vol. XI). Citta di Castello, 
Unione Arti Grafiche, 1939. 

Palladino G. — I maggiori problemi delle corporazioni a ciclo produttivo. 
Roma, E.N.I.O.S., 1935. 

Palomba G. -— Appunti per uno schema probabilistico delle fluttuazioni 
economiche. (Estr. « Rivista di Politica Economica >>, Fasc. V, 1937). 
Roma, 1937. 

Panunzio S. — La giustificazione della dottrina dello Stato. (Estr. « An- 
nali della University di Ferrara >>, N. 2). Ferrara, S.A.T.E., 1937. 

Papi G. U. — La crisi come negazione di conoscenza. Padova, Cedam, 1936. 

Parenti G. — Ancora su due recenti tavole di mortalitd della popolazione 
Italiana. (Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica », 
luglio, 1938). Citt4 di Castello, 1938. 

Id. — Corso di statistica economica. La teoria della congiuntura. (Anno 
Acc. 1933-34). Firenze, C. Cya, 1934. 

Id. — La popolazione della Toscana sotto la reggenza Lorena. Firenze, « Ri- 
nascimento del libro », 1937. 

Id. — La teoria della popolazione secondo il Romagnosi. (Estr. « Rivista 
Internazionale di Scienze Sociali ». Anno XLIII, Fasc. VI, 1935). 
Milano, « Vita e Pensiero », 1935. 

Id. — Vefpcacia delle « contro-sanzioni >> in Italia. (Estr. « Rivista Inter¬ 
nazionale di Scienze Sociali », Fasc. IV, luglio, 1936). Milano, «Vita 
e Pensiero », 1936. 

Id. — L*evoluzione quantitativa degli aggregati umani. (Estr. « Pubblica- 
zioni del R. Istituto Superiore di Scienze Economiche e Commerciali 
di Firenze», Vol. IV). Firenze, M. Ricci, 1934. 

Id. — Lezioni di demografia. (Anno Acc. 1934-35). Firenze, C. Cya, 1935. 

Id. — Sui rilievi statistici del movimento migratorio coloniale. (Estr. « Atti 
del III Congresso di Studi Coloniali». Firenze, 12-17 aprile 1937). 
Firenze, 1937. 

Id. — Sulle tavole di mortalitd per stato civile , con speciale riguardo a quelle 
italiane , 1930-32. (Estr. « Economia », Vol. XXI, N. 6, 1938). 

Id. — Su un calcolo approssimativo del saggio netto di riproduttivitd di una 
popolazione. (Estr. «Atti della III Riunione della Soc. Italiana di 
Demografia e Statistica »). Firenze, C. Cya, 1939. 



Parent! G. — Tentativi di colonizzazione della Maremma nel XVI-XV 1 II 
secolo . (Estr. « Economia», Vol. XX, N. 1-2, 1937). Roma, 1937. 

Parrillo Fr. — La ricchezza privata italiana dalle prime valutazioni ad 
oggi . (Estr. <« Giurisprudenza e Dottrina Bancaria ». Fasc. VII-VIII. 
Maggio-giugno, 1935-XIII). Roma, Europa. 

Pasquale P. — Le imposte di consumo nel quinquennio 1933-1937. (Estr. 
«Rivista dei Tributi locali», N. 3). Tip. Pistoiese S. A. 

Perotti C. — Suirammontare della ricchezza privata nella Prov. di Ve¬ 
rona. (Tesi di Laurea). Verona, 1927. 

Perotti-Porrera. — Dati statistici sulla sifilide congenita come causa di 
passivitd demografica. (Estr. « Bollettino della Societa Italiana di Pe- 
diatria *>. Anno VI, Fasc. II, 1937). Torino, Tip. Bona. 

Petrarca G. — Impressioni d'Oriente. (Estr. « Atti deirAccademia Leo¬ 
nardo da Vinci »). Napoli, 1936. 

Piccioli U. — La bonifica umana e la casa. Parma, Presghing. 

Picone M. — Attivitd dell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Cal - 
colo nel quadriennio XII - XV E. F. Roma, Cons. Naz. delle Ricerche, 
1938. 

Pietra G. — Alcune lettere inedite di Leon Wabras e di Angelo Messeda- 
glia. (Estr. « Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ». 
Anno Acc. 1936-37, Tomo XCVI, Parte II). 

In. — La ricchezza privata della Prov. di Udine. (Estr. « Atti del XII Con- 
grcsso Geografico Italiano »). Udine, D. Del Bianco & Figlio, 1938-XVI. 

In. — La statistica italiana dell'Anno XVI. Ferrara, 1938. 

In. — L’esodo friulano dell*ottobre 1917 e le sue ripercussioni sulla struttura 
demografica del Friuli post-bellico. (Estr. « Atti del XII Congresso Geo¬ 
grafico Italiano »). Udine, D. Del Bianco & F., 1938. 

In. — Lezioni di statistica per Vanno accademico 1936-37. Padova, Ce- 
dam, 1937. 

Id. — Lezioni di statistica per Vanno accademico 1937-38. Padova, Ce- 
dam, 1937. 

Id. — Nuove ticerche di statistica agraria. (Estr. « Atti della XXVI Riu- 
nione della S.I.P.S. ». Venezia, 12-18 settembre 1937). Roma, 1938. 

Id. e Giuffrida V. — Provital - approvigionamenti alimentari d’ltalia 
durante la grande guerra 1914-1918. Padova, Cedam, 1936. 

Id. — Vecchi e nuovi problemi intorno al nostro catasto fondiario. Estr. 
«Economia », Vol. XIX, N. 1, 1937}. Roma, 1937. 

Pino-Branca A. — Debito pubblico. (Estr. «Nuovo Digesto Italiano»). 
Torino, U.T.E.T., 1938. 

Id. — II Comune di Padova sotto la dominante nel sec. XV (la politica 
Economica di Venezia nel Comune Padovano). (Estr. « Atti del R. 1 st. 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti». Anno Acc. 1937-38, Tomo XCVII. 
Parte II). 

Presidenza del Consiglio dei Ministri - Commissariato per le migra- 
zioni e la colonizzazione. — Le migrazioni nel Regno e nclVAfrica 
Italiana. Anni i 937 * I 938 - Roma, Tip. Failli, 1938. 

Id. — Le migrazioni nel Regno e nelle Colonie nelVanno 1936. Roma, 
Tip. Failli, 1936. 
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Querin S. — II bilancio demografico del mandamento di Portogruaro dal 
1922 al 1936. Portogruaro, G. Biasutti, 1938. 

V Congresso Internazionale degli Ospedali. Parigi, 5-11 luglio, 1936. 

Reale Automobile club d’Italia. — Incidenti siradali in Italia nel 
triennio 1934-1936. Roma, 1936. 

Rediadis P. D. — Nuovo metodo di determinazione del reddito nazionale. 
(Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica ». Gennaio, 
1921). Roma, Athenaeum. 

Repaci F. A. — 11 bilancio dello Stato dalla unificazione ad oggi (1862- 
1934-35). (Estr. « Rivista di Storia Economical N. 2, 1937). Torino, 
1937- 

Revelli P. — Figurazioni cartografiche di Genova (1435-1935). Genova, 1936. 

Ricci F. — Consuntivo 1934-35 e ullineamento della lira. (Discorsi pronun- 
ciati al Senato nelle sedute del 19 e 22-12-1936). Roma, 1936. 

Id. — Criteri di bilancio e trattamento penale della famiglia (Discorso pron. 
al Senato il 22-5-1936). Roma, 1936. 

Id. — Ferrovie di Stato e marina mercantile. (Discorso pron. al Senato nella 
seduta del 24-3-1936). Roma, Bardi, 1936. 

Id. — Finahza forte . (Discorso pron. al Senato nella seduta del 28-5-1938). 
Roma, 1938. 

Id. — I commercianti importatori in regime di controllo statale sugli scambi 
colVestero. II traffico marittimo e il porto di Genova. (Discorsi pron. al 
Senato nelle sedute del 17 e 18 maggio 1937). Roma, 1937. 

Id. — Il bilancio preventivo 1937-1938 e la svalutazione della lira. (Discorso 
pron. al Senato il 22-5-1937). Roma, 1937. 

Id. — La questione demografica e Vintervento dello Stato. (Discorso pron. al 
Senato il 13-5-1937). Roma, Bardi, 1937. 

Id. — Necessitd di economia. Osservazioni sul rendiconto del bilancio 1935- 
1936. (Discorso pron. al Senato il 16-12-1937). Roma, Bardi, 1938. 

Id. — Osservazioni in materia assicurativa e sul colVestero (Discorso 

pron. al Senato nella seduta del 30-3-1936). Roma, Bardi, 1936. 

Id. — Pronostici sull* and ament o del traffico. (Discorso pron. al Senato il 
2-4-1938). 

Id. — Questioni edilizie. (Discorso pron. nella riunione del 23 maggio 
1939). Roma, Senato del Regno. 

Riedel L. — Considerazioni sulla diversa forma del contratto di riassicu - 
razione vita. (Estr. « XI Congr&s International d’Actuaires». Paris, 
1937). Paris, 1937. 

Romanelli I. — Uetd biologica. (Estr. « L'Assistenza Sanitaria». Anno 
VII, N. 4, 1938). Roma, 1938. 

Rossi L. — Polipolio e sindacato , orizzontali e verticali . (Estr. « Giornale 
degli Economisti e Rivista di Statistical. Febbraio, 1936). 

Id. — Scritti vari di diritto pubblico (Vol. V). Milano, Giuffrfc, 1939. 

Rosso I. — Saturnia. (Estr. « Bollettino di Statistica del Comune di 
Grosseto *. Febbraio, 1938). Grosseto, 1938. 

Salvemini T. — Legge di frequenza di una vartabile casuale somma di 
variabili dipendenti. (Estr. « Atti del I Congresso della Unione Mate- 
matica Italiana*). Pavia, Rossetti, 1937. 
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Salvemini T. — Per una statistica ad uso della Chiesa. (Estr. « Studium *, 
NN. 11-12, 1938). 

Id. — Sui momenti di una variabile casuale somma di variabili dipendenti . 
(Estr. « Rendiconto della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matema- 
tiche della Soc. Reale di Napoli ». Serie 4\ Vol. VII, 1937). Napoli, 
S.I.E.M., 1937. 

Id. — Valori medi di pib variabili casuali dipendenti tra loro . (Estr. « Atti 
della X XVII Riunione della S.I.P.S. ». Bologna, 4-11/9/1938). 

Sattin M. — La trasformazione fondiaria agraria in Prov. di Sassari. 
Aspetti tecnici ed economici. (Collana di studi e monografie sulla Sar¬ 
degna). Sassari, Gallizzi, 1936. 

Savorgnan F. — Cor so di Demografia. Pisa, Nistri-Lischi, 1936. 

Id. — La struttura per etd della popolazione italiana e le sue variazioni dal 
1931 al 1936. (Estr. «Atti dell’Istituto Naz. delle Assicurazioni *. 
Vol. X). CittA di Castello, 1938. 

Scarin E. — II movimento demograpco della Libia orientale nel 1934. Fi¬ 
renze, Sansoni, 1938. 

Schepis G. — I numeri indici (Teoria e tecnica). Lezioni di Statistica 
Economica . Roma, Soc. Ed. « Foro Italiano », 1938. 

Id. — La esplorazione delle percezioni extra sensoriali col metodo statistico . 
(Estr. «Notiziario di Metapsichica ». N. 2). Roma, «Labor emus», 
marzo 1939. 

Id. — Le Fonti (Lezioni di Statistica Economica). Parte I: Statistiche 
Agrarie ed industriali. Roma, « Foro Italiano », 1939. 

Scritti,degli allievi dedicati al Prof . G. B. Allaria nel XXV anno di Cattedra . 
Torino, Bona, 1938. 

Serra D. — Cantori d* Albania. Roma, Casa Ed. « Ideal » s. d. 

Sezione Italiana della Camera di Commercio Internazionale. — I 
mercati alVingrosso in Italia. Funzionamento e costi. (Relaz. presentata 
dal Prof. G. Tagliacarne al Congresso della Camera di Commercio 
Inte rnazionale. Berlino 28-6/3-7/1937). Anno XV. E. F. 

Id. — La distribuzione delle merci in Italia. Struttura e costo. 1935. 

Sibirani F. — Sopra alcune novitd introdotte nella matematica finanziaria. 
(Estr. «Memorie della R. Accademia delle Scidnze dell'Istituto di 
Bologna*. Serie IX, Tomo V, 1937-38). Bologna, 1938. 

Sigerist H. — Introduzione alia medicina. Firenze, Sansoni, 1938. 

Sitta P. — II catasto e la perequazione fondiaria in Italia. (Estr. «Nuova 
Antologia * 16-4-1937). Roma, 1937. 

SocietA Italiana degli Autori ed Editori. — Lo spettacolo in Italia . 
Anno 1936. Roma, 1937. 

SocietA Italiana per il progresso delle scienze. — Annuario 1938. 

. Roma, 1938. 

Id. — Programma definitivo del I raduno coloniale della scienza italiana , 
(Tripoli, 1-7 novembre XV E. F.). Roma, 1936. 

Id. — Programma scientifico della XXVI Riunione. Venezia, 12-18 set* 
tembre, 1937- 

Id. — XXVI Riunione. Venezia : 12-18 settembre , 1937. Guida definitiva. 
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SocietA Italiana di Pediatria. — Atti del XVI Congresso Italiano d% 
Pediatria. Genova, 15-18 settembre 1938. Varallo Sesia, De Grandi, 1938. 

Id. — Idem. Parte II. Varallo Sesia, De Grandi, 1939. 

Soler E. — Due campagne gravimetriche sul Carso compiute dalV 1 stituto 
di Geodesia della R . Universitd di Padova nel 1^23-1926. («Memorie 
del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ». Vol. XXIX, N. 9). 

Spaventa R. — In tema di clausola oro. (Estr. « II Foro Italiano », Vo¬ 
lume LXI. Fasc. XIII). Roma, 1936. 

Id. — La disciplina dell*economia del cereali in Germania. (Estr. « Rivista 
Italiana di Scienze Economiche ». Anno VIII, Fasc. Ill, marzo, 1936). 
Bologna, Zanichelli, 1936. 

Stein O. — Scienza economica e matematica. (Estr. «Archivio di Studi 
Corporativi ». Anno IX, Vol. IX, Fasc. I). 

Tagliacarne G. — Concepimenti antenuziali e ritardo della nascita del 
primogenito in Italia. (Estr. « Giornale degli Economist e Rivista di 
Statistical. Febbraio, 1936). Citta di Castello, 1936. 

Id. — La diminuzione delle nascite nell*intervalio fra gli ultimi due censi - 
menti della popolazione (1931-1936). (Estr. « Economia. » Anno XVI, 
nuova serie, Vol. XXII, N. 6). 

Id. — La distribuzione dei militari nelle varie parti d*Italia osservata se - 
condo i censimenti della popolazione. (Estr. Vol. XXII degli « Studi 
nelle scienze giuridiche e sociali ». R. Univ. di Pavia), 1938. 

Id. — La feconditd legittima nell*Italia Centrale secondo Vetd della madre 
e Vordine di generazione. (Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista 
di Statistica ». Luglio, 1936). Citta di Castello, 1936. 

Id. — La frequenza degli aborti secondo i rilievi della cassa di maternitd. 
(Estr. « Economia». Anno XVII, N. 6). Roma, 1936. 

Id. — La partecipazione delle regioni d*Italia alia guerra d*Africa. (Estr. 

« Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica >>). ottobre, 1938. 

Id. — Scritti di Economia e Statistica. Milano, « La Gazzetta d ello Sport », 
1938. 

Id. — Sulla frequenza degli aborti spontanei nella Prov. di Milano. (Estr. 

« Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica »>. settembre 1936). 
Citta di Castello, 1936. 

Tallarico G. e Pollitzer R. — II sesso. Firenze, Sansoni, 1936. 

Tassinari G. — II contributo dell*agricoltura nell*autarchia. (Estr. « Rivista 
Italiana di Scienze Economiche >>. Anno X, Fasc. V, maggio 1938). 
Bologna, Zanichelli, 1938. 

Id. — La Bonifica integrate nel decennale della legge Mussolini. Roma 
XVII, Bologna, Arti Grafiche « Aldina ». 

Id. — Le vicende del reddito dell*agricoltura dal 1925 al 1932. Roma, 1935. 

Tenderini D. — Analisi sui prezzi in Italia dal 1901 al 1932. Padova, 
Cedam, 1936. 

Terraghi G. — L*organizzazione raziale della piccola industria. Roma, 
E.N.I.O.S. s. d. 

Thaon di Revel P. — Contingente , quotitd e contingente di studio. (Estr. 

« Rivista di Diritto Finanziario e Scienze delle Finanze ». dicembre , 
1938). Padova, « Milani», 1938. 
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Thaon di Revel P. — Esposizione finanziaria. (Discorso pron. alia Ca¬ 
mera dei Deputati nella seduta del 18-5-1938). Roma, 1938. 

Id. — Esposizione Finanziaria. (Discorso pron. alia Camera dei Fasci 
e delle Corporazioni nella seduta del 23 maggio 1939). Roma, 1st. 
Poligr. dello Stato, 1939. 

Id. — Esposizioni Finanziarie. (Discorso pron. al Senato del Regno nella 
seduta del 30 maggio 1939). Roma, 1st. Poligr. dello Stato, 1939. 
Id. — II Catasto nella Legislazione Fascista. Parte I : Catasto Terreni . 
(Estr. « Rivista del Catasto e dei Servizi Tecnici Erariali ». N. 2, 1939). 
Roma, 1st. Poligr. dello Stato, 1939. 

Id. — II coordinamento tributario. (Estr. « Rivista Italiana di Diritto Fi- 
nanziario ». N. 2, 1938). 

Id. — II valore della propriety fondiaria in Italia. (Estr. « Rivista del Ca¬ 
tasto e dei Servizi Tecnici Erariali ». N. 6, 1938). Roma, 1939. 
Timof&eff Ressowsky N. W. — Mutabilitd sperimentale in genetica. 

(Traduz. di A. Buzzati-Tra verso). Milano, Hoepli, 1939. 

Tivaroni J. — Alcune osservazioni relative alle pubbliche spese. (Estr. 

«Rivista di Politica Economica ». Anno 29, 1939-XVII, Fasc. I). 
Roma, U.S.I.L.A. 

Id. -- Le finanze delle Colonie. (R. Universita di Genova, Facolta di 
Giurisprudenza). Genova, 1936. 

Id. — Rapporti tra le finanze del Congo Belga e quelle del Belgio . (Estr. 

« Rivista di Politica Economica >>. Fasc. Ill, 1938). 

lc. — Sguavdo storico ai rapporti tra le finanze del Portogallo e quelle delle 
sue colonie. (Estr. « Problemi di Finanza Fascista »). Bologna, Zani- 
chelli, 1937. 

In. — Rapporti fra le finanze delle colonie Olandesi e quelle delVOlanda. 
(Estr. «Annali dell’University di Ferrara ». N. 2). Ferrara, S.A.T.E., 
I937 * 

ld. — Sguavdo storico ai rapporti tra le finanze delle colonie e quelle dei 
rispettivi stati colonizzatori. (Estr. « Atti del Terzo Congresso di Studi 
Coloniali ». Firenze, 12-17 aprile 1937). 

Tizzano A. — La diminuzione della mortalitd per tubercolosi in Italia dal 
1924 al 1937, in relazione con alcuni fattori ambientali e sociali. (Estr. 

« Rivista di patologia e Clinica della Tubercolosi ». Fasc. XI, 1938). 
Bologna, 1938. 

Id. — Su alcuni aspetti della mortalitd per tumori maligni. (Estr. « Difesa 
Sociale ». N. 4, Anno XVII). 

In. — Suite variazioni stagionali della mortalitd per cancro e per tubercolosi . 
(Estr. « Rivista di Patologia Sperimentale ». Novembre-dicembre 1936). 
Torino, 1936. 

Tocilj E. — II salario corporativo . Milano, Bocca, 1938. 

Tonelt.i L. — Salvatore Pincherle. (Estr. «Annali della R. Scuola Nor- 
male Superiore di Pisa ». Serie II, Vol. VI, 1937). Bologna, Zanichelli, 
*937- 

Ugolini G. B. — I procedimenti statistici e la idrologia . (Estr. « Atti del 
I Congresso delPUnione Matematica Italiana »). Pavia, Rossetti S. A., 
1937- 
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UniversitA Cattolica del S. Cuore. — Annuario per Vanno acca - 
demico 1935-36 e per Vanno accad. 1936-37. Milano, 1937. 

Id. — Idem , anno accad. 1937-38. Milano, « Vita e Pensiero », 1938. 

Id. — Cicli Economict. Contributi delVIstituto di Scienze Economiche. 
(Serie III, Scienze Sociali, Vol. XVII). Milano, « Vita e Pensiero », 1937. 

Id. — Contributi del laboratorio di Statistica (Serie IV, Vol. IX). Milano, 

« Vita e Pensiero », 1936. 

Id. — Programmi dei corsi ufficiali per Vanno accad. 1936-37. Milano, 1936. 

Id. — Scienze Sociali. Gli aggruppamenti di imprese nelVeconomia corpo- 
rativa. Milano, « Vita e Pensiero •>, 1939. 

Id. — Annali della Facoltd Giuridica. (Vol. XI, I Anno, 1937). Napoli, 
Jovene, 1937- 

UniversitA degli Studi di Camerino. — Annali della Facoltd Giuridica. 
Vol. XII, I Anno, 1938. Casa Ed. Jovene, Napoli, 1938. 

Id. — Annali della Facoltd di Giurisprudenza. Vol. X. Napoli, 1936. 

Id. — Idem. Vol. XI, II Anno, 1937. Napoli, Jovene, 1938. 

UniversitA Commerciale Bocconi. — Annali di Economia , Vol. XI. 
(Alfred6 Doren., Storia Economica delVItalia nel Medio Evo). Pa¬ 
dova, Cedam, 1936. 

R. UniversitA di Cagliari. — Studi Economico-Giuridici pubblicati per 
cura della Facoltd di Giurisprudenza. Anno XXV, 1937. 

R. UniversitA di Genova - FacoltA di Economia e Commercio. — Annali 
di Statistica e di Economia. (Anno III, Vol. IV). Genova, Morando, 1936. 

R. UniversitA di Messina - Istituto Geofisico e Geodetico. — Annuario 
meteorologico, 1937. Messina, 1938. 

R. UniversitA di Pavia - Istituto di esercitazioni - FacoltA di Giurn 
sprudenza. ■*— Studi nelle Scienze Giuridiche XXI . Pavia, Treves, 1936. 

Id. — Studi delle Scienze Giuridiche e Sociali , XXIII. Pavia, Treves, 1938. 

R. UniversitA di Pisa. — Saggi in Scienze Assicurative. Vol. I, II, III. 
Pisa, Nistri-Lischi, 1935, I937» I 939 - 

Vampa D. — Studio sui rendimenti individuali di alcune categorie di im - 
piegati. (Estr. « Annali di Statistical. Serie VII, Vol. IV). 

Vassalli F. — Lineamenti del diritto delle persone nel nuovo codice civile . 
(Lezione tenuta al corso di perfezionamento pei magistrati presso la 
Corte di Appello di Genova il 7-1-1939). Milano, Giuffr^, 1939. 

Vbcchi A. — La produzione delle uova nelle singole regioni ital . studiata attra - 
verso le statistiche dei trasporti ferroviari. (Estr. «Nuovi Annali dell'Agri- 
coltura*. Anno IV, N. 3, 31-7-1924). Roma, Libr. dello Stato, 1924. 

Veronese G. — Su alcune applicazioni della formula interpolatoria di 
Lagrange. Roma, Failli, 1936. 

Vianelli S. — Problemi di dinamica economica. (Prefazione di F. Vinci). 
Bologna, Cappelli, 1936. 

Id. — Sullo studio delle distribuzioni statistiche nella dinamica economica . 
(Estr. ♦ Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica». Ottobre, 
1938). CittA di Castello, 1938. 

Virgilio e Paglino F. — 11 metodo degli schedari controllo per Vincasso 
dei premi. (Congresso Naz. delle Assicurazioni Popolari. Venezia* 
28-30/9/1935). Roma, 1935. 
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Vito F. — Risparmio forzato, cicli economici ed economia regolata . (Estr. 
« Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica ». Dicembre, 1936). 
Citt 4 di Castello, 1937. 

Id. — I sindacati industriali. Consorzi e Gruppi. (3 a ediz. rifatta). Milano, 
GiuffrS, 1939. 

Weinberger O. — Metodologia paretiana. (Estr. « Giornale critico della 
Filosofia Italiana *. Fasc. IV-V, luglio-ottobre, 1938). 

Zagar F. — Orbita deftnitiva della cometa 1913-11 ( Schaumasse ). (« Me- 
morie del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti *. Vol. 
XXIX N. 8). 

Zangari D. — Appunti di Corografia Calabra. (5 monografie). Napoli, 
Ardenza, 1938. 

Id. — Gaetano Argento. (Reggente e Presidente del Sacro Regio Consiglio , 
1661-1730). Napoli, « La Cultura Calabrese ». 

Id. — I sette SS. Frati Minori di S. Francesco d'Assisi martirizzati a Ceuta 
nel Marocco (1227). Napoli, « La Cultura Calabrese*, 1926. 

•Id. — Umanesimo e Rinascimento in Calabria. L* Umanista marchigiano 
Tideo Acciarini alia Corte dei Sanseverino di Bisignano e a Cosenza 
(con 1 documento inedito). (Estr. « Brutium*. Anno XVIII, N. 2. 
Marzo-aprile, 1939), Reggio Calabria. M. Preti. 

Zanzucchi M. T. — Istituzioni di diritto pubblico. Milano, GiuffrS, 1936. 
Zavattari E. — Ambiente fisico e schistosomasi vescicale in Libia . (Estr. 

« Rivista di Biologia Coloniale ». Vol. I, Fasc. I, fcbbraio 1938). 

Id — Commemorazione del Prof Cesare Artom. (Estr. « Bollettino della 
Societa Medico-Chirurgica di Pavia ». Anno XLVIII, Fasc. Ill, 1934). 
Pavia, 1934. 

Id. — I problemi sanitari dell'Impero : schistosomiasi e malacofauna nel - 
l'Africa Orientale Italiana. (Estr. « Annali d’lgiene ». Anno XLVIII, 
Fasc. 9-10, 1938). Roma, 1938. 

Id. — Legami e interdipendenze fra fauna e problemi economici e sociali di 
interesse nazionale. (Estr. « Atti della XXVII Riunione della Soc. Ital. 
per il Progresso delle Scienze*. Bologna, 4-11/9/1938). Roma, 1939. 

I D . — 30 anni di attivitd scientifica 1908-1938. Studi e problemi di biologia 
tropicale. Roma, Tip. Consorzio Naz., 1939. 

Zingali G. — Sul progresso economico realizzato dall' Italia nel decennio 
fascista. (Discorsi pron. alia Camera dei Deputati, 22-23/11/1932). 
Zischka A. — L*Italia nel Mondo. Milano, Bompiani, 1938. 

Zucchini G. — Varte del palazzo universitaric. Bologna, Parma, 1938. 

Academie des sciences de la R. S. S. d'Ukraine. — Recueil de static 
stique sanitaire. (R6dige par S. S. Kogan). Kiew, 1936. 

Id. — Idem. Kiew, 1938. ( 

Allaria J. B. — La mortality infantile causae par la diarrhle. (XI C Session 
de L*Ass. Intern, pour la protection del’Enfance. Bruxelles 18-21 ago- 
sto 1935 )- 

I D> — £ es convulsions infantiles, leurs causes , Vavenir des convulsifs . (XII« 
Session de l’Assoc, Internat. pour la protection de l'Enfance. Paris, 

19-22/7/1937)- 
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Angelopoxjlos A. — Les finances publiques des Etats Balkaniques . Ath£- 
nes, Flamma, 1932. 

Association pour le developpement de l’hygiene maternelle et 
infantile. — Procis-verbal de la i8 e Assemble ginirale du 2 mars 1937. 
Paris, 1937. 

Auerhan J. — De la relation entre le milieu giographique et la faille des 
conscrits. (XXIV C Session de Flnstitut Int. de Statistique). Praga, 
1938 . 

Aybar D. — Le second recensement giniral de la population de la Turquie. 
(XXIII C Session de Flnstitut International de Statistique. Ath^nes 

1936) . Athdnes, 1936. 

Id. — Population de la Turquie. (XXIV« Session de Flnstitut International 
de Statistique). Ankara, 1938. 

Bank Polski. — Compte-rendu de la Bank Polski, pendant V annie 1936 
prisenti d VAssembUe Ginirale des Actionnaires du 18 Fivrier 1937. 
Varsovie, 1937. 

Id. — Compte-rendu de la Bank Polski pendant V annie 1937. Varsovie, 
1938. 

Bank voor Handel en Scheepvaart N. V. — Rapport annuel sur le 
I7 e exercice 1935. Rotterdam, 1935. 

Id. — Rapport annuel sur le i8 e exerctce 1936. Rotterdam, 1937. 
Banque de France. — Assemblies ginirales des actionnaires de la Banque 
de France des 15 octobre 1936 et 28 Janvier 1937. Paris, P. Dupont, 
1937 - 

Banque Nationale de Gr£ce. — Compte-rendu des opirations de Van- 
nie 1935 ; I93 6 ; I 937 - Athdnes, 1936, 1937, 1938. 

Banu G. — Etudes concernant la situation sociale et midicale de la femme 
ouvriire en Roumanie. (Estr. « Revue d'Hygi&ne Sociale ». N. 7, 8, 

1937) . Bucarest, 1937 

Id — La santi publique aux Etats-Unis (Organisation). (Estr. « Bulletin 
de T Association Internationale pour la Protection de F Enfance», 
1931). Bruxelles, J. Leb6gue & Cie, 1931. 

Id. — La situation actuelle des assurances sociales en Roumanie. (Estr. 

«Le Assicurazioni Sociali ». N. 2, 1938). Rome, 1938. 

Id. — Les anormaux psychiques en Roumanie. (Estr. « Revue d’Hygiene 
Sociale ». N. 4, 1937). Bucarest, 1937. 

Id. — Les organisations sanitaires et midico-sociales en Tchicoslovaquie. 

(Estr. « Revue d*Hygi£ne Sociale ». N. 10, 1937). Bucarest, 1937. 
Id. — Les tendances de Vivolution quantitative de la population . (Estr. 
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Insolera F. — Au sujet de VAge limite . (Estr. «Aktuarsk6 V6dy» 
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effectui le 8-3-1936. Tome I, Premiere Partie, Population legale ou de, 
residence habituelle , 1938. 

Ministere des finances de la Republique Portugaise. Comptes 
publiis de Vannee financiere 1934-35. Lisboa, 1936. 

Id. — Comptes rendus de Vannee 1937. Lisboa, 1938. 

Id. (A. De Oliveira Salazar). — Expose des motifs preUdant le d6cret 
qui a approuvi le budget pour Vannee financiere 1936. Lisboa, 1936. 

Id. (Id.). — Idem., 1937. Lisboa, 1937. 

Id. (Id.). — Idem , 1938. Lisboa, 1938. 

Id. (Id.). — Idem, 1939. Lisboa, 1939. 

Molinari A. — Deuxiime rapport sur la statistique de la distribution . 
(XXIVe Session de rinst. Intern, de Statistique). Praga, 1938. 

Id. — Institution statistique dont Vorganisation reteve de la decentralisation 
horizontale. (XXIV e Session de rinst. Intern, de Statistique). Praga, 
1938 . 


14 



210 


Molinari A. — Statistique de la distribution. (XXIII e Session de PInst. 
Intern, de Statistique. Ath&nes, 1936). La Haye, 1936. 
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Id. IX-94. — Idem, 1934. Oslo, 1934 - 
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Id. IX-97. — Statistique du recrutement de Varmie pour les annies 1932 
et 1933 - Oslo, 1936. 
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Id. — Fortune des personnes physiques relevie dans la province Moravo - 
Slesienne , en Slovaquie, en Russie Subcarpatique et dans la Ripublique 
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